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U vod.

Theorie mathematické pravdépodobnosti byla po dlouhou
dobu povazovana vice méné za Cast t. zv. zabavné mathematiky.
Mozno fici, Zze si mathematikové hrali s jejimi problémy. V novéjsi
dobé proménila se hratka — jak Casto se stdvd — ve velice uzi-
teCnou védu pozndnim, Ze i zadkony pfirody lze pfesvédliveé
interpretovati principy, jez tvofi zaklad algorithmu mathem.
nahody. *)

Ndhoda — z&kon! Neni-li to protiklad? A vzdor tomu exi-
stuji zakony pro jisté ndhody. Uvédomime si to snadno, PFipo-
meneme-li, Ze poCet pravdépodobnosti zabyva se nahodilymi

zjevy urcitého charakteru t. j. urcCité kollektivni struktury, které
se nékdy (tedy ne vSeobecné) v pfirodé a v socidlnim Zivoté
vyskytuji. PoCet pravdépodobnosti neni proto — a to nutno
ihned na podatku zdGrazniti — uzakonénim vSech zdanlivych
neyjfcidelnosti, které slovem ,,ndhoda*“ jsme zvykli jmenovati,l)
nybrz jest jen mirou urcité nahodilosti, kterou nazveme
mathematickou. Proto mdzZe pocet ten byti aplikovan jen na
studium takovych zjevu, o nichZ lze konstatovati, Ze jsou jim
méfritelny. Pokusmo mozno ovsem jej aplikovali i na jiné vhodné
pfipady, avSak potom jest vzdy nezbytny dlkaz a posteriori,
Ze jest v tom kterém pfipadé upotiebitelny. Kromé mathematickeé
existuji totiZz i jiné pravdépodobnosti, jako na p¥. logicka,2 geo-
metrickai, fysikalni atd. NerozliSovanim jich povstal onen chaos
v interpretaci pojmu pravdépodobnosti, ktery dnes jak ve filo-
soficke tak i mathematické literatufe nabyvad neduSenych roz-
mérd.

Theorie mathematické pravdépodobnosti jest soucastkou ryzi
ynathematiky a tvofi logieko-matkematicky systém nezavisly sice
na jsoucnu, avsak Ucelné voleny, ktery za jistych predpokladi
dovoluje sestrojit! obrazy zjevl, jez lze oddvodnéné odekavati.

*) Viz na pf. A. Farth: Schwankungserschelnungen in der Physik,
1920 (Sammlung Vieweg).
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Proto mohou a budou se vysledky vypoc¢td odvozenych pomoci
mathematické theorie pravdépodobnosti ,urCitelné nékdy*“
shodovali se skute¢nosti. Pravime ,,nékdy*, nebot ani ta nejvétsi
mathem. pravdépodobnost neznamena jeSté aktualni jistotu,
ponévadZ pocCet pravdépodobnosti aplikovdn na skutecnost
nevypocitava, co nastane, nybrZz nejvySe jenom co za ur€itych
\pfedpokladu zpravidla nastavé, aneb urcitéji feCeno: co na za-
kladé danych okolnosti logicky rozumové Ilze oCekamti s rizikem
co rnoina nejmevUm.

Kardinalni chybou ucebnic jednajicich o poCtu pravdépodob-
nosti jest, Ze uvedené momenty nebyvaji nalezité zddraznény.
Tim vyvolava se nazor, jakoby raathematicka pravdépodobnost
byla mirou vSecli pravdépodobnosti. Nesmime se pak diviti, Ze
filosofické Gvody pfirucek misto aby pojem mathem. pravdé-
podobnosti ujasnily a néalezité determinovaly, jeSté vice jej za-
temnuji.3) A

S hlediska ryzi mathematiky mély hy naSe uUvahy o poctu
pravdépodobnosti vlastné zaCinati asi tak, jako Hubert zacina
svou geometrii. ,,Mysleme si pojem, ktery nazveme ,mathema-
tickd pravdépodobnost”. Jaky jest jeho transientni vyznam, ne-
vime, avSak my to ani védéti nemusime a nepotfebujeme. Ano
nebylo bv dokonce dobfe, kdybychom to i jen védéti chtéli. Vse,
co o tomto pojmu tfeba védéti, povi nam totiz axiomy.“ BohuZel
neni axiomatika pocCtu pravdépodobnosti dnes jeSté tak zpraco-
véna, abv mohla tvofiti dvod do jeho theorie.4)

V tomto pojeti vystupuje ovSsem ddrazné otazka, aplikability
tak definovanych mathematickych fixi. Volime-li je svobodné,
potom jest tfeba vZdy uvaZovat!, zda algorithmus mathematické
pravdépodobnosti — jak jsme jej stvofili -- jest v daném kon-
kretnim pripadé aplikabilis ¢i nikoliv. Vyhoda ryze mathema-
tického pojiméani poltu pravdépodobnosti spocCiva vSak v tom,
Zze jakmile je jednou problém mathemavicky formulovan, —
t. zn. formulovan tak, aby mohl byti algorithmera poltu pravdeé-
podobnosti feSen — pfejim& mathematika dalSi zodpovédnost
za logickou spravnost jeho feSeni.

o filosofii poCtu pravdépodobnosti proto nejlépe uvazZovati
az po dikladném prostudovani jeho logickn-raathematické stranky,
nebot filosofie se svymi nejasnymi pojmy nemdze byti Gvodem
do exaktni védy,5 za to jest nezbytno studovati pocet ten
soubézné se statistikou.



I. Pravdépodobnost a priori

§ 1. Definice.

Vrhame-li kostkou, jejiz stény jsou oznaCeny Cisly 1 aZ s,
»-padne®“ bud 1, neb 2, neb 3 atd. a tedy kratce jedno z Cisel 1aZ s.
Kazdé Cislo jest pfedem stejné mozne Cili jak fikdme stejné pravde-
podobne.6) Abychom napsali uvedenou vétu symbolikou mathe-
matiky, oznacme vSeobecné moZznost padnuti cCisla i pismenou p*
Rovnost

Pi= P2™ Pa= P+~ PO= Pe
bude pak vyrazem pravé uvedené véty. Z ni plyne bezprostfedné
rovnice:

Pi + PX* pPa + Pi + Pi+Pa—s B> (»= 12.6)-

PonévadZ jedno cCislo musi padnouti, jest vyraz

Pi + P2 + Pa + Ta+ Pft + Pe

jako soucet vSech mozZnosti zaroven i vyrazem jistoty, kterézto
slovo nahradime pismenou j. Tim obdrZzime rovnici

pt~ i A=172 3 ...,

kterd urCuje (numerickou) hodnotu (méfFenou jednotkou j) L zv.
mathematické pravdépodobnosti, ze pfFi vrhu Sestibokou kostkou
padne urcité Cislo i na pf. 3. Mérnou jednotku j Ize samoziejmé
voliti libovolné. NejjednoduSeji a nejacelnéji - klademe j= 1
V disledku toho obdrZzime pro mathem. pravdépodobnost vrhnouti
urcité Cislo i Ciselnou hodnotu pi— A Rovnice p = 1 znamena
pak jistotu, t. j. Ze oCekavany fakt jisté se uskuteCni a p= o,
Ze zjev je nemozny. Pravdépodobnost na pf., ze libovolné
narysovany trojuhelnik jest rovnostranny, jest ocividné jen mi-



Zivé mala. Pravdépodobnost, Ze slunce zitra vyjde, rovna se
témeér jistoté, vzdor tomu nelze ji poloZili rovnou jednotce.

Abychom dospéli k vSeobecnéjsi definici pojmu mathem. 'pravde-
podobnosti, uvazujme nasledujici pfiklad:

V osudi at jsou jen bilé a Cerné koule. Pocet bilych kouli at
jest a a pocet Cernych b. Oznaéme dale mathem. pravdépodobnost
zjevu ,,A “ (vytahnouti kouli bilou) pismenou p a zjevu ,,non s
(vytahnouti ne-bilou t. zn. zde Cernou kouli) pismenou q; bude
pfedevsim

P+ J s e, (1)

nebot jedno neb druhé musi nastati. Rovnice (l.) obsahuje vSak
dvé neznamé veliCiny p a g a nestaCi proto sama o sobé k jich
stanoveni. Druhd k tomu potfebna zni:

{ 1

Jest to rovnice do jisté miry konvencioneini a nedokazatelna,
avSak jak se ukaZze v dalSich uvahach, vhodné volena, nebot kazdy
jiny predpoklad vede k dlsledkdm, které nejsou shodné se sku-
te€nosti neb zdravym lidskym rozumem. Theorii pocétl pravdé-

podobnosti zaloZenou na obou rovnicich (I.), (Il.) nazveme
- klassickou. Z rovnic (I.) a (Il.) obdrZzime

+ b — -

Z toho plyne definice veliiny p9 kterou podavadme pfFedevsim
v klasickém znéni:*)

,.Pravdépodobnost p zjevu A jest dana pomérem poctu pFipadl
pFiznivych (a) s poetem pripadd moznych (a -\-b) a to za pred-
pokladuf ze veSkeré pripady moZzné jsou i stejné moznp.*

S takovou definici nemizZe se vSak presna véda spokojiti.
Zejmena Poincare**) vytyka ji, Ze jest do jisté miry petitio prin-
cipii, nebot v ni znamené ,,stejné molny" z&sadné totéz co ,,stejné

*) Lapiace: Théorie analytiquo des Probabilités. Tntroduction.
Paris 1912. vAju.

**) ,,La Science et Hypothése“ IYr, 11. a téhoz ,,La Science et
ia Métliode“ I, 4. Uvadi to ostatné vyslovné jiz Bolzano, Wissenscliafts-
lehre 11, str. 189 (1837), jehoz definice k velké Skodé védy zlstaly
nepovsimnuty.



pravdépodobny,Jest mozno pravdépodobnost vibec definovati?
pta se. Zname jeji definici? Ne-li ale, jakym pravem lze ji Ciniti
podkladem nasich zavérd? Kdybychom chtéli pravdépodobnost
definovati zlomkem, jehoZ Citatel udava pocet pfFiznivych a jehoi
jmenovatel seéitd poéet vsech moznych zjevl, nasledujici pfiklad
pouCil by nas ihned o nedostateCnosti naSeho pocinani.

Hézime dvéma kosticami a ptame se po pravdépodobnosti, ze
alespon na jedné z nich objevi se Cislo 6.

Pocet vSech moznych pfipadli jest zde ¢ X ¢ = 36, a to
1,: 1, 2 1..3 1, 4 1, 5 |, 6
2, 1 3,1 4, 1 5 1 6, 1
2. 2 2, 3 2, 4 2, 5 3, 6
3, 2 4, > 5 2 6, 3
3, 3 3 4 3, 5 3, 6
4, 3 5 3 6, 3
4, 4 4, 5 4, 6
5 4 6, 4
5 5 5,6
6, 5 .
6y6

%
pfiznivych pfipadd jest 11, ledy dle definice hledana pravdé-
podobnost

11
-

wn

Tim obdrzeli jsme jedno FeSeni. AvSsak mlzeme leZ uvazovat
takto: Vrzena Cisla predstavuji jednu z vibec moZnych

6.7

. 2 = 1 «

kombinaci bez opakovani, totiz

1,1 L2 1, 3 1, 4 1, 5 I, 6
27 2 2, 3 2, 4 , 2, 6

3, 3 3, 4 3, 5 3, 6

4, 4 4, 5 4, 6

5 5

6, 6 | T



mezi nimiz jest tpfiznivych, z ¢ehoZ plynula by pravdépodobnost
6 2
P= 21 = 7

Pro¢ prvni zpUsob jest spravny a druhy nikoliv? o tom nas
definice nepoucuje.”

Ze prvy rozklad jest jediné sprdvny, dokazuje nésledujici
Uvaha: pfredstavme si, Ze jedna kostka je cCervend (C) a druhé
modrd (Ar) a vytvofme veSkeré skupiny s jednotkou

CM o CM ciM CiM G M
11 1 2 i i3 11 i 5 J/|'1
M ¢ MG M 0 M| C Mic M C
1 12 1 3 114 1 5 i 6

Odmyslime-li si nyni barvy, vidime, Ze prva eventualita

CiM w

111 1 1

C

pfedstavuje objektivné jedfio a totéZz, nebot v obou pfipadech
ma Cervend kostka Cislo 1 a podobné modra. Pofadi a poloha
kostky nemaji ale s problémem Co Ciniti. Oproti tomu skytaji
slozky Cisla 3= 2+ 1 objektivné dvé rozdilné eventuality

c M 0 M
1 2 2 1

nebot kostka Cervend jest jednou oznacena Ccislem 1 a podruhé
Cislem 2, stejné jako modra.

Ne vzdy jest vSak podobnad analysa moznd. Potom stava se
ovéem stanoveni mathematické pravdépodobnosti nesnadnym
problémem, k jehoZ FfeSeni dospivame pak nejsndze experimentem
(viz 8§ 4.: Zéakon velkych Ccisel) t. j. vykon&nim velkého pocCtu
pokus(.7) Z uvedeného vysvita, Ze v nalezité determinaci pojmu
,,Stejné mozny“ spocCiva cely problém presne definice poCtu pravde-
podobnosti. Pojem ,,stejné ynoiny* = stejné pravdépodobny'* jest
totiz silné subjektivné zbarven, ponévadz my to jsme, ktefi stejnou
moznost cenime. UvaZovany problém to jasné ukazuje. Definice
mathem. pravdépodobnosti musi ale vzdor tomu, Ze jest kon-
vencionalni, vyzniti objektivné urcCité a jasné. To jest vSak jen



tenkrate mozné, kdyZ ji vybudujeme vyhradné ua zaklade toho,
Co 0 zjevu objektivne vime. Za tim uCelem dluzno pfedevsim
vyhledati veSkeré skuteCné rozdilné eventuality dotyCného zjevu
a pak teprve spocitali pFiznivé. Co to znaCi, hledme objasniti pfi-
kladem.

Urciti jest pravdépodobnost vytazeni bilé koule z osudi, v némZ
nalézaji se 3 bilé a 2 cCerné koule.

Mame 5 kouli, tedy 5 rozdilnych vysledk( prvého tahu:

pfedstavujicich ndm pét jediné a stejné moznych, objektivné
pfesné vytknutych eventualit. Z téch jsou 3 s bilou a 2 s Cernou
kouli a proto jest pravdépodobnost vytdhnout! bilou (na prvy
tah) rovna Tak pojiméana neobsahuje mathem. pravdépo-
dobnost nic subjektivniho, nybrZz zakladad se vyhradné jen na
presné vymezeném objektivnim védéni.

Chaos v definici poCtu pravdépodobnosti povstal tim, Ze
identifikovadn byl pojem antropomorfni pravdépodobnosti s ma-
thematickou, jeZz kromé neStastné voleného jména neméa s prvou
nic spole¢ného.8)
¢ Aby svrchu Zadany rozklad byl uskuteCnitelny a to v toliko
jediny a urcity zplsob, musi eventuality vyhovovati uréitym
postulatim.

Od eventualit Zadame proto, abv byly:

1. stejné moznéy

2. vzdy mozney

3. jediné mozne a \Xxméa

4. spocitatelné d(terminované,

t. j., aby tyZ soubor pfi¢in a modalit mohl stejné snadno kdykoli
vyvolati kteroukoli eventualitu a kromé nich Zzadnou jinou, a
dale, aby ony byly spoCitatelné rozliditelny a od sebe neodvislé.
\ Vyhovéti uvedenym postulatim neni vzdy vSak snadné, tak-
Ze i nejveétSi mathematikové*) nejsou prosti vytek v tomto sméru.
Ov8em chyby, jeZ ucinili, nejsou obycejné chyby.

Chceme-li se proto uvarovati nespravnosti, musime zjevy
rozloziti v elementarne eventuality, t. j. tak, aby jiny rozklad
byl vibec nemozny. Teprve kdyZz takovy rozklad jest uskutec-

*) Viz Czuberovu kritiku problému tfi skfinek, feSeného Bertrandem
a Poincaréem nespravné; ve spise citovaném na etr. s.
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nén, moliou se plné uplatniti vzorce mathematické pravdeé-
podobnosti.

Z toho co uvedeno, plyne zaroven, Ze mathematicka pravdeé-
podobnost, jak my ji pojimame, zaloZena jest vZdy na deter-
minovaném a objektivnim védéni, nebot abychom ji mohli vy-
Cisliti, musime eventuality skute¢né sestrojiti a spocitati. V tomto
pojeti nemohou vypocty mathem. pravdépodobnosti nic ztratit
na cené ani v tom pfipadé, kdybychom skute¢nost mohli pfesné
predurciti.

PocCet pravdépodobnosti, aplikujeme nékdy, ovsem ale j.en
v prenesené plsobnosti, na prognosy zjevl, jejichz eventuality
nejsou .uvedenym zplsobem “pocitatelny a zejména na zjevy,
u kterych pficiny jsou jen CasteCné znamy. Podle pfesné theorie
vypocitané hodnoty pravdépodobnosti budou pak ovSem jen vice
méné prfiléhavou, ale vzdy lepsi aproximaci, neZz kdybychom
pocet pravdépodobnosti vibec neaplikovali. Tak jako pfi roz-
umovani o transcendentnu n&m nepfistupném uZivame logiky
platné vlastné jen pro konkrétno, mizeme mathematické pravdé-
podobnosti uziti nékdy i tam, kde jsou vlastné jiz prekroCeny
hranice jeji plsobnosti.*)

Historicky byl pojem mathem. pravdépodobnosti plvodné
formulovan jinak,9) a sice t. zv. chanci (mensura sortis).

Pfedstavme si hru o jedné vyhfe v a nTosechl PFi spravedlivé
hie bez zisku bude cena losu

a ponévadz jest pro vSechny losy pravdépodobnost vyhry stejna,
bude i nadéje vyhry Cili chance pro vSechny losy taz a hodnota

1 \Y
n

jeji mirou. Kdyby hra¢ zakoupil m losl, byla by ovsem i jeho
nadéje m-kraté vétsi a sice

(i) = (¥)'m

*) Viz Czuber: Jahresbericht d. D. M. V. 1899. Str. 133. H. Bruns:
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und KollektivmaBlehre 1906. Str. 84.



Ryzi zlomek — * mé&fi tak chanci vyliry. Ta rovna se jistitCs
kdyZz hra¢ zakoupi veSkeré losy. Bude pak th= n a
tn Q‘;f %11

— Xe FICC L
> n hgirveRiP

Nema-li hra¢ zadny los, bude m — 0 a tedy

m - o.

n

8 2. Algorithmus symbolu ().

Abychom se mohli v kazdém pfipadé vyjadrfiti co nejurCitéji
a nejpfehlednéji, zavadime nasledujici symboliku. Oznacime:
1. mathematickou pravdépodobnost objeveni se faktu A sym-
bolem
« o
_ (A)
pfi Cemz teCkované zévorky majT podobny vyznam jako
(odmocnina) nebo J* (integral);
2. mathem. pravdépodobnost objeveni se bud faktu A neb
faktu B symbolem

{A, B);

3. mathem. pravdépodobnost objeveni se jak faktu A tak
i faktu B symbolem
(AB)
(bez Carky mezi A a B);
4. zavisi-li pravdépodobnost objeveni se faktu A na existenci

faktu B, oznaCime pak ,mathem. pravdépodobnost objeveni se
faktu A za predpokladu existence faktu B*“ symbolem

Hlty

Pro takto zavedenou symboliku sestavime si v nésledujicim
na podkladé vhodné volenych ptiklad( pocetni algorithmus, Héry
ovéem — ponévadi se jedna o uzitou mathematiku — nemile miti
povahu formalnych zakon(, nybrl jest pouze jakymsi druhem
vyS8si stenografie, podobné jako symbolika kalkulu logického.

Algorithmus stanovici pravidla pocitani se symbolem ()
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obsazen jgst ve dvou vétach: ve vété o sCitani a vété o nasobeni
symbolu ().

A.) Veéta o sCitani symbolu ().

UvaZzujme jednoduchy pfiklad: Vrhame-li kostkou, jest podle
definice mathematicka pravdépodobnost vrhnouti

éislo 3 rovna i, tedy (},):: i,

Cislo 5 rovna I, tedy (5) = £
a pravdépodobnost vrhnouti Cislo

bud 3 neb 5 jest rovna f, tedy 23, 5).=
Ale ponévadz
t=i+4
mlZeme t; tomto pfipadé psati
@ #H=0+ @

Aplikujeme-li analogické UGvahy na rlzné podobné zjevy, do-
spéjeme indukci k zavéru, ktery vyslovime vSeobecnou vétou:

Uu , B=(A)+(B) (IV.)
Roz§ifime-li tyto Gvahy na vice zjevi A, B, C, ..., obdrZime
podobné

(A) +\B) +Cj+ ... = (A, B,
a naopak
(A, B, C9..)= (A)+ \E) + (C) + e (IV')

Prva z poslednich vét definuje addi¢ni theorém symbolu ().
Druha véta, forméalné se od prvé neliSici, jest zakladni vétou
aplikace a lze ji vysloviti takto:

Mathematicka pravdépodobnost Ze pfi urCitém pokusu objevi
se jeden ze vidy a stejné moZnych zjevu

a sice bud A neb B neb C ... atd. rovna se souctu mathematickych
pravdépodobnosti jednotlivych zjevl o sobé uvazovanych.

B) Véta o nasobeni symbolu ().

Méjinez dvé osudi, ze kterych jedno ai obsahuje 5 bilych a 3
cerné, druhé 4 bilé a 4 Cerné koule. Vytdhneme z obou po jedné
kouli. Jak& je pravdépodobnost, Ze obé vytazené koule budou bilé?
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%
Pocet pfiznivych pfipadl jest zde 5x 4, nebot kazdou bilou
kouli z jednoho osudi lze pfifadili ke kazdé bilé z druhého osudi.
Pocet vSech moznych p¥ipadl jest 8 x 8, nebot v kazdém osudi
mame po s koulich. Oznaéme vytahnuti bilé koule z prvého osudi
pismenou A a z druhého pismenou B, pak jest podle definice
math. pravdépodobnosti

( } 8x8~ 8 '8
Pravdépodobnost vytahnouti z prvého osudi kouli bilou jest vak
(A) = i a podobné math. pravdépodobnost vytahnouti z dru-

hého osudi bilou kouli (B) = £. Bude proto

(AB) = (A) NE ) oo (V.)

Tato véta plati jen za predpokladu vzajemné nezavislosti obou
jevd.

Pozdéji (viz st-r. 17) dokazeme, Ze podminkou toho jest exi-
stence rovnice

(.A B)“(non A non B). = (A non B)"(non A B)T
VSeobecné lze psati:]
[ABC ..)= (A) (B) (C), e, (V.)

Véta ta urluje tak zvany multiplikaCni theorém symbolu *)
a slovné zni takto:

Mathem. pravdépodobnost, ze jak A tak B i C ... . Cili jinak
feCeno: ze A, B, C, se zaroven vyskytnou, rovna se soucinu
vSech jednotlivych uvazovanych pravdépodobnosti.

Z veéty (V.) plyne pro A =B = C=

AY) = (AY5) (V1)

Cili «vyjadfeno slovy: Pravdépodobnost vyskytnuti se v n dé&jich
faktu A, n-krate po sobé, rovna se n-té mocniné jednoduché pravdeé-
podobnosti faktu A.

Symbol AW C(te se y,A opakovano n-kratel\ nebot povstal

z rovnice (V') tim, Ze polozeno B—C= .. .= A.
Na pf. Pravdépodobnost vrhu cisla 3 kostkou Sestibokou
rovna se Pravdépodobnost vrhnouti cislo 3 dvakrate za

sebou jest rovna (£)2 = N atd.
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\ G) Zavislé pravdépodobnosti.

VesSkeré pfedchazejici véty plati pro uplné na sobé nezavislé
pravdépodobnosti. Casto se v3ak stava, Ze pravdépodobnosti
vykazuji mezi sebou urcité zavislosti, takZze vyskytnuti se faktu A
ma urcCity vliv na pravdépodobnost druhého faktu B. Potom
mluvime o zavislych pravdépodobnostech. Zavislost jedné pravdé-
podobnosti na druhé uplatni se zejména tenkrate, kdyz na pfF.
po vyskytnuti se faktu A se ptame po pravdépodobnosti jiného
s nim souvisejiciho faktu B. Abychom uvedli drasticky pfiklad,
pfedstavme si, Ze existence faktu A vyluCuje existenci faktu B.
Stal-li se fakt  skutkem, potom pravdépodobnost faktu B bude
oCividné rovna nule. To oznaCime symbolicky

(Zej - \9/A) = o,
kdez Carka nad AB v symbolu (AB) znaci zavislé pravdépodob-
nosti. Naopak, kdyby existence faktu B byla vZdy vazana na
existenci faktu A, pak po vyskytnuti se faktu A platila by
rovnice

o o (AB) = (B/Aj» 1.

Jest-li zavislost B na A spocitatelné urCena, nebude nesnadné
stanoviti i numerickou hodnotu symbolu zavislé pravdépodob-
nosti. K jejimu odvozeni uZzijeme opétné konkrétniho pfikladu.

osudi necht jest:

ax bilych kouli znamenanych Cislem i,

a2 bilych kouli znamenanych cislem 2,

Cernych kouli znamenanych ¢islem 1 a N
b2 Cernych kouli znamenani/ch Cislem 2. '

° *
Jaké/ jest pravdépodobnost (Aé) vytahnouti kouli" bilou zname-
nanou cCislem 11 Podle definice jest oCividné

* * a*

(R paos Ty p2?
dale pravdépodobnost vytahnouti bilou bez ohledu na ocislovani
I’*

+ a’3~+ bx+'b2+

a konecné pravdépodobnost vytahnouti z bilych kouli (fakt A)
kouli znamenanou Cislem 1 (fakt B)
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Ponévadz jest identicky

al ax -f fl ai

al + a2+ & + h al + a2 + \ \ al + az
bude i

JAB) = (A) (b/A). e, (VIL.)

Vétu til lze vvsloviti takto:

Mathem. pravdépodobnost objeveni se faktu A i B zaroven, rovna
se pfi zavislych pravdépodobnostech soudinu z pravdépodobnosti
faktu A a déle pravdépodobnosti faktu B, kteroulto posledni nutno
vSak vypoéitati za predpokladu objeveni se faktu A.

Od dvou zjevl A>B snadno pfejdeme ke tfem A,Bfi nasledu-
jicim postupem: poloZime li v rovnici (VII.) na misto A dvojici AB
a na misto B novy fakt C, jest:

(IBO) = (JB) \GfAB)

|/

a ponévadz
— (4)
jest konecCné
\:iB)) = Ui
V8eobecné lze psati:
(AfiCD ....) = (A (b/A)...(VIIL)

Priklad:

V osudi necht jest @ bilych kouli a b ¢ernych kouli. Jaka jest
pravdépodobnost vytahnouti v tfech po sobé jdoucich tazich napfed:
2 Dbilé a potom jednu Cernouy kdyi vytaiené koule nevkladame zpét
cfo osudi?

BudiZz a + ¢ = n; mame néasledujici akty:

e « d

1. vytdhnouti bilou kouli o pravdépodobnosti (A) = re

2. vytdhnouti bilou, kdyZ jiz bila koule bvla vytazena,
0 pravdépodobnosti (fyA) = e T :

3. vytahnouti ¢ernou za predpokladu aktl 1. a 2. o pravdé-

podobnosti (CfABj =
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poSitame-li podlo vzorce vySe uvedeného, obdrzime
ABC - TA| = -~
( ) re Jn n—1 n—>

Pfedchazejici uvahy doplnime jeSté takto:*)
Pfedpokladejme, Ze v jistém problému

v a pfipadech vyskytne se A aif,

V 6 ,, . , A anon B>
v C ” " non A a
v d . . ., hon.4 anon /?

pak jest vyraz (a -fb + ¢ + d) potem moznych pfipadd a plati
podle definice
a+b

a \b+ c + ~d:
_ a-l-C
“a+b  jd

a+b+ec

A3 bsctd

a
a+db+c+d’
a
a-fc

(AlnonB)= bbd,

u)-

(8)

fl+o

(-B/now A) .
c+a
UvaZzujme nyni nésledujici zvlastni pfipady:
1. Nemlze*li se A s B vyskytnouti zaroven, jest zajisté

= o0
a tedv
[ ] [ ] b

(/I*= b+c+ 4"

*) Poincaré: Calcul des probabilités, Pafiz 1896. str. 12.



1’ b+ C+d
procez
\A, B)= (Aj +
a to jest véta (1V.)
2. A a B jsou od sebe neodvislé/, kdyZ existence neb neexistence

faktu B nema na existenci faktu A Zadny vliv, takZe jest

(A/B) — \A/non B)y
Cili
a b
d-\c b fd
coZ lze téZ pséti:
1

7c"
a b

To jest obecné jen telidy mozno, kdyz

d
a b
pak bude vSak také vzdy

(Bji4) = \BJnon A),
Za téchto predpokladll jest dale

(A)I 'B)=(@ + &(« + ca-+ + )

~(a+b+c~+d)-~ (+ +c+ &)1
G o &d d - (am
(@+ b+ c+d)2 a+b+c+d AB)

Véta:
(AB) = (A) (B)
jest proto podminéna nezavislosti A na B, to znaci: rovnici
ad = bc,
jiZz lze psati i takto:
(A B\ (non A non B) = (A non B) \tton A B).

Tim dokazéana jest i dfive jiz uvedend podminécné rovnice.

Konecné jest

[AB)=\A)(B/A) = \Bj(A/B),
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ovSem jen pokud A i B jsou od sebe neodvislé; jinak jest

"(A)IB/A)YM(B){A/B).

PFiklad.

V osudi budil (a + J) bilych a b Cernych, celkem n kouli gislo-
vanych takto: od 1 do (a + 1) bilé a od (a + 2) do n Cerné. Jest
vy'pocisti  mathematickou pravdépodobnost, ze vytahneme kouli
bilou, oznaCenou cCislem sudym; n bud sudé, stejné a.

PocCet bilych kouli znamenanych sudym cislem jest — . Pravdé-

podobnost vytahnouti bilou kouli oznatenou sudym Cislem rovnéa
se soucCinu z pravdépodobnosti vytahnouti bilou kouli t. j.

a+ 1
n

s pravdépodobnost' vytahnouti kouli se sudym Ccislem, t. j.

1

2

Hledana pravdépodobnost P jest proto
n _|_| X e oo

L PEl--xL o= {aB)=(A)(B)

Pravdépodobnost tu mlzeme ale vycislit! pfimo z definice:

o . .
jestt o bilych kouli znamenanych sudym cCislem mezi n koulemi,

¢imz obdrzime

= Zn = n a4l = trt - U)y(v):

Vysledky se lisi. Posledni rovnice plyne pfimo z definice, musi
byti proto spravna. Prva je nespravnou zjevy nejsou od sebe
nezavislé, nebot zda ta neb ona koule obdrzi sude neb liché
Cislo, to zavisi na poctu kouli n. V uvaZovaném pfipadé neni
vyhovéno podmince

B) (non A nonB) - —(A non B) (non A £),
o ¢emZ se nejndzoméji presvédCime pfikladem pro = 4, 3

(0] (0] (0] (@) (0] » » #
1 2 3 4 5 6 7 8



z kterého plvne

. 1 1 3 1 -
(A B) (non A non B)= 4 < —-. 4 (A nonB) (non A B).
8 8
f
Za to priklad a= s,b= 2, vyhovuje podmince a dava proto
stejné pravdépodobnosti.

§ 3. Priklady. ~» of

Pfiklad 1. <A\

Mathem. pravdépodobnost, Ze pfi vrhu kostky nepadne urcité
Cislo na pf. s, jest t\
q—@ = |-y 0,83 .

- 1 - re t -
a ge zjev “nastane p%fl drnhcm, tiQiiu<ftt-d. jest
(f = 069, 3= 0*58, ~== 0-48,...

Z toho soudime, Ze lze spravdépodobnosti £ oCekavati, Ze urcité
Cislo (na pf. &) se béhem ¢&tyf tah( objevi. Hra 1:1 na Ctyfi po
sobé jdouci tahy jest v ddsledku toho spravedlivou hrou.

* PFiklad 2.

mnoholetych pozorovani jest pravdépodobnou meteoro-
logickych prognos pro teplotu pv oblacnost p2 a vetry pz okrouhle
80%, pro srazky ps jen 66% . M4 se urciti pravdépodobnost, ze
urcita pfedpovéd se pro vSechny Ctyfi elementy splni. Zde méame

80 4 66 2 %
1 Pi — Ps— igq” .5 "Vi— iQo= 3 -

slozena pravdépodobnost jest proto

i v 2 128 I
\ Ih V-1hVlI~ V5% 'T ~ 375 ~ 3

Theoreticky tedy velmi mald; neni tovsak dokladem znédmého
vtipu, Ze ,,meteorologické prognosy jsou proroctvim, které se
zpravidla nevyplni“, nebot poCet pravdépodobnosti neni zde
jednoduSe applikabilis. Pravdépodobnosti pv p2 p3, psz nejsou
totiz na sobé nezavislé, jak to algorithmus pocCtu pravdépodob-
nosti Zada, aby mohl byti aplikovan, teplota souvisi na pf. s oblac-
nosti atd.



v Pfiklad 3.

Jakdé jist pravdépodobnost, ze urcité Cislo na pf. 7 v90-tiCiselné
loterii vyjde v prvni, druhé, treti> Ctvrté, paté ,kouli* (t. j. jako
1, 2, 3, 4, 5-té v tahu). Podle definice jest:

oo 1 o0 1
M= Ww A 87"’
N 8~"89"’ = "ge**
I»= W ’

Z Cehoz vSak nesmime odvoditi, Zze by byla pravdépodobnost
vyjiti ¢. 7 v libcvolne kouli

™ ¥ N~ ¥ 4+ -0 +7M-4+-2-0*056...,

nebot na pf. (7)2 bude rovno Eé jen tehdy, kdyz 7v prv/é kouli
nebylo taZzeno. Pfed tuhém jest to jenom hvpothesa s pravdé-

89 1 o o .1 )
podobnosti — -=1 — . Také (7)s bude se rovnati jen

u 9.* ' 88
tehdy, vime li, Ze 7 ani v prvé ani v druhé kouli nebylo taZeno.

Spravné jes proto podle ti eorému multiplikaéniho

@ rzL i -
1 IK ¢ 89 90 -’
nebot (7)> sklada se ze dv( u pravdépodobnosti:

a) 7 nebude tazeno v kouli prvni,
b) z pravdépodobnosti vytdhnouti ,7“ z 89 Cisel, stejnou
Uvahou obd.ZlInic
o 89 88 1 1

I 0 m89 * ss 90" aU*

a tudiz
B= P omiy 3op 2 i *= (%055 . . .
YA 90 90 90 90 90 18
Pfiklad 4.
Jaka jest pravdépodobnost dvéma kostkami 1. vrhnouti

urcity pocCet ok.



Pocet vSech moznych vrhll jest ¢ .6 = 36, nebot kazdé fislo
jedné kostky muze se objeviti s kazdym c¢islem kostky drnhé.
Pocet pfFiznivych pfipadd podéava nésledujici sestaveni:

I, 1L 2%, I b, 0 1,0 L0 L IL L IL
I <+, i
2 141 i
' 7y'
3 122 +1 2
4 1+3 2+23+1 3
r
#5 2+3 3+2 ) 4
1+4 + 1
6 1+4+5 2+ 43+34+2 5+1 5
J
7 1+6 2+58B3+-i4+3 5+26+1 6 *
r 1 ]
8 2+63+54+4 5+3 6+ 2 5
9 3+6 4+5 5+ 46+3 4
i - - k
10 4+65+5 6 +4 | 3
j | - ;
11 S+ 66+ 5 2
12 j6+6 1-
1

Jest proto na pf.

s oo 2 i
L(“ ) — 8 -* 18

pitklad jest zajimavy tim, e Leibniz® klade (11) =

36
povazoval totiZ oba soucty 5 + ¢ a 6 + 5 za totozne. Jak. Ber-

*} Dissprtacio de arte combin&torm 16(>6.



noulli poznamenava, Ze Cisla vSech moZnych pfipadtir Ize pfed-
stavili koefficienty rozvoje:

(X + X2+ X3+ Xa+ X5 + Xe)2=
X2+ 2X3+ 3Xa+ 4Xs + 5X6 + 6 X7 +5X8 + 4Xo+ 3Xw0+ 2Xn + X1

Podle této poznadmky lze problém snadno FcSiti i pro vice Kkostek.
Pro tfi kostky obdrzime

(X + X2+ X3+ x4+ X6 + X33 =
X3+ 3X4+ 6Xs + 10XxX6 + 15 X7 + 21 X8 + 25 X9 + 27 X0 +
+ 27 X11 + 25 X122 +21 X113 + 15X + 10 X15 + 6 X6 + 3 X17 + X8

a z toho na pfr.

o ) 25 20
©@=02)= s xgxg = .

Pfiklad tfech kostek jest historicky zajimavy tim, Ze jest
jednim z prvych historicky znamych problém( podétu pravdé-
podobnosti. Jisty hral pozoroval totiz, Ze pfi hie tfemi kostkami
Castéji 11 pada neZz 12, 10 nez 9 a prosil tialihiho o vysvétleni,
jez mu i zcela spravné bylo dano. Nejnizsi Cisla 3 a 18, ktera pfFi
uvedené hfe jsou vibec mozna, nazyvaji se v komentafi k Daniea
,Divina Comedia“ z r. 1477 ,azari“ podle arabského ,asar 4
t. j. téZky, ze kterého povstalo*'asi francouzské slovo ,,hasard“.

PFiklad 5.

Mépnez dvé A a L. osudi, v prvém at’ jsou 3 bilé a 4 gerné, v druhém
/ bilé a 3 Cerné. Z jednoho, kteréhokoliv, vytahneme kouli; jaka
jest mathem. pravdCpodobnosi, ze vytdhneme bilou?

Zde by se zdalo, Ze by bylo moZné usuzovani nasledujici.
Mathematickd pravdépodobnost vytdhnouti z prvniho osudi
bilou kouli jest 37, z druhého 47 a ponévadz bud z jednoho
nebo druhého kouli vytdhneme, moZno psati:

(b —(4) +(/*)=® + [ = 1(p

coz jest evidentné nespravneé. Podle zdravého rozumu bychom
totiz ocCekavali vzhledem k stejnému pocCtu bilych a cCernych
kouli v obou nadobéach

(O) =

Presnéjsi analysa faktu to i dotvrzuje. Akt vytazeni bilé koule C
neni zde jednoduchym aktem, nybrz sklada se ze dvou



a) volby nadoby, bud A neb B s pravdépodobnosti
ce - 0
(A)=(£)=1t ,

f3) tahu bilé koule jpo volbé nadoby, t. j.
r* a i
bud félA) = — aneb IpIB) = — .

Mathem.pravdépodobnost vytahnuti bilé z osudi A jest proto

(A) (C/A)= — .y azosudi B.... (B)(C/B)=-1.-1
/\I
a ponévadZ bud jedno neb druhé musi nastati, jest i

©) = (4)Ch) |

Projednejme tyZ pfiklad za méalo zménénych okolnosti.

PFiklad 6.

Osudi rozdéleno jest sténou ve dva dily A a B. V jednom
jest  bilych a b} €ernych kouli, v druhém a2bilych a b2 ¢ernych.

Pravdépodobnost vytdhnouti bilou jest podle predeslého
pfikladu

kaf = L iII, a\++ _.az _\‘
2

ZruSime-li sténu, bude v osudi ax + a2 bilych kouli a pravdé-
podobnost vytahnouti kouli bilou jest proto potom

ST+ *e
al] ‘h a2 “h ~2
Vyhledejme nyni rozdil, obdrzime
(o' _ (aj= NrMN—a2+ y [d—«

2 [at + sj] [az + 6 [a, + a2 + 5, + Bf]

Jmenovatel jest vZzdy kladny, Citatel jest bud kladny neb zdporny
podle toho, jsou-li Cinitelé [ax+ b}—a2 + a [axb2— a2fe)]
stejneho znameni neb ne, a rovny nule pro + bt= a2 + b2
nebo aj b2—s,a2—o.



V prfipadé rovnosti, t. j. kdyZz v obou oddilech jest stejny
poCet kouli, jest sténa bez vyznamu, coZ jest ostatné evidentni,
jinak v8ak nikoliv. Jsou tudiz vysledky poctu pravdepodobnosti
vesliodé s logickym rozumovanim.

Oba predeSlé pfFiklady jsou ilustraci kombinovaného vzorce,
ktery symbolicky oznacme takto

(O = (A) (CIA)+ (C/B),

kdez _

(C)_znaci mathem. pravdépodobnost vytahnouti kouli bilou,

(A), (B) znaci mathem. pravdépodobnost volby osudi A, B,

\pjA) znaCi mathem. pravdépodobnost vytahnouti bilou kouli
po volbé osudi A a podobné (C/B).

Jesté slozitéjsi jest nasledujici pfFiklad.

Pfiklad 7. -V

Méjme dvé osudi /., IL obsahujici bilé v poCtu a, a a Cerné
koule v poCtu b, b'. Vytdhneme z jednoho kouli a vloZzime ji> aniz
bychom se na ni podivali, do osudi druhého. Jaka jest pravdé-
podobnost vytahnouti nyni z druhého kouli bilou.

Po vytaZzeni prvé koule a jejim vloZzeni do druhého osudi
mame nésledujici eventuality.

Stav po vloZeni Pravdépodobnost
vytadhnuté koule clgdrahého osadi vytazeni bilé koule

Bil4 koule vytaZzena z I. a vloZena

1 “do IL 0 ° a +JL:
1 l. I. W,; 2' 0o+ ’a'+ 1
a—z1,b a'+ 1,8
Cerna koule vytazena z I. a vlo-
0 Zena do 1. I\ & a
l. IL rYo 2 *a+ 6 V + '+ |
a, 6 - 1 a', bf+ 1

Bil4d koule vytazena z 1. a vloZena

a a+ 1
1. 1. 2 oafb a+ef1
d-- 1.6 u —1.6
'Cerna koule vytazena z Il. a vlo- .
Zena do |. 1 b a

4 I 1. ©0@* 2 'a' +ba+ s+ 1

0,6 + 1 avbh - 1
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Zde zjev jest v prvém pfipadé tento:

O e pravdépodobnost volby osudi akt A,
L ) , L .

~a~+b ....... pravdépodobnost vytahnouti bilou kouli ze zvo-

leného osudi  ceeeieeeeeie e akt B,

al  » e pravdépodobnost vytahnouti bilou kouli po

vloZeni koule do druhého osudi . . . . akt C.

TudiZz mathem. pravdépodobnost pro eventualitu 1
"\
-(0)t = (ABC) =U) \BU)
tedy —

« a + 1

[

tO;l«Z .’p : a +br .a + 6+
PonévadZzvSechny Ctyfi eventuality jsou stejné moZzné a jedna
z nich a tobud1. neb 2. neb 3. neb 4. musi nastati, jesthledana
pravdépodobnost”®

to: -(o\ +(o0j2 +(o'3 +(0)4 /

ITfiklad 8 )M -

V osudi ]: a bilych a b cemych kouli; jak velkd jest pravdé-
podobnost> ze ve tfech tazich vytaZena bude koule bila, kdyZ vy-
taZzené koule neklademe zpét do osudi.

Eventuality analysujeme nasledujicim grafikonem (obr. 1.):

Vychézejice od bodu O vZdy jen od levé k pravé, dospivame
k boddm A BC D rlznymi moznymi cestami. Tim vypoéteny
jsou vsechny mozné eventuality pro n = 3, které snadno roz-
Sifenim grafikonu zevSeobecnime pro pfipad n = 4, atd. Pro
n = 3 mame celkem 23 = s eventualit (vSeobecné 2n eventualit),
jichZ pocCet lze analyticky obdrZeti i rozndsobenim symbolu

,0 4-#; (O 4-#) (O 4-#) -
000 4 00# + OO + OO0 + O## + 60# + #60 4 66 #.

Pravdépodobnosti jednotlivych pfipadd pfi oznadeni a + b='s
jsou nasledujici
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a a—1 a- -2 - a b 6 — 1
8§ s—1 8—29 W= ¢ s s_2
a a—1 b A - _ b a 6 — 1
s S—1 Ss—2°’ LT s s—; 8 -8
a b a—1 b e— 1 a
s Y—i T—r° Wig 5,  g—2
b a a—1 — _ b 6 — 1 1— 2
(P) = S s— | Y— 2" Lo S S—1 s— 2

PF¥i tom znaCi Pv Ze se jednd o vytdhnuti tfi bilych kouli,
tedy prvy pfipad shora dold na obr. 1. Podobné P2 druhy
pfipad (dvé bilé po sobé a na konec Cernou) atd.

Pravdépodobnost vytahnouti jednou bilou kouli b&hem tfi
tahl jest

\Pisi= (Pl + (P6)t W) = 3K ) = 3(P6 = 3 (P,
pravdépodobnost vytdhnouti dvé bilé koule béhem tfi tahl jest

(Prs)= (PJ +h) +W = 3(Pj= 3(P3= 3(P4
a konecné pravdépodobnost vytdhnouti tfi bilé koule

Vypocty, jak vidno, stavaji se brzy slozitymi. VSeobecny
problém lze formulovati nasledovné:
Zjev A lze v s po sobé nasledujicich pokusech oCekavali s pravdé-
podobnostmi pv p2 ...... p9; zjev /ion .4 s pravdépodobnostmi
coee kde

1, 1= 1,2,...5
«/esE vySetfiii pravdépodobnost (A)a, ze zjev A se v s pokusech
objevi a-kraté.
Podle analogie pfedeSlého pfipadu vytvofime si vyrazem
(PI+ ?2I) (P> + ?») (p« + 7)
vSechny moZzné kombinace
Pl Pi eeee7a?a+l ?a+2........... %

vyskytnuti se zjevu A celkem a-krate béhem s pokusd.
Takovych ¢lend mame celkem
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Jich soucet jest hledanou pravdépodobnosti pro vyskytnuti
se zjevu A celkem a-krate, t. j. ne vice a ne mené neZ a-krate v s
pokusech.

Jinak lze TeSiti uvedeny problém nasledujicim zpdsobem:

Rozvinme soucCin

(Pi A+ 2ii (P2* + ?2) ........... (Pi*+ 7)
v fadu mocninovou podle A potom obdrzime

(A)0 + A(A), + 2 (A)2+ oo, + A (Aa+ ...+ K(4),

kde koefiicient u AR t. j. (™)a jest hledanou pravdépodobnosti.
Poznamka.
Soucin
(fia + 2) (p2A+ 02 (p, A+ ?)

nazyva se podle Laplacea vytvofujici funkci (Erzeugende Funk-
tion, fonction génératrice).

Priklad 9.

PFi obyCejné hfe v karty o 32 kartach dobfe promichanych vy-
tasena byla n-krat po sobe karta. Jaka jest pravdépodobnost, ze
to byla vidy figura v pfipadé

a) kdyz karta vytazena byla opétvlozena mezi ostatni,

i) kdy?Z karta vytaiena byla odloZena?

Rozumi se, Ze tfeba karty pfed kazdym tahem néaleZité pro-
michati, aby udrZen byl tyZ status quo pfed kazdym novym
pokusem.

Uvazujme nejprve pfipad a). Ve hfe jest 32 karet a mezi
nimi 12 figur, proto jest

AVARR 12 3
a pravdépodobnost vytahnouti pfi n-tazich vzdy figuru je rovna

(i-)"
PFfistupme nyni k pfipadu s). PonévadZ zde se modality méni,
je  mathematickd pravdépodobnost vytahnouti figuru pfi

prvém tahu
12

“1-8 T
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pfi druhém

11
= . atd.
(2) 3i y

tudiz na pf. pravdépodobnost vytahnouti 3 figury po sobé je
rovna
12 11 10

32 31 30

Nazorny pfehled podava grafikon (obr. 2).
Pravdepodobnosti odpovidajici jednotlivym bodim jsou

12 11 10

32 '31 " 30

12 11 20 .

32 “ 31 “ 30 e,
12 20_ 11

32 31 *30 e

12 20 19 /I
32 ' 31 30 . C

20 12 11

32 7 31" 30 e

20 12 19

32 ¢ 31" 30 i

20 19 12 CVI
32 ' 31'30

2° 1918

32 " 31 '30 “ - %

Cisla 32, 31, 30, 29 zna&i polet karet, pomoci kterého Ize
snadno a rychle vyhledali pravdépodobnost nejakého zjevu.
Na pf. k bodu C'" dojdeme z bodu O cestou pfes A, Bf; v bodé A
mame 31, v L 30 a v bodé C\29 karet. Bod A znali vytaZeni

figury, na pficce OA znali &islo 12 pocet figur pfed faktem A
a na svislych Useckach ¢isla 32, 31, 30, 29 znaci pocet karet vibec.
PFislusny zlomek k bodu A jest N bodu Br -jo a zlomek
k bodu C' podobné Nasobenim vsech hodnot zlomk( pfFi-
slusnych ke vSem bodlm, pfes které dospivame z bodu O do
bodu C"7 obdrzime pravdépodobnost vytahnuti po prve figury
a v obou nasledujicich jine karty nez figury. Z grafikonu plyne
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bezprostifedné, ze lze body Bfa B" identifikovati, éimz obdrzme
schéma, které uvadime ihned vSeobecné:

Z bodu O do bodu A *nebo D vede pouze jedna cesta a to:
Vi P2 Vz resP- k bodim B a C vedou celkem t¥i cesty
a tak na pf. k bodu B (jak je na obr. 3. naznaCeno) lze do-
spCti takto:

P\ Vi 2> Vi 22 Ps a ?i V*Vy
Plati proto (mera

{A) :(B) \C):\I>) = 1:3: 3:1. =

RozSifime-li schéma, pfesvédCime se, Ze pro jednotlivé koncové

body pocet moznych cest dan jest koefficienty rozvoje
1+1)4=1 +4 +6 +4 +1
a vSeobecné rozvoje
a+ >

UvaZovany grafikon, jenZz jest zaroven grafikonem véty
Bernoulliho, o které bude jednano v nasledujicim odstavci, vy-
svétluje s hlediska poc¢tu pravdépodobnosti vykonnost tak zva-
ného GaUon-Kapteynovald) aparatu, jehoz prlfez znazornén
jest na obr. 4. PFistroj jest opatfen svrchu nalevkovitym otvorem,
proti némuZ postaven jest vrcholem maly kuZelik a ostatni ku-
Zeliky jsou pravidelné rozestaveny co mozna nejpfesnéji kol osy
nadoby tak, Ze tvofi kuZel. Otvorem vpoustime do n&doby ku-
licky, jez volime z dlvod( zcela zfejmych co nejméné pruzné.
Na dné nadoby jsou soustfedéné pfFihradky, v nichZz nastane
seskupeni kuli¢ek odpovidajici rozvoji (1 + I)w Pokus ten chara-
Kterisuje pfipad p= g U pfistroje zndzornéného na obr. 5, jenz
nam demonstruje pfipad p > < kuzeliky jsou o rdznych zéaklad-
nach, jimz jest pfizplsobena ovSsem i S§ifka pfihradek.-Obrys
prifezu seskupeni kuliek v prFihradkach poskytuje v prvém
pfipadé kfivku Gaussovou a v druhém asymetrické kfivky, t. zv.
kFivky Pearsonovy, o nichZ bude pojednano ve statistice.

Pfiklad 10.
A Zminci nalézajicich se v osudi vytdhneme nazdafbdh jistou
Cast; jest ur€ili pravdépodobnost, ie w/taZen sudy neb lichy pocet
minci. /

Budiz

axpocet vSech pfipadd, kdy vytazen byl sudy a

bxpocCet vSech pripadd, kdy vytaZzen byl lichy pocet minci,
pfi ¢emz x znaCi neznamy pocCet vytazenych minci.



Abychom ax a bMstanovili, mysleme si Cislo x zvétSené o 1,
takZze ax prejde v ax+x a podobné bx v bx+x. Jest potom
rx+l = Ty 1.

nebot ax+x sklada se pfedevS§im z poctu ax pFislusného k £ mincim
a dale z bx téhoZ poctu, nebot pfidanim jedné mince k x kazdy
tah ba stava se tahem obsahujicim suda Cisla. Dale jest analogicky
fyf+i ==bx + -F + (2.t
nebot pfidana mincem(zZe byti také sama taZena a tim zvétSuje
pocet moznych lichych minci.
Z rovnice (1.) plyne

A=<t —(x Ix

A2(ix = A bx,

kdez A jest operacnim symbolem differenci. Podobné skyta (Z.)
rOvnice

a tedy

Abx = ax -4-1,
takZze obdrzime differen¢ni rovnici
J 2ax = ax a-1,
kterou jest integrovati. Ex definitione symbolu A 2 jest

A“lx dx+2  E=Qstl 'tAx= ‘171
tedy
&x+2 = 2 ax+l + 1
a proto tez
= 2 af -f 1.

Posledni rovnici piSme ve tvaru
ax+1 —ax ~ ax -f1

a poné/adz ex definitione symbolu A

o ax+l 3¢x ~ "~ (%
je tez
Aax = aXx + 1 . (3.
Této rovnici jest, jak se snadno presvéd¢ime, vyhovéno
partikularnim integralem
a%+ 1= a\
pro ktery obdrzime

4 a,= 0*+ti — = «*(«r" e ZT



To vloZzeno do rovnice (3.), da
«* (a— 1) = a*

coZz jest jen mozno, kdvz a = 2. Bude proto obecny integral
rovnice (3.) zniti
ax + 1=

kdeZ c jest integraCni stala, kterou urime z podminky, Ze pro
X —1, aa —0. Obdrzime

1 =C.2
Cili
~ 1
Ziskame tak
a, = 2*~1—1
Abychom urcili bxpfipomenme si rovnici
bx —o0, = — aa
¢imZ obdrzime
\bg = 2*—2e_1- 2*-1 A\
a tak konecné
. 2*— 1 — 1
(@) =
nz + bg 2« - 1
.. K 2%* X
(b) = .
(tg +\ 2%~

Jest vzdy

0>V
¢ zn. pravdépodobnost vytahnouti lichy poCet minci jest vétSi, nez
pravdépodobnost vytahnouti sudy pocet.

\ Priklad 11. (Cebyseviv)y t
Jest vyhledali mathematickou pravd '.podobnost, ze libovolné
napsany zlomek

A £
7T *>
kde A a B jsou celistyymi Cisly, se kratili. OznaCme

Pl- VV **ePmesees
pravdépodobnosti, Ze uvazovany zlomek nelze kratiti prvocislem

2, d, e»iem », *e,
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pak hledand pravdépodobnost jakoZto sloZzena bude se rovnati
soucinu
n fs p2 ps pm in inf.

Abychom pm stanovili, vyhledejme pfedev§im opacnou pravdeé-
podobnost
<n 1 W

Délime-li libovolné celistvé Cislo prvocislem tn, obdrZzime zbytky

0, 1,

je-li ono Cislo prvocislem tn délitelné, bude zbytek o, to jest vSak
jeden z m pripadl
0,1, 2,!'...m—1

moznych, proto pravdépodobnost, Ze A jest Cislem tn délitelné,
bude se rovnati
i
m
a touz uvahou i_Pro Cislo B dospéjeme ktémuZ vysledku. Pravdé-
J

podobnost, Ze 3 Ize kratiti, dana jest rovnici

11 i
mw?2
a pravdépodobnost, ze nelze, jest
pm= 1-- gm- | -2
jest proto
) e e e N>« .,
tedy vétsi nez Jest tudiz \zdy pravdépodobnéjSim, Ze libo-

volné napsany zlomek = se neda kratiti, neZz opak, Ze se da
kratiti.

Pfiklad 12,7
Jisty pokus muie dati vysledek A s pravdépodobnosti

(Aj = p.



Jaké jest pravdépodobnost, ze pfi n pokusech A vyskytne se
alespon jednou?
Pravdépodobnost, Ze A se pfi n pokusech nevyskytne, jest

gn= (1 — p)n
a pravdépodobnost, ze A pfi n pokusech se vyskytne,
An=1-~=:1-(l-p)n
PolozZzime-li
bude 1
A= i—(i—p*
a odtud
n= - I°g 2

Znaci-li A, Ze pfi vrhu kostkou padne urcité Cislo, bude
= — a n= 3-80...
P 6

Jest tedy pravdépodobno, Ze pfi vrhu kostkou teprve ve Ctyfech
tazicli padne urcité cislo.

§ 4. Zakon velkych ¢isel.

Sestrojili jsme algoritlimus poctu pravdépodobnosti svobodné.
Musime se proto zabyvati nyni otazkou, zda ndmi zavedeny
algorithmus jest i uc€elné volen, t. j. schopen racionelné pravdé-
podobnost méFiti, jinak FeCeno, musime zkoumati do jake miry
vysledky nasich vypoctl shoduji se se skuteénosti.*) Na to od-
povida zkuSenost: Ze kdykoliv pouZijeme algoriihmu poctu pravdé-
podobnosti — za predpokladu jeho aplikabilily — spravné, vidy,
je-li jen pocet pokusd dostatecny, bliiime se ke skutecnosti, takze
se zd4, 'jakoby existovala pfedurfena harmonie mezi theorii a praxi.

Fakt ten nazyva se zakonem velkych Asd a vysvétluje se podle
Poissona**) tim, Ze pfi pokusech mame vzdy dvoji: staly podkiai

*) Srovnej: Czuber 1. 153 (Ill. vydani); Timerding, Analyse
des Zufalls, str. 37 a zvIlasté Poincaré, Science et I' Hyp. 11 Cap. a téhoz
Calcul des prob.

**) Note aur la loi des granda norabres. Comptea Rendus, 1830.

3
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(na pf. osudi naplnéné koulemi urCitého druhu) a neustdle meé-
nici se podminky vysledku pokust. Vysledek pokusl jevi se proto
jako sklad dvou prvki

« + d*,

v némz a znacCi staly a d proménny element. PFfi n pokusech
mame soucCet
na + (d, + dj -}-... + dn),

jenz délen cCislem n skyta

a+ M ..)
n

Kolisaji-li jednotlivé UK kol nuly, bude potom

K.,IM = o. .

Zéakon velkych Ccisel byl a bude jeSté dlouho tvrdym ofiSkem
pro filosofii. Musime se proto spokojit! s konstatovanim, kdy
a kde se uplatiuje. Jej vysvétliti nedovedeme. | fysikalni zdkony
maji stejny charakter, nebot objevuji se ve své ryzosti jen na
podkladu velmi velkého poétu pokusd, pfi nichz ovSem fysik
jest ve vyhodé, nebot mdze uspofadanim experimentu odstraniti
vde, co zakon zatemnuje. Z&kon velkych Cisel Ize ujasniti téz
nasledujicim pfFikladem:

Méjmez osudi,obsahujici 3 bilé a 2 Cerni koule, pak

[ ] ° 3
¢)—5
a eventuality tahu jsou:

@) @) @) . .
1 2 3 4 5

Pfedstavme si, Ze vykonali jsme velmi velky pocet tahd a
sestavme z nich Uplné serie eventualit. BudiZz dale n pocet téchto
sérii a z pocCet kouli, z nichZz Gplné serie sestaviti nelze, obdrzime
celkem

n(30 + 2#) 20 -\-z%
tazenych kouli,kdez0 zna¢i poCet zbyvajicich  bilych .a z%pocet
zbyvajicich €ernych kouli. Pomeér obou jest pak
3N+ z0
’ *

2N+ zt

*) Zavorky [] zde znaCi Gaussliv sumacéni symbol.
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Veli¢ina n roste s poétem tahd. PonévadZ dale dlouhé fady
tahl jen bilych aneb jen ¢ernych kouli povstavaji — jak zkuSenost
u¢i — jen vyjimécné, bude zpravidla

. 3n + 20
lim ,, .
oM {zq + zé 5

jak zékon velkych Cisel pfedpoklada. Z uvedeného plyne také
aposterioristicka definice privlastkd ,stejné moiny“ a ,stejné
pravdépodobny“. Tak nazyvame totiZz ony eventuality, je\ vedou
k zékonu velkych cisel.

K § (> Theorie pokusl opétovanych.

A)<Véta Bernoulliho.*)

Jiz Condo.cet (1785)**) nazval poCet pravdépodobnosti
mathematikou mnohonasobné opétocanych cokusl, theorémy toho
poétu odpovidaji totiz tim Iépe skutec¢nosti, ¢im vétsi pocet pokusl
béfeme v Uvahu. Shoda v pfipadé aplikability jest Casto tak velka,
Zze se dostavdme do pokuSeni prikladati algorithmu vyznam
pfirodniho zakona. Tak na pf¥. theorémy klasické theorie poctu
vyrovnavaciho uplatiiuji se pfi méreni ahli a délek podle mnoho-
nasobné zkuSenosti v té mife, Ze v pfipadé nesouhlasu povaZzu-
jeme meéfeni pfimo za nepfesnd. Takovou viru v opravnénost
Gvah pocCtu pravdépodobnosti dovedla nam vsugerovati zkuSenost.
Za Ucelem vybudovani theorie pokusl opétovanych volime opét
nejjednodussi mozné pripady.

Pfedpokladejme osudi, v némzZ nalézaji se jen bilé a Cerné
koule a oznatme mathematickou pravdépodobnost vytdhnouti
bilou kouli pismenou p, takze

] =L
bude mathematicka pravdépodobnost vytahnouti cCernou kouli.

1. Pokus. Vytahneme jednu kouli a po vloZeni do osudi tah
opakujeme. MoZné pfipady jsou zde tyto:

*) Jakub B. Ars conjectandi. Basil. 1713(Ostwalds Klassiker, c. 108),
posmrtné dilo vydané MikulaSem B.

**) N. de C. ,Applic. de lanalyse & Ia_prob. dea decisions. Paris.
3*



i 0 (0) 0 pravdépodobnosti p =

2. o) . 0 pravdépodobnosti -Lo#), \
3. . 0 0 pravdépodobnosti g = CO’,
4. . . o pravdépodobnosti qq —

Je-li pofadi kouli Ihostejné, zbudou jen tfi pFfipady o pra\dé-
podobnostech
0.0 0.«
V= 1"00, 2pf=PO# *—p

a ponévadZ jeden z nich se uplatnit! musi, jest

Poof P. =1
a zaroven

PL  +2Pg+q+

Pfipominame, Ze poCet moznych pfipadu je zde 4= 22
v 2. Pokus. Vykonejme jeSté jeden tah; pocCet eventualit vzroste
tim na 23 = s a obdrzime néasledujici moZnosti:

. 11l s pravdépodobnostmi

l.
1. o] 0 0 Pooo =
0 0] 0
3. 0 . 0 co. =8 8 =38 =
4. . 0 0 *
5. O . < /
6. . 0 . L Poee =3 Pg= 3
7. . . 0
8 . . . B, = f

tim jako dfiv? rovnice 1

Pooo # xo00+ + Poe. + Po .
p3+ >Plg + 3Pql+qg-= {p + tf)3 1-
Tak postupujice obdrzime pro s tahd a a bilych, ft ¢ernych
kouli, kdez s — a + /3 vSeobecné



Jest totiz
7 s\ s(s—1)...(s—aa-1) I
Val/ 1.2.... a \
*E—1lj....s—a+1l)(s—a)...3.2.1 soA
T) = 1.2.3...:* J.P—1....3.2.1 «! 21\
"Priklad. *

Y osudi jest 7 bilych a 4 ¢erné koule; vytdhneme kouli a vloZme
ji opét do osudi, pokus ten budiz opétovan celkem pétkrate. Jakéa
je pravdépodobnost, ze vytdhneme pravé 3 bilé a 2 cerné koule
v libovolném poradi ?

Zde jest
7 7 o o 4 4
(°) -Vt (¢) - 4+ 7 il
a dale

5 16807 48020 54880 31360
115 T T.1# TP“ +
896D 1024

+ 1i5 + 115

coZz srovname-li s rozvojem e

[I' + F]5—P50+*4,1 + P32+ P2A3+71,4 + A),5>
nalezneme hledanou pravdépodoBnost vytahnouti v pcti tazich
3 bilé a 2 Cerné koule za pfedpokladu, Ze po kazdém tahu kouli
vloZzime zpét do osudi:

p 10 3 2/ '5488()
10 =5 1J57 .

Abychom nabyli néaleziteho pFehledu, sestavme si grafikon
(obr. 6.), kdez za ordinaty nanaSime cisla Umerna veli¢inam
P. Vidime, Ze pravdépodobnost vytadhnouti 4 bilé a 1 Cernou
kouli jest skorem tak velkd jako pravdépodobnost vytahnouti
3 bilé a 2 Cerné atd. Grafikon pfedstavuje asymetrickou kon-
figuraci bodl; kdyby p = g, obdrzeli bychom ocividné sy-
metrickou konfiguraci. Vzhledem k dalSim dvaham jest dulezito
vyhledati si maximalni hodnotu vyrazu Pa&p.

PonévadZ a + /S= s. kdez s znaci pocet vykonanych pokusl
a tedy Cislo, které povazujeme za stalé, lze poloziti

jS=8—a



a tim jest Patfi funkci jediné proménné a. Tak dospéjeme podle
pfedchazejiciho k vzorci:

N
= e—(:)>%*«—. 1
— . .
udavajicimu pravdépodobnost, ze béhem s pokusu zjev A se celkem
a-krale dostavi. K urCeni maxima veliCiny Pa nelze upotfebiti
poCtu differencialniho, jezto Pa neni spojitou funkci proménné a.
Oznafme pismenou a onu hodnotu «. pfi které Pa se stava

maximem; zdc#mohou nastati dva pripady, které nejlépe ilu-
struje obr. 7 a s. Bud jest

1Pa—i <Pa>Pati(obr. 7) and. /V-i < Pm 2 (obr. ).
Shrneme li oba pfipady v jeden, lze psati nerovninu

Pa- 1 < Pa> ffl+1 > "a+2)
z niz plyne

p <] p
N
’pa 1> ’pa—l 1>

jak snadnym vypoctem se presvédCime, jest

Pa *1 S a f Pa s—a+ 1 p
Pa ad 1*7 Pa-1 « S
tedy
11< 'l_a+ i! F> K
a+1 q a ' q

Z obou obdrZzime jednoduchou transformaci]

a pro s == 00 konecCné

Cili jinak pséano i
T—Ds.  F (i

*) Jest totiz m

(s—a)p<(s )% «p-"a(p +9=a
(*-a+ l)p>a</, (s-hl)p>a(p +9 =a;
spojenim nerovnin v privo a détanim 8 plyne uvedena nerovnina. Ze

znaménko rovnosti plati toliko pro druhou eventualitu, jest zfejmo
z odvozeni.



Z toho plyne véta:

Pri velmi velkém poctu s za stejnych podminek opilovanych
pokus méa o7io a = a nejvétsi mathem. pravdépodobnost, jehoz
pomér k poCtu vykonanych pokusl (t. j. a :s) uren jest mathem. (
pravdépodobnosti p pFislusného zjevu.

Véta tato jest zdkladem pro aplikaci po€tu pravdépodobnosti
a byla odvozena Jak. Bernoullim v dile ,,Ars conjectandii( vy-
daném r. 1713. Nazyva se proto ,,vétou Bernoulliho

Ponévadz *

s—a—S—ps=@a—p s Qs
bade i

Véta Bernoullihor jak z uvedeného-vysvita, jes_tfvétou ryze
mathematichou, mathematicky platnou vlastné jen pro typ pokusd A
a non A. Zaroveih poznavame ve vztahu

a

zékladni definici pojmu mathematické pravdépodobnosti.

NaSe vypoCty nabyvaji transientniho vyznamu pro praxi
teprve v ddsledku zkuSenosti, Ze kdykoliv realisovany néjaké
pokusy propracovatelné mathematielnj na zakladé alrjorithmu
mathem. pravdépodobnosti, vzdy se ukazalo, ie vysledky z velkého
poCtu pozorovani se shodovaly s vysledky vypocCtenymi tim vice,
¢im vétsi byl pocet pokusl. Tak vykonal na pf. Meissner 1800 vrh
kostkou, pF¥i kterych se objevilo \

cislo 1 2 3 4 5 6
celkem 299 295 303 307 289 307 kraté.

Mathem. pravdépodobnosti jsou zde

W= @= = @ =0 =()=-
a aktualné odvozené z pokusu:
LI 299 1



Shoda mezi vypoctem a skuteCnosti jest tudiz velmi velika.
Spojime-li svrchu uvedenou zkuSenost s vétou Bernoulliho, ob-
drzime t. zv. ,,vétu velkych cisel* (pokusl):

PFi velmi velkém pocCtu S za stejnych podminek opétovanych
pokusi ma ono a nejvétsi aktualnou pravdépodobnost, které jest;
urCeno romici

u=ps.

Tedy u pfedeSlého pfFipadu

a= 4 -.1800= 300,
O

Tuto zkuSenost lze vySloviti vétou:

V pfipadé aplikability alyorithmu mathem. pravdépodobnosti
jest aktualna pravdépodobnost Umérna mathematické.

Logickym dUsledkem toho jest zavér:

Maximum mathematické pravdépodobnosti odpovidd maximu
aktualné, takze prti dostatecné velkém poCtu pokusl lze océekavali;
Ze zjev 0 nejvétsi mathematické pravdépodobnosti se i fakticky
nejCastéji vyskytne.

B) Laplaeeova formulace véty Bernoulliho.

Vétu Bernoulliho nutno vSak jeSté doplniti, jezto vyraz ,,velky
poCet pozorovani“ jest neurCitym slovem, které nutno kvanti-
tativné urcité definovati.

Jest tudiz feSiti nésledujici probléem:

Predpokladejme, Ze ucinéno 2r pokusd; v jakych hranicich
pohybuje se potom veliina a?

Otazku tuto zanechal Bernoulli nerozicSenou. Byla feSena
pozdéji Laplacem,*) kdyZ Stirliny (Methodus differentialis, 1730)
stanovil approximacéni formuli

si=1.2.3...s—¢s* *V2
Pomoci Stirlingova vzorce lze maximum hodnoty
P o= ——jjagP
a’fi al o! '[J *
aproximativné vycislili takto: maximum vyrazu Patft nastane
dle dfive odvozené véty Bernoulliho, kdyz

) Théorie analyt. d. prob. (1812). Kap. III.
**) Kratké odvozeni Stirlingova vzorce podava: Dodatek II.
na konci.
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a=ps—a,
(i=gqgs
Vlozenim téchto hodnot do vyrazu P0O> obdrZzime

kteryzto lze (viz: Dodatek I. na konci) s dostateCnou aproxi-

maci nahradit! nasledujicim:
VIS AN

Abychom ondrZeli podobné aproximace i pro hodnoty P,
jez jsou kol maximalni hodnoty seskupené, poloZme

a= a—r, RP= &+,
nacez obdrzime

o _ s!

. - rfl—r ab+r
r @—nt®o+ nl

Cili

s<rrirf

Pr = (tt-ryr(e +r)J

coz zjednoduSeno vétou Stirlingovou, poskytne
- _ * L] _ "
P=Vicdi—no n Va VT {p+rY

Je-li veliina r oproti a i b malou veli€inou, lze i tento vyraz
valné zjednodusit! (viz: Dodatek T. na konci), ¢imz obdrZzime,
konecné: —Im U\

Jak z odvozeni patrno, plati tato aproximace tim lépe, ¢&im
vétsi jest hodnota soucinu p gs. Kdyby byla na pfF.

=W “ 5= Joo00"

*) O vymezeni této aproximace jednd E. Timerding v Zeitschr.
fiir Math. und Physik 1914, 362.
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takze pqs=qg < 1, pozbyla by platnosti. Zvlastni pripad ten
feSen jest ve statistice zadkonem malych Cisel. Hledejme nyni
pravdépodobnost 778f, Ze Cislo a nalézd se v hranicich a—r
aa+r tj.

a—r< a<a +r

Podle véty o sbitani pravdépodobnosti jest ona rovna

nar= P—r+ P—r+1 + eee + Po -fP] .+ 12+ eee+ PT= 7
—r

kde Po zna€i maximalni hodnotu velicin P.

Abychom i pro tuto veliinu obdrzeli vyhodny tvar, pouZijeme
znamého vzorca pro mechanické kvadratury, ktery,pro y = /(X
dava nasledujici aproximaci:

+r
2 J f(x)dx = y.r+'2y.r+ +...+2y0
—F

PonévadZ se zde jedna o sudou funkci, jest y~.f — y+r>pfiCte*
me-li k pfrede$lé rovnici jeSté vyraz

2Vr = ?-r + IUf

ziskame
+r -fr
+Jr,
—r —r
a polozime-li y9— Pr, obdrzime dale:
* 5 ra
tf e 277 0 2po«
* -f Va2 71Cs p q V2T7tspq

K zjednoduSeni toho vyrazu uZijme nasledujicich substituci
s /

£ X, r _ Y,
V2spq Va2spq
¢imz nabude tvaru
K -4-r +r
V pd=- — =j e~*dx +

£Eir * Vijr



Zanedbame-li posledni Clen jako nepatrny, a pfipomeneme-li
si, ze funkce je sudou.*) nabyvame tim konelne

*k—tr y
y v Pk =J - Je--rrfr=(y),**)
kwr—r M o

kdez

/ ' \r2sp q

Budiz zde vyslovné zdlraznéno, Ze véta pravé odvozena jest
+r

mathematickou aproximaci vyrazu 2JPy odvozenou na zéklade
_F
pfiblizného vzorce methody lichobéznikove a aproximacni

formule Stirlingovy pro s! — Tim dospivdme k formulaci vity
Bernoulliho dopInéné Laplacem.

Koname-li velmi velky pocet pokusd s, pFi kterych se mnic
vyskytnouti pouze bud fakt A aneb non A, a je-li pravdépodobnost
vyskytnuti se faktu A veliinou stalou a q= 1— p, potom mathe-
maliek&d pravdépodobnost, ze béhem téchto pokusl fakt A nejmene
s — r-krat a nejvySe s + r-krat se objevi, dana jest aproxima-
tivne integralem

aneb jinak Feceno: Matmaticé pravdpodbﬁo—s,t, ie za uvedenych
predpoklad(i pocet a faktickych zjevl faktu A bude lefeti v hra-
nicich

Ps+yV?pqgqs>a>p s—y V'IPgs

*) Pro sudé funkce plati rovnice]

+a a
Nydx—2 Mydx.
—a (0]

**) Zde vyskytujici se funkce

<P(y)=> T
o)
jest tabulovéana y tabulce I. na konci.



déna jest integralem:

2
_2 € d <p(y), Aefez y= -n- l,t- ------- .

"'n o V2-pqs
Tento theorém jest jeden z nejdilezitéjSich z celého poCtu math.
pravdépodobnosti. Zakladni podminky pro jeho aplikaci jsou:
jednaly neodvislost jednoho pokusu od druhého a konecné stalost
mathem. pravdépodobnosti pbéhem vsech pokusll. Transientni vyznam
theorému Bernoulliho rieTsmimé v8ak ani v pfipadé jeho aplika-
bility pfecciiovati. On pravi, jako veSkeré véty mathematické

pravdépodobnosti, co nastali muze — Cili vyraznéji feCeno: co
Ize statisticky oCekavali s velkou aktualni pravdépodobnosti, je-li
jen pocet pokusl dostatecné velky — ale nikdy, co by nutné

nastali muselo.

tPFriklad 1. V osudi jest 7 bilych a 3 Cerné koule; vytaZena stokrét
koule a po tahu vidy zpét do osudi vloZena. Jaka jest pravdépo-
dobnost, Ze pocet vytazenych bilych kouli nebude menSi nez 63
a Vvetsi nez 75?

Budiz pocet tah( bilé koule a a Cerné b. Podle Bernoulliho
jjpucky jest

] 2=£3=3+7-,100=1q’ ‘b'.=—3-0, h *

Abychom vySetfili pravdépodobnost, Ze pocCet vytdhnutych
bilych kouli lezi mezi 65= 70—5 a 75= 70 + 5, poloZzme
r = 5. Bude

r ~ e o "2
V2spq V200 .~

UZzitim tabulek obdrzime hledanou pravdépodobnost
Q172
j e-~dx=(t> (0-772) = 0-725,
\Y
jez jest rovna 0*725; tedy vétSi nez ™ a skorem rovna Mizeme
tudiz sazeti 3 proti 1, ze pfi 100 pokusech bude pocet vytaZe-
nych bilych kouli se nalézati v hranicich 65 a 75.%)
Priklad_2"Kolik pokusl S jest tfeba uciniti, al)y s danou pravdé-
podobnosti P dosazeno bylo pravdépodobné chyby rovnajici se
x°/0 uvedeného poétu S.

*) Zajimavé aplikace této véty budou podany ve statistice.
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Budiz p pravdépodobnost jednoho pokusu. Podle véty Ber-
noulliho plati potom rovnice

= 2 Ce—fdt

v* I
a zaroven zada se, aby bylo
V2sv q-= XI S
y 1 100

Urcime-li z prvé rovnice p, plyne z druhé

s= 9pgf 100VV

¢imz jest problém fFeSen.

Kdybychom chtéli na pf. dospéti k pravdépodobnosti P = 0*999,
Ze poCet kouli bilych tazenych z osudi, v némZ se naléza 5 bilych
a 1 ¢erna koule, nerlizni se vice nez o 5% od theoretické hodnoty

5
P= 9)=T ,
vyhledali bychom si z tabulek integrélu

2 1
e~11dt=0-999
vV* s
y = 2-327 a pomoci teto hodnoty obdrzeli bychom

5 1 | 2327V

Museli bychom proto vykonat! nejméné 602 pokust, aby rozdil
mezi pravdépodobnosti z pokust odvozenou a thcoretickou, t. j.

a 0
602 6

obnasel méné nez 5% theoretické hodnoty  t. j. meéné nez0*C04.
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II. Pravdépodobnost a posteriori. | '

rsFi A
§ 6. Uvod. Formulace problému.

V predchazejicich uvahach byla predpokladana uplna znalost
vSech eventualit. Proto jsme mohli odvoditi i logicky opravnéné
obrazy pokust vykonanych ve shodé s pfedpoklady poctu. Podle
toho, v jaké mife témto predpokladim u konkrétnich pfipadu
bylo vyhovéno, ocekavali jsme odlvodnéné i shodu obrazl
skuteCnych s obrazy odvozenymi z theorie. Bylo-li pfikladné
v osudi a bilych a b ¢ernych kouli, platila rovnice

RrRpwm Y

za predpokladu, Ze vytazena koule byla opét po vytazeni do

osudi vloZena. Bylo-li pfi pokusu béhem s tahd vytaZeno a bilych *

a cernych kouli, potom tim vice jest (podle zdkona velkych
Cisel)

a a
F ('»
¢im vice vykonano pokusl. Vezméme nyni v Gvahu opacny
problém: V osudi necht jest nezndmy poclet x bilych kouli a vy
cernych. Z pokusu vykonanych jako dfive (tedy tak, Zze kazda vy-
tazend koule vloZena opét do osudi, aby modality z(staly nezmé-
nény) obdrZeli jsme a bilych a (i cernych kouli. Jaky jest pomér
bilych kouli k Cernym? Zde per analogiam pfedchazejicich Gvah
klademe
X a

2>

a oCekavame tim Veétsi shodu, ¢im vétsi jest pocet pokusl. Rov-
nice (1.) predstavuje ioud a prioria rovnice (2.) soud a posteriori,
pro¢ez mluvime v tomto pfipadé o pravdépodobnosti a posteriori.
Vseobecné mizeme probhhn pravdépodobnosti a posteriori
iormulovati takto: r
Modality, podminujici urcity zjev, nejsou uplné znamy, za to
vSak zname vétsi pocet pokusl. Jaké dlsledky lze z toho odvodili?
Hlavni otazky, jez nas pfi tom interesuji, jsou tyto:
Co mozZné souditi
1. o skladu eventuality
2. 0 pokusech, které teprve hodlame ucinitil
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Takového druhu jsou tedy problémy, s nimiz se hodlame
zabyvati. PonévadZ nemohou pokusy nikdy nahraditi Uplnou
znalost eventualit, hudou se zpravidla i vysledky naSeho usuzovani
jeste vice vzdalovali od jsoucna® nez tomu bylo v poctu mathem,
pravdépodobnosti a priori, zejména nelze nikdy v poctu pravde-
podobnosti a posteriori dospeli k onomu stupni, jez jsme v poCtu
pravdépodobnosti a priori oznacovali symbolem I, t. j, k jistotd.
Z faktu, Ze slunce dosud vzdy nasledujiciho rana vySlo, nelze
souditi, Ze tomu vZdy tak bude i nadale, nebot oznaCime-li poCet
dosavadnich vychod( pismenou s, bude pravdépodobnost a poste-
riori nového vychodu

r S+1

a tedy vZdy jen p < 1, ale nikdy p = 1
V tomto smyslu nutno povaZzovati i t. zv. zakony pfirodni

nejvySe jen za hypothesy o asymptotické pravdépodobnosti
Potvrzeni toho faktu podavaji déjiny véd exaktnich bezpocCetné.

Slovo ,,pravdépodobnost a posteriori“ podobné jako slovo
,.pravd Cpodobnost a priori* zavedl do mathematiky J. Bernoulli.*)
Podstatny rozdil mezi dfivéjSi a posledni spoCiva v tom, Ze
veSkeré eventuality dfive byly znamé a nyni ne, takZe je musime
nahraditi hypothesami.

Tim vedeni jsme k otazce: Kterd z moznych hypothes o stavu

eventualit jest pravdepodobnejsi?

Novy pojem mathem. pravdépodobnosti nuti nas i k doplnéni
symboliky dosud nami uzivané. Jsou-li eventuality pfimo dané,
budeme oznaCovati jako dosud mathematickou pravdépodobnost
a priori faktu A kulatymi zavorkami, tedy: (A), coz teme ma-
thematickd pravdépodobnost a priori. Tam-, TeclCT se vSak jedna
0 math. pravdépdHobiiost a posteriori, kde tedy eventuality jsou
hypothetické, aneb jen CasteCné znamé, budeme uZivati z&vorek

ostrych a psati: [/!], coz Cteme pravdépodobnost a posteriori.

i 4m
8 7. Pravdépodobnost hypothes (pricin).
Problém pravdépodobnosti pficin byl foSen po prvé anglickym
matlicmatikem ThBayesem a uvefejnén po jeho smrti Pric

t
*) Are conjectandi p. 224.
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(1763).*) U néas pojednavad o ném velice instruktivné K. Vorovka
(v Prii. k. Cas. pro pévst. math. 1913 ¢. 1). V pocCtu pravdeé-
podobnosti tvofi pfechod od ryzi mathematiky k aplikované,
ponévadz vedle theorie jest pfi ném jsoucno, t. j. zkuSenost
podkladem mathematickych vypo¢td. Abychom co nejnazornéji
dospéli k jeho formulaci, FeSme nasledujici 'problém:

Méjme m osudi OVO02Z>............ Om,
ve kterych necht jest CV C2 vveerrrereenne cm kouli a mezi nimi
bilych bv 62 ...ccoen. bm. Vytaiena byla jedna

koule — konstatovano, ze bila. Ptame se, jaké jest pravdépodobnost,
Ze to bylo pravé osudi 0X z néhoZ byla vytaZena.

Abychom uvedeny problém mohli podle dosavadnich (vah
(mathematické pravdépodobnosti a priori) FeSiti, provedeme
nasledujici zménu. Pfedevsim doplnime veSkerad osudi na stejny
poCet M kouli, aniz bychom na poméru bilych k ostatnim co
ménili: Bude pak

M = ClVi = c2

takze veSkerd osudi budou vesmés obsahovati M kouli a mezi
témi jednotlivd b%y% bilych. Nyni mlzZeme ocividné veskera
osudi nahradili jednim, aniz by se co na pravdépodobnosti vy-
tahnouti bilou kouli ménilo (viz p¥. 6. str. 20.). NeZ vSak to uCi-
nime, oznaCime veSkeré bilé koule c¢isly osudi, abychom mobhli
konstatovati, z kteréeho osudi vytaZzena koule pochazi. Problém
pak nabude tim tohoto znéni:

Z osudi O byla vytazena bila koule, jaka jest pravdépodobnost,
ie jest znamenana Cislem x? Podle definice mathematické pravdé-
podobnosti a priori jest oCividné:

(0;J := hr* ;
bi Yi+b2 Yz+ +
ponévadz veéak
M
0
jest i
h*
o j- + +.... +
d " om

*) Noveé bylo jeho pojednanivydano H. E. Timerdingem v knihovné

v

Obtwalda Kiassiker der ex. Wissenschaften ¢. 169.

1sVV >



. (&) + (8 + ++- (&) ]
kdez (6*) jest pravdépodobnost a priori vytdhnouti z osudi 0%
kouli bilou, takze

(W= (°;0.) = — .

To jest nejjednodussi formulace vétyBayesovy, ktera zni: Pa&fi
pozorovany fakt A muzZe byti disledkem vice a priori stejné moinych
a opravnénych hypothes IL ze kterych se v8ak v kazdém pfFipade
jen, jedna jedina uplatni, jest pravdépodobnost, Ze to byla pravé
pfic¢ina 11X dana vyrazem

! B : - {ATHY) .. lio«
. (A/fiJ+ (A/IH2) + . ...+ (A/fir
PFiklad.
V osudi at jsou &tyfi koule, bilé a Cerné; 6//fa vytazena bila
koule. JaM /es¢ pravdépodobnost, Ze pocet bilych kouli v osudi
jest roven dvéma? Mame zde tfi mozné liypothesy:

I, .... OO0 O« .... (0/1I)V- o, {» >UZ(
2 N K
Oo (o 1112 = -
ff3.... 0 ¢ o o ... (o [i/3)= 1

Véta Bayesova d& nam pro druhou hypothesu pravdépodobnost

/.00 j = Vi = I 1.

; (OJHI + (0///12) + (01173 I+ 1+ i

V predchazejicich uvahéach predpokladali jsme, Ze pravdé-
podobnosti hypothes //2 772, ««+ Hm jsou stejné. Re3me nynf
pfipad kdy nejsou stejné: Préblém zni pak néasledovné:

Dany jsou aprioristické pfavdépoddbnosti

(H). f»J: J I m

U»)). \Am iVedg i/1» f-*)
»i0 se stanovili v | ]
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ReSeniprovedeme ryze formalné; podle zékladni véty (VII.)
na str. IiT jest

o Ir HRW .
— e #
kdez (AHX jest pravdépodobnost a p.rio.ri, Ze na sobé zavislé

fakty A i1 Hx zaroven se vyskytnou a (A) jest pravdépodobnost
a priori pro vyskytnuti se faktu A. Podle téZe véty jest

\JHX = (1Q
tedy i
[H..,4
M)
koneCné jest podle véty o sCitani pravdépodobnosti
(A)=W ) + (iHj +....+ (AH]j
a proto
U) = $](#%*) "
1

coz dosazeno do predposledni rovnice, d& ndm konecné:

m '"(Am
taS\VAi» i+ m \a'h i+eee + \aih-~)
Uvedenym vzorcem urcena jest pravdépodobnost a posteriori
pro Hx za pfedpokladu existentniho faktu A.
Redme nyni druhy problém: vy&islili pravdépodobnost néja-
kého budouciho pokusu B za pfedpokladu existence faktu A. Mame

zde nasledujici dkollx
Dany jsou aprioristické pravdépodobnosti

r.n .,(#2)> (/u

\AjH |, \a/H 2)......
BiAH] \BjAHDN),
hledame aposteri&ickou pravdépodobnost
\Bl 4

Podle predchazejici véty jest v dlsledku existence faktu A pravdé-
podobnost hypothesy Hm dana aposteristickou pravdépodobnosti
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[HafA]. Dale jest sloZend pravdépodobnost, Ze jednak hvpo-
tesa Hx jest existentni a za druhé, Ze v disledku toho se fakt B
objevi, dana vyrazem

{BfAH].
Ponévadz vSak x miZe byti kazdym ¢&islem 1, 2, 3.... n, bude
podle vétv o sCitdni pravdepodobnosti
[B:A]= [Bia] +[BjA] +
*

z Cehoz plyne
[BIA] - IW.JA (A [N + ... + [H.fjf] \BLAHL).

Dosadime-li jesté za [*/"4] prisluSnou hodnotu z vySe uvedené
rovnice: bude konecne

Tim dana jest odpovéd na otdzku o pravdépodobném vy-
sledku pokdsil, jez hodlame vykonati.

, Priklad.

V osudi necht jsou &tyFi koule: bilé a Cerné v neznamém po-
meru. CtyFikrate vytazena koule, ktera vzdy po tahu opét vloZena
byla do osudi zpét. Vysledek pokusd byl nasledujici: tFikrat vytazena
byla koule bila a jednou Cerna. MoZné hypothesy "jsbu zde tyto

5, 00O -, \
Ho 00 ti, -3
//3 O e o oo

a ponévadZ Zadné nelze dati pfednost, bude
|ffj§ (ffj= fa

Pravdépodobnost faktu A vytahnouti tfikrat bilou a jednou
¢ernou kouli pro jednotlivé hypothesy jest

V (b U (i )\=x ,- g
M= (e)Mizw
263 '

4*



Obdrzime tak na zakladé vzorce o pravdépodobnosti hypothes

, 27 27
MIHIA = 37y 34+ 16 46°
6. . 16
27 + 3 +.16 - 46"
3 3

27 + 3 + 16 —.'46

pro pravdépodobnosti sloZzeni osudi, z ¢eho soudime, Ze hypo-
thesa //j jest nejpravdépodobnéjsi, coZ lze také pfedem podle
zdravého rozumu ocekéavati.

Ptame se nyni: ,Jaka jest pravdépodobnost vytdhnouti pfi
novém tahu bilou kouli (fakt B)?u — Mame zde pfedevsim

("><ll)= = ,

J

takZe pravdépodobnost vytdhnouti pfi novém pokusu bilou kouli
jest rovna

27 3 16 1 3 1

[ AU= [0]= W 'T +W'+ 46-T = 0'63-

Ponévadz 0*63 > 0*5, Ize na zakladé logiky poCtu pravdépodob-
nosti oCekavati, Ze pfi novém tahu objevi se spiSe opét bilad koule
nez cerna.
I

8 8. Integralni formulace Bayesova theorému.

Pfedpokladejme skupinu s pokusl, pfi kterych jest mozny
zjev A's pravdépodobnosti p a zjev non A s pravdépodobnosti g,
takZze p + q= 1 Mathematickd pravdépodobnost P, Ze se zjev A
v s pokusech a-kraté vyskytne a noti A v s pokusech b — s—a-krat,
jest podle predeSlych Gvah (viz & 5) Umérna vyrazu

«e (j —p)»
takzé lze psati $

Q p ) - et (1= P f

kde c jest veliCinou stalou.



Ucinme nyni dalsi pfedpoklad, Ze zname a na zakladé vyko-
nanych pokusd, avSak nezname p a predloZme si problém vy-
hledati pravdépodobnost a posteriori, Ze

M<p< N,

kdez M a N jsou pfedem dana libovolna cisla, vyhovujici toliko
podmince
0O0<M<N<1.

Mathematickd pravdépodobnost a posteriori, Ze hledana
pravdépodobnost rovna se p, jest urCena rovnici

» i= 4 a :
£EMC )
Pfedpokladame-li, Ze modality ae béhem jednotlivych pokusl
neméni, bude (p) veli¢inou stdlou, ¢imZ uvedeny vzorec se zjedno-
dast v nasledujici:

fp i _ = gt (L~
L/J L \apl?«(l-p)6 "
BudiZ nyni pocet pokusli nekoneény a poloZme p = x, aby-
chom naznacili, Ze p jest hledanou veliCinou. Nasobme déle
Citatéle a jmenovatele dx> obdrzime
ipln\ - jr(i—x
1 3 -
Ye jmenovateli jsou veSkeré hodnoty, lezici v intervalu od 0 do 1,
pro x pfipustny, alespon potud, pokud nebylo Zddného zvlastniho
pfedpokladu o z; mlzeme tedy psati
o o XF (L —x)*dx
[P/d] = ( )
J (L —x)hdx
0
Jedna-li se 0 hodnoty p v mezich Al do A, hude dale podle véty
o sCitani pravdépodobnosti platiti rovnice
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a tak, ponévadZ opét a priori kazda hodnota obsazena v mezich
M a N jest pfipustna, obdrzime pro hledanou pravdépodobnost,
Ze neznama hodnota x = p jest obsazena v hranicich M a N,

vyraz
N

\ xa(i —X)bd X
I t p-H - n
J (@L—x)hd x
a - - \
PfedloZzme si nyni néasledujici problém:
Ve velké Fadé S pokusl konstatovan zjev A celkem a-krate a

zjev tton A, b-krate. Co mozno z toho souditi o neznamé pravdé-
podobnosti

(A) f p?
NejpravdépodobnéjsSi hypothesa jest podle véty Bernoulliho

a

poloZzime-li proto

hude podle pFedchézejiciho theorému pravdépodobnost, Ze (
jest obsazeno v mezich

—o0< | <+

dana vyrazem
+d

j XF (1 — x)bdx

B R S -
j x*(1—x)bdx
G

Jest v8ak (viz K. Petr, PocCet integralni str. 384, 39], 401)

1 alb\



*

dale lze psati *

-*>*=(7+ 1y ¢CcC-0* -

z ¢ehoz logarithmovanim a rozvedenim logarithm( vyrazd v za-
vorkach v fady obdrzime aproximaci

_ aabb gopl

a tim

a\ b\ s9 io

Vyraz ten mlzeme pomocCi vzorce Stirbngova zjednodusit! timto
stupem: jest

(s + 1! (s +1)s*Vs _ s* + 1) Vi
al bi aabbV 2jtab V2
s* V s3
- v irrr
jest proto
I = Y '2nab_J{) TA- he Tiyi'di-

PoloZime-li nyni

obdrzime

~~

a tim vysledek:
$ pravdépodobnosti.

L £ 1 A 5
Ize oCekéavati, Ze neznama pravdépodobnost



jest obsazena v hranicich’

o

"N 2ab

O 2ab 2ab
s 7 s

Vyhledejme si maximum P. To nastane, je-li

y — ma#.
Cili kdyz

ax - x* 1(1— x)0-“1 {a~(I— x) — bx} — 0,

z Cehoz opet plyne, Ze pro maximalni hodnotu P plati rovnice

a a
a-hb S

. N
nebot, jak se snadno presvédCéime, md v tomto p%lllpadé a>(’¥*

a
hodnotu zadpornou. Hypothesa, Ze x = ¢ jest tudiz ona, ktera

mezi vSemi moznymi ma nejvétSi pravdépodobnost. Jsme tak
opét u Bernoulliho theorému a véta Bayesova pfedstavuje vlastné
zvratny theorém Bernoulliho.

PFikladl.

V osudi jsou jen bilé a cerné koule a pFi s tazich byla vytazena
vzdy bild koule. Jaka jest pravdépodobnost, ze v osudi jest vice
bilych hez ccritych kouli?

Pravdépodobnost vytdhnouti bilou kouli (O) = £ jest De-
znama, nebot pocet bilych a €ernych kouli v osudi neni znam.
Pravdépodobnost a priori, Ze v s po sobé jdoucich tazich (pfed-
pokladame, Ze vytazena koule byla vzdy zpét vloZzena do osudi)
vytahneme bilou, jest pak rovna

(0){oj(0)....(0) =

Ma-li byti v osudi vice bilych nez cCernych kouli, musi



Pravdépodobnost tolio jest podle pfedchézejiciho
i

A x9d x

. -1 *1
} 5 2%+!
I XF d X

a blizi se tim vice k jistoté, ¢im vétsi jest pocet pokusl.

Priklad$2.

V osudi vloZeno jest ¢ kouli a to tim zplisobem, Ze padla-li pfi
vrhu minci hlava, vlozena bild koule, jinak cerna. Druh& osoba
ucinila z takto slozeného osudi s taht, pFi ¢emZ vytazena koule byla
vzdy vloZena zpét do osudi. Vytazeno bylo ni bilych a n ¢ernych
kouli. Jaky jest nejpravdépodobngjsi pocet bilych (x) a Cernych (y)
kouli za predpokladu, Ze ¢ a s jsou velka Cisla ?*)

Zde lze nezavisle na Bayesové theorému uvazovati takto:

Jest predevsim
/£ . y

C (X) _C . (y) = , 2

ponévadZz obé Ccisla urCena byla vrhem minci, p¥fi némZ hlava
jest stejné pravdépodobna jako orel, mélo by a priori aproxi-
mativné byti

o ) o o | %

()i—\y)l=y

Podle tah( druhé osoby soudili bychom, 7Ze pro tytéZz pravdé-
podobnosti plati a posteriori rovnice

m oo n
¢ (xh= o> (W~ > s,

kdyby c¢= s, byla by pravdépodbbnost obou hypothes stejna,
v pfipadé c > s prvé vétsi. Hypothesy nejsou vSak stejné vahy.
Je-li véhp, prvé hypothesy rovna ¢, t. j. poétu vrhl, bude véha
druhé hypothesy rovna 5, t. j. poCtu tahl, takZe slirneme-li obé

hypothesy v jednu, obdrZzime pravdépodobnost
1 m
0.. -Vs.
2 S c+2m
c+s 2 (c + 5)

jez jest nejpravdépodobnéjsi hypothesou.
*) Conf. Bertrand, Calcul des Prob. (1889). Str. 152.



Vyhledejme si nyni theoreticky feSeni téhoZ problému. Pravdé-

C . . C
podobnost, Ze v osudi misto - kouli bilych naléza se jich ) It
jest podle Bernoulliho theorému Umérna vyrazu

_2r
e *
Nebot polozime-li ve vyraze
n
e
V2necpq

aproximativné p = q =? ziskame

02 -

Déle jest pravdépodobnost vytahnouti bilou resp. Cernou kouli

1 (c A 1 I 1(c \ 1 I
c\2 [ ~2~ ¢c resp- 7V2 | ¥ +7'

Hledana pravdépodobnost bude se proto skladati z

C
1. pravdépodobnosti, Ze v osudi ijest 5 I bilych kouli

misto -

2. pravdépodobnosti vytahnouti m bilych,
3. pravdépodobnosti vytadhnouti n €ernych kouli.
Polozime-li

I
— =2
c

obdrzime sloZzenou pravdépodobnost:

Abychom nabyli nejpravdépodobnéjSi hodnoty pro z, nutno
vyhledati pomoci rovnice

dP



59

Logaritlimickou derivaci ziskdme

2m 2n
—4cz— 4 =0
1—2z 1+2 z
Omezime-li se na prvni mocniny z (co pfi velmi velkém poctu
pokusd jest vidy mozné), obdrZime pro z, jez dava P = maz
hodnotu

n—m
L 2 (c +5)
a tim pro pravdépodobnost vytahnouti bilou kouli
1 c+2m
2 2(c+5s) 9

tedy totéz, co dala ndm pfim& udvaha.

§ 9. Poincarého theorém.*)

Dulezitou aplikaci Bayesova theorému predstavuje nasledujici
problém:
Budtez
NP  eee*

pozorované hodnoty neznamé veli€iny x\ jaka jest pravdépodobnost
hypothesy, Ze hledana veli¢ina jest v mezich a a 8 + d 8, kdez 8
jest néjakou vhodnou predem danou funkci pozorovanych veli€in,
na pf. arithmetickym prdmérem

7= 7Z0r~ X\ + %2 "h eeee "phxn
> n

Pravdépodobnost, Ze X+lezi v hranici xt a x<+ d xtx oznacme
symbolem zxifi)dxi) potom jest pravdépodobnost, Ze se cely
soubor chyb t. j. xv z2 .... xn z&rovefi objevi, dadna vyrazem

u= \xijz) x2/Z)........ (*nfzj dx1 dx2 dxn.
Budiz dale
V= (@) dz
pravdépodobnosti, Ze neznama veliCina x = z lezi v intervalu z

az z + dz. Podle véty Bayesovy jest pak pravdépodobnost hy-
pothesy, Ze neznaméa veli¢ina ma hodnotu z

*) Pfi prvém studiu mozno 89 vynechati. Véty zde uvedené bude
uzito v methodé nejmensich Gtvercd.



] uvdu
—
(s) * 1Bt B).. i*n/s)
S (») Pil«) (*V») eeei» /*i dz dxX... dXxn
_m [ ]

Pravdépodobnost ta jest. samoziejmé nekonecné malou; polozme

+*1... . i
J1© ixMz= ¢ >
— 0

kdez c jest veli¢inou stalou, mizZeme psati:

n

n <1

i
Prizname-li, jak to pocet nejmensich &tvercd predpoklada, vyrazu
* + X2+ ...+ Xn

z= x0=
0 n

povahu principu nabytého zkuSenosti, musi podle véty Bernoulliho
PKbyti pro z = x0maximem. Maximum nastane vSak tehdy, je-li

8p
dPZ ==0
aneb, jinak psano, kdyz
J 3Pz 3log Pt _ a log (**'{z) .
PE' a;z d z i:jl 3z
Polozime li kratce
9 log = / (at, 2),

0z
%
obdrzime tim podminku pro maximum ve tvaru
ien

A5 2) = 0



Z rovnice

plyne pro virtualnou variaci

+ 0xAtx2F+dx2+ ... .+ xn+ i x9
n

Z + a4z =

podminka

Virtualnou variaci nazyvame totiZz takovou variaci, kterd hod-
notu funkce neméni, na pr. je-li

f(x+dx) —f{x) + /' (X) O xy
bude virtudlnd variace podminény rovnici
['\z)dx = 0.

Rovnici té lze vyhovéti u jedné proménné pro dostatecné malé

variace jen v okoli maxim neb minim funkce, kde /' (x) = O.

U vice proménnych zpravidla vSak v okoli vSech hodnot.
Podobné obdrzime pro virtudlné zmény rovnice

J 1/(oh,z) = 1{/A Ay 8T70‘/“~c'))@> 0

podminku .
vV df(X') A A
o — e
z Cehoz, znali-li X neurCity nasobek, obdrzime slou¢enim obou
podminek v jednu

L(w

Cili vzhledem k nezavislosti jednotlivych Xi na ostatnich
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aueb kratce pséno:

3/i » /2 d fn
3X 3 x2 3Xxn

To jest vSak jen tenkradte vSeobecné mozno, neobsahuji-li dif-
ferencialni poméry — zadnych wveli¢in xt vice. Lze tudiz
o Il

poloZiti, znamend li A (2) libovolnou funkci veliCiny z,

Cili
ti = XiA

jest vsak

n

" fi=0=A@.[**] +n (2%

% 1
a ponévadz \

[x,] = Mz,
i
zA (2 + B(2 = 0.
Obdrzime tak
~ log \XijZ)= xi A (2) -

02z
z toho integraci
log\xfz) = x A (9 dz + j B (z) dz + const,
kde stadlou lze psati ve tvaru log E (x) a tim konecCné
\*jz) = E (X) .exC W + *<e>
s podmineCnou rovnici

0 (0 +5' (0= 0.

To jest Poincarého zédkon chyb, zaloZeny na jediném pfedpokladu
arithmetického prdméru. Abychom od vSeobecného theorému
dospéli k formulaci Gaussové, pfedpokladejme, Ze

\x/z)=F(z — x) = F (&2),

*) Zavorky [] znadi zde Gaussliv sumacni symbol.
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t. j., Ze pravdépodobnost objeveni se rozdilu s — x = 6& jest funkci
jediné jeho velikosti a dokud nevykoname pozorovéani, kazda hypo-
thesa veliéiny s jest stejné opravnend, t. j. stejné pravdepodobna,
Cili analyticky vyjadfeno

(zf) = ('22.) = ....= const.

Z téchto dvou dodatecnych podminek plyne

kdez h jest konstantou; to jest ale t. zv. Gaussuv princip.

§ 10. Definice symbolu {}.*)

Predpokladejme, Ze v dlsledku aktu A veli¢ina X nabyva
Ciselnych hodnot

b, Xty ....Xn

a Zadnych jinych, takZe plati je-li p* = [xhJA) pravdépodob-
nosti, ze pravé x* se v dlsledku existent.niho aktu "4 objevi,
rovnice

Pi + P2+ Pa + ... + pn= 1

Symbol {} jest za téchto predpokladl definovan rovnici

{X[ =J =*1 + eee +Px» X«
1

a predstavuje urcitou prdmeérnou hodnotu veliGin x*. 2e se jedna

o prdmérnou hodnotu, stane se evidentnim, piSeme-li {X} néa-
sledujicim zpdsobem:

Pl &\ '""P27r2 ... P *
W= Pi +P* + +pn
Proto uziva na pf. Czuber misto symbolu {3} oznaCeni D (x),
kde D jest pocatecni pismeno slova ,,Durchschnitt
PFiklad.
Pfi vrhu kostkou (akt A) mizZe pocet ok (veli¢ina X) nabyvati
hodnot:

) DoporuCuje se pfi prvém studiu 8 10, 11, 12 vynechati s vy*
jimkou definice symbolu { }, kterd jest/potfebnou v § 13.
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Z} X2 XA Xfr Xq
1 2 3 4 5 6

a zadnych jinych. Pravdépodobnosti jsou zde

PI?=ft~ft = ™= ft=fle = ¢

a proto:
{X}= -—(1 +2+3+4+5-|-6)= Q.

Vyznam ¢isla J jest nasledujici. PfFedpokladejme hru, pfFi
které hra¢ obdrzi vzdy tolik korun, kolik padlo ok. Potom
pfi N hréach, ve kterych rozhoduje ndhoda a N jest dostatecné
velkym ¢islem, mlze hrac ocekavatl Ze obdrZi celkem \ N korun.
Proto také hodnota symbolu {X}nazyva se Casto ,,mathematickou
nadéji aneb i (oCekdvanym) ,risikem* Ci chanci hry (,,mensura
so rtismathematische Hoffnung, risque mathématique, mathe-
matical expectation). Jak jiZ v Uvodu bylo naznaCeno, byla mathe-
maticka nadéje histprickym vychodiskem poctu pravdépodobnosti.

Zavedeny symbol {1} jest symbolem urcité operace podobné
jako na pf. GaussGv sumaéni symbol [] a nasledkem toho
bude na pfF.

fx*} =X2= p y X ? +p.{X? +

MéjmeZz na pf. nyni dvé skupiny Ccisel

<z,
Vv 22 eeee Tm>
s pravdépodobnostmi

Pv heee21s
Pl - Pl «...Pms

jez jsou uplné na sobé nezavislé a vytvoirme



* ’73/0
potom plati a to nasledkem predpokladu UpIné nezavislosti veli€in

X a Y jen v pfipadech, kdyi tox >
X,
nasledujici véty: iU**,
IX) + vy o= {X+
W = {X YA
Dlkaz: Ex definitione jest
1 I
V —
i— *=
m \
' Y .kpk' =
P e

a podle vety o slozené pravdépodobnosti
Ub= (xiyi)= (xi)(= pipu’
pro i — 1 2,3
i=123.... Wi

Na celku se nic nezméni, nasobime-li prvy ¢len pravé strany
rovnice

| m
"} + (*i= Y X5 K
= 1
m |
vyrazem U p* = 1> a obdobné druhy vyrazem = 1, ¢imzZ
*=X =i
obdrzinxe
| m m | I m
i5:1 *_'_[1 [%]gk1+ Xi;/klpks pi =S

=S SR HIY+Y?

takZe uvedend véta jest dokadzana.
PoloZzme kratce {A + Y}= \M }a prfi¢téme {Z}, jest
\m) + {Z}-= {M +Z}
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cili
Xp+ {¥r+ @)= X+ Y+ 2z}

Stejné ziskame vSeobecny vztah
IX) + {Y}+ ...+ 1W)=[X+ Y +..+ Wh

Mame-li zvIasts vy&isliti vyraz {A + X}, kde veligina A jest
konstantni, to znamena schopna nabyti vzdy s pravdépodobnosti
rovné 1 hodnoty a, jest

™M+ X}= {A} {X}= a-h{X}

DokaZzme nyni druliou z&kladni vétu nasi symboliky:
Sou€in mathem. nadé&ji veliCin X a Y rovna se mathem. nadeéji
jejich soucinu, t. j.

{X} {Fy= {X Yh

Ex definitione jest

/ I
M= iy S pr=1>
(a1 5. 1 Y|>ﬂ—|i_ P ]
m m
=y k=1

tedy

¢imz uvedend véta jest dokdzana. Zcela obdobnou Gvahou do-
spéjeme k obecnému vztahu

\X) 1Y)....\w\ = Ixy .:.. wl

Poznamka. Véta ta jak jiz vySe uvedeno nesmi byti pfenesena
na pfipad
X =Y,
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nebot bychom obdrzeli

{X} {X} = {X.X}= {XZ= ({xh2

tedy vétu ocividné nespravnou.

Priklady:
1) Nabyva-li veli¢ina X hodnot xv x ....xn s pravdépodob-
nostmi pv p2 ...pn, pak jeji mathematickd nadéje

{X}~ pxXl+ p2x2"b***e + Pn Xn
jest obsazena mezi nejvétsi a nejmensi z hodnot veli€iny X;
nebot je-li £' nejmensi a nejvétsi z nich; plati nerovnina
£ (Pi + P2+ eee+ Vn)< {V}< £" (pt + + ... 4-p»)
Cili

r< &><r-

'2) - {v- {Al = { X} {{A}} -
“) {a iy'}} B>,
4) {A {A>}'= {AHA}= {A}2

5 {A+ {AY) {Ax = ({X} + {A}). {A}- 2 {A}2
6) {(A + [ADB = (A2+ 2A {A} + {A}D} =
= {A2}+ 2{A}2 + {A®= {A2} + 3 {AR
7) {(A- {ADZ} 4R2- 2A {A} + {A}2}-
. PR —2{pR + {AR=, {A2}— {AR

Z prikladu tohoto jest patrno, Ze vzdy jest {X2}>{X}2
nebot vyraz (X — {X*}2 jest vidy kladny.

8 {[A+Y—({A}+ {7T}Hrt={*+Y'+ + W+
+ 2A Y — 28A}—2A {Y}—2 Y{A}-2T{I"'} +
+ 2{AHY}j.

lipravime-li pravou stranu na zakladé predchézejicich prikladd,
obdrzime konecCné:

{[A + Y-({A} + (11)]12}- {A2} + {Y2} {A}2— {Y}2
5*
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9) Budiz

El=£ (Xt {X9),

vyhledali jest

] {ii2}
ReSeni:
2= {2I (Xi - UVI2} {eK*2- 2 A% {X*} +
= 202- 22Xy + X2,
ponévadz

B {(Xji} - K32

“182} = | v(ix*2} - {X*}2.

jest konecné

Z davodfi uvedenych u pfikladu 7) plati vSeobecné nerovnina

22> 2 X

J ; \,r(,}§ 11. TFi véty mathematické.

V tomto odstavci podame tfi véty mathematické, jez jsou
pripravou k ddkazu roz$ifené vély Bernoulliho, o niZz pojedname
v nasledujicim odstavci § 12.

A. Veta Markovova.

Budiz {X} mathem. nadéje veliCiny X, které pfislusi systém
vesmés kladnych podle velikosti usporadanych Ccisel

il Wl Ny
0 pravdépodobnostech '
Pv Pz Pn
a budiz dale k > 1 libovolné velké predem dané Cislo, potom pravdé-

podobnost nerovhiny

jest vétsi nezli

Dlkaz. V systému hodnot veli¢iny X stu zfejmé Cisla hovici
jednak relaci

x* < A2 {X}, pro k=1, 2,.. .r
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a kromé toho Cisla
.xh> A {X}
Pravdépodobnost prvych oznaCme P a pravdépodobnost dru-

pro k=r+ 1,.. .n.

hych Q, takZe jest
P+Q -1,

kde podle véty o sCitani pravdépodobnosti
P=Pi+ p2+ ¢* + PA*
Q= Pr+l + Pr+2 + eeee + Pn- .
Podle definice jest
{X} =ptx1+ j)2xt +
a jezto podle predpokladu sou€iny X, p* jsou vesmés kladnymi,

————— + pnxn

jest
{X} > pr+l M+1+ ... + Pn Xn,

nebot celek jest vzdy vétsinez jeho Cast. PoloZzime-linyni

Pf+l xr+1+.¢'s + Pnxn= | {Prvl + pr+2 + e eee pn) = £ Qf
tedy
kdez
n PFAL*MAL + eeee 4“Pn
pr+1 “f Pn
... XN, pro

a jest tudiz Cislem obsazenym v intervalu Cisel xr+i,

néz jednotlivé plati nerovnina
xh>tf{X),
bude i
IX |

Nasobime-li tuto nerovninu Q, obdrzime

i QE>1*\X)Q.
Jak svrchu dokazauo plati véak relace
\X)>SQ,
jest proto i
{X}> 10> AR\X)Q
a tim spize

{A}> A {A} Q



1> ARQ.
coz znaci

(X< RYX} > 1—A

Nazornéji a vSeobecnéji Ize vyslovili vétu Markovovu takto:
Je-li X zavislou veli¢inou na ndhodé a kladnou, t. j. schopnou
nabyvati podle zakona pravdépodobnosti vZdy jen kladnych Cisel-

nycli hodnot a {X} jeji mathematickou nadéji (neb jinou stfedni
hodnotou schopnou alespon formainé interpretace jako mathe-
matické nadéje), potom jest mathematickd pravdépodobnost
existence nerovniny

X <-A2 {X2}

veétsi nez 1-—--

Abychom to objasnili konkrétnim pfikladem, budtez
XV a2 ...xn

hodnoty neznamé veli¢iny X . Utvofme arithmeticky prdmér
a vyhledejme si t. zv. zdanlivé chyby

Zie = Xk — x0 k=1, 2,...n
Tak zvana stfedni chyba m jest pak dana vyrazem
2l z/*2
n—1

m2=

Vyhledejme si nyni pravdépodobnost, Ze z/k2 jest menSi nez
X2m2. Véta Markovova pravi, Ze pravdépodobnost ta jest vétsi

nez 1— 1

Véta CebySevova.

Necht veli&iny Xv X2 ...Xn jsou na sobe nezavislymi a A
opét libovolné predem dané oislo vetSi jednotky, potom pravdé-
podobnost nerovniny
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Dlikaz. Zde patrna jest vhodnost zavedené symboliky, ktera
umoZziuje vidéti v této vété vlastné jen modifikovanou veétu
Markovovu.

Polozme

iz=2J(X— {X}
a vyhledejme {ii2} (viz pf. 9) § 10), obdrzime

Z aplikace véty Markovovy na vyraz plyne pak:
(S12 <A {S=>J}H>1- i |,

coz znali, Ze nerovnost
S12< A2 {SI*}

plati s pravdépodobnosti vétsi nez 1 ~ . Odmocnéni dava

nam déale vztahy:

+ AVI si*),
& — AY{i22},
takze b, i3xaa»
- AWii>< Si ¢ AV{iz2}. \

Dosadime*li za ii a {ii2}svrchu uvedené hodnoty, obdrzime
vétu CebySevovu.

G Il. Véta CebySevova.
(Cebysevova formulace theorému Bernoulliho.)

Pro nezavislé veliCiny Xk (k — 1, 2, ... n) necht plati nerovnost

Ade A libovolné kladné Cislo; polom pravdépodobnost, ze arithme-
ticAy pramér veli¢in X* jest pFiblizné rovny arithmctickému priméru
jich mathematickych nadéji, jesi libovolné blizka jistoté, vzrlsta-li
jen pocet velicin Xk neomezené¥*)

*) Rozsiteni této formulace pro zavislé veliCiny X* podal Markov
v pojednanich math.-fysikalni spole€nosti na université v Kazani.
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Dikaz. Budtez opét 1>1 a fi dvé libovolna kladna cisla
a polozme
A *27 (Z*- \XK}),
potom.pravdépodobnost nerovniny

Si
—p< —< +0p
n

jest vétsi nez 1— ~ , volime-li jori Cislo n tak velké, Zc

AVﬁ <>e

Vétu OebySevovu lze totiZz psati ve tvaru

AV ® } < SK +i V{A*>
Cili-

podle pfedpokladu jest vSak

{***>< a,
proto tim spiSe i

W) Z (W }- \XuY)

a
n n
a
V..
Vimn ' ’\>}.n Vn «
takZze mlzeme psati
A a # A ]
-, V « < < + Va
Va7 0 Vo g
aneb vzhledem k vySe uvedené nerovniné
Si _
< + fi-

PonévadZz muzeme pfi vzristajicim n voliti fi libovolné malé,
plati véta, Ze



Pri dostatéciie veikem n lze tadiz s matheniatickou ‘pravde-
podobnosti libovolné blizkou jednotce ocekavali, ze i rozdil mezi
arithmetickym prlmérem na sobe nezavislych veli¢in Xk amjich

mathematichych nadéji stane se libovolné malym.
WH//

§ 12. Theorém Poissonf]v.‘

Podavajice t-heorémy, jeZ nesmi jméno Bernoulliho a jednaji
o pokusech opétovanych predpokladali jsme, Ze pravdépodob-
nosti p a q se béhem pokusl neméni, na pf. vytazenou kouli
vkladali jsme opét do osudi a t. d. Dejme tomu, Ze vsak vytaZzenou
kouli do osudi jiz nevloZzime, tim méni se ovsem i situace v osudi
a s ni veliciny p a qod pokusu k pokusu. S problémy toho druhu
zabyval se prvy Poisson a proto oznacuji se obvykle jeho jménem.

Budiz opét

p pravdépodobnost zjevu A
a q pravdépodobnost zjevu non A,
takze jest
v+ ?7=1

Zjev A jest bud existent-ni (vytdhli jsme na pf. bilou kouli)
aneb ne.

Pokladejme prvy pfipad za vyhru 1 a druhy za prohru O,
potom naSe hra X jest schopna dvou hodnot

xt= 1, x2= 0,
jichz pravdépodobnosti, nyni meénici se od pokusu k pokusu,
nazveme
Ve <i>

proto bude mathernacickd nadéje vyhry, t. j. vytazeni bilé koule
podle definice

(Xi) =*piXx -f qiX2=p*. 1 + qi. O=p{
a podobné jest
m = pi.P-i-qi.0"pi.



PonévadZ pi mlzZe byti maximalné rovno 1, plati nerovndSt
Xti < 1,

takZze mlzeme zde aplikovati druhou vétu CebySevovu. Uginime-li s
pokusdi a mame-li a existentnich pfipadd, jest

Déle jest hodnota
>/

21 {X-} = X pi= jt) + p>-f pW + ...+ "' p(),
t. j. rovna souctu vSech pi, pfi nichZz vytaZzena byla koule bila.
Podle druhé véty CebySevovy plati vSak pro

*>-£ -, a<i)
nerovnost
/ a pM -h pW + ... + pW \ 1

v niz lze ft voliti libovolné malé a A libovolné velké. *
Obdrzime tak vétu

a + pW +pW + .. . + pw
S 5 9

)= pW= p@=.... = p)= p

pfechazi ve vétu Bernoulliho a kterou Ize slovné formulovat! takto:

JeAi poéet pokusl s dostatecné veliky, potom lze s pravdé-
podobnosti libovolné aproximujici jednotku oCekévati, Ze absolutni
hodnota rozdilu

a -f P&) -fp&) + /.Vi; -f
J S

¢wde mensi libovolné malé veliCiny p.
Vétu Poissonovu, kterd jest zevSeobecnénim v § 5. odvozené
véty Laplaceovy, moZno na zakladé toho formulovati néasledovné:
Koname-li dostatecné velky pocet (s) pokusl, pf¥i nichZ jsou jen
zjevy A anonAmozny a kazdému pokusu i odpovidaji  jiné
pravdépodobnosti pi a qy potom lze s mathematickoupravdé-
podobnosti

ktera pro

1oV 2 r 'Z
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ocekavali, Ze ¢i$Zo a, udavajici pocet zjevu A, iurfe vymezeno ne-
rovnosti

Ps—y Vzs Epigi<a <psyV2s 47,
fa/e * \ , m n n-r"\Mr i R k. >I< ~% fT
PQ~ 5 =
11

§ 13. Theorie rentability a risika.

BE - ionen i ATiTE AR

Theorii rentability a risika*) budeme studovati pomoci theorie
spravedlivych her, jeZ bude nam tim, ¢im bylo osudi pro formulaci
tlieorém0 mathematické pravdépodobnosti. Proto budou nase
uvahy predstavovati vlastné theorii konkrétni rentability a risika,
tedy na pf. takovych risik, které lze raéfiti mirou mathematické
pravdépodobnosti. Definujme nejprve spravedlivou hru. PfFi
spravedlivé hre jest soucCet sdzek s roven vyhfe v. Plati proto
rovnice

2)s =

Hra spravedlivd jest dale nonnovéana predpoklady mathem.
pravdépodobnosti, takZe pro dostate¢né velky pocCet her plati
zakon velkych Cisel. Z toho plyne, Ze sazka pfFi spravedlivé hie
ma se rovnali vyhte, jiZz na zakladé mathematické pravdépodob-
nosti Ize ocekavati, co preloZzeno v mluvu nasich symboll skyta
rovnici

s = e>(p) = ).
PFiklad.
~ _H[raci A a B hraji o vklad 60 K kostkou. Padne-li Cislo 1 vy-
rdvd A, padne-li néjaké jiné vyhraje B. Kolik musi vsadili A
a kolik B. Oznafme jich sazky sA a S& Podle vy$é uvedené
rovnice jest:
N SA 4-sB= 00 =w.

PonévadZ pravdépodobnosti vyhry jsou
.. i .. 5
Pa = [v)a = *g . VB — (V)b = &>

*) Viz: //. Broggi: Versicherungsmathematik (1911) p. 313 K.
Wagner: Das Problém vom Rieiko in der I-/ebensversicherung, Jena 1898.
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jest konecné

* o 1

sA= v (VA= 60 o = 10,
) 5

sB= v.(v)b = 60.—0-: 50.

Aby hra byla spravedliva, musi proto vklad-hraCe A obnaseti
10 korun a vklad hrace B 50 korun. Hraje-li se dostatecné dlouho,
nevyhrava ani A ani B.

Vyhra jednotlivé hry po odeclteni sdzky jest,
- VA =s V— B8A,
a nazyva se cistou vyhrou.

Plati rovnice (ex definitione symbolu {})

Ki} — («k— *a)Va
a ponévadz

Sa — V(v)a =V
bude i

{va] =

Z této rovnice plyne bezprostfedné

w = {»*}
Spravedlivou hru Ize podle toho definovali jako hru stejné

mathematické nadgje Cisté vyhry. Tak zvana pravdépodobna Cista
vyhra jest dana rovnici

v i-"— fr-V ii,
jest to tedy obnos, ktery nam zlstane, odccteme-li sazku sA od
pravdépodobné vyhry v pA. PonévadZz pA lezi v mezich 0 a 1,
jest
max. rA=v—sA= v—pAv=g9gA.v
min. VA sa —'SA =*— Pa v,

takze plati nerovnost
— pA v < va < QAV.
Cim uzsi jsou tyto meze, tim méné riskantni je hra.
Plati véta, Ze nadéje vyhry hraCe A jest zarovefi oCekdvanym
risikem hrace L a naopak. Abychom to dokazali, oznacme risiko
pismenou 72, bude

{iu} = liB= vPaPb=V7bVb]



podobné jest *

j"} —Rj. — SA. L

Kromé uvazovaného absolutniho risika mluvi se nék«K~i o réta
fAvnim risiku, které definujeme vzorci

rA = Ra = QA

B = Eb = Vb @
a vyjadfujeme v procentech, tedy

rA°o ~ (a °0>

rs% = 100pB U %-

UvaZzujme nyni nasledujici hru. Budiz p mathem. pravdé-
podobnost néjakého zjevu, jehoZz objeveni jest normovano za-
kony mathem. pravdépodobnosti a prfedpokladejme hru dvou
hracd A a B, pji které prvy t. j. d v pfipadé objeveni se jistého
zjevu zaplati druhému hréci, t. j. B Castku v.

Mame zde pfedevSim pro sdzku sB, kterou B musi platiti,

sb = Vv-
Mathematické risiko prohry pro A jest déle
Ra = V (v— sB).

Hra at jest spravedlivou, takZe risiko ztraty obou hracl jest

stej né
Ra= V(v—SB) Vtl—p)v = pqv-= qsB= fiB.

Pfedpokladejme nyni, Zze hra¢ B, aby se uchranil alespon
.Céste¢né od moznych ztrat pfi hie, zaplati tfeti osob& C pojistnou
prémii Pv v disledku které, prohraje-li, obdrzi od C sazku $B

Zpét.
Jeho nové risiko prohry obdrzime, piSemc-li posledni rovnici

JB = p{v— sB)= qsB
ve tvaru
Rb — (sb +

nebot platebni povinnost sB hraCe B zvétSila se nyni o prémii Pv
Obnos premie rovna se ovSem risiku ztraty, mame tedy

P = Rb~ gsB



a proto bude - *
RB= p [v—SB— Aji] — 2
S obdrzi v pfipadé prohry ovSsem jen sazku sB a nikoli vSak
pojistnou prémii P+ zpét. Proti tomu mohl by se opét pojistiti
zaplacenim premie
P2= Rb=2
¢imZz by se jeho risiko ztraty zmenSilo o
Rb=f sb at. d.

takZze hrag, aby se UplIné zachranil od prohry, musel by platiti
prémii

P=sPi+ P2+ P34 +..= (240i2H +..)= -j"~ =

g
= Pph == {2
= q

a to jest skutecné maximalni risiko prohry pro hrace 5, jak v pred-
chézejici uvaze bylo dokazéano.
Nase Uvahy mlzeme vSeobecnéji podati takto. Bucftez

ph= (i*) pro k=1, 2,...n
pravdépodobnosti vyskytnuti se jednoho zjevu i* z n jediné
moznych pfipadl, takZe plati rovnice

n °
S «'.»'e .
k=1
Pfedpokladejme dale, Ze v pfipadé vyskytnuti se zjevu Fh
osoba A ma platiti osobé B urCitou sumu ak a osoba B ji na ten
Gcel poskytuje titulem sazky obnos potom pfi spravedlivé
hfe musi se stfedni hodnoty vyplat, t. j.

° . n

{f4a)= Yt &
1
n

{«! h,
1
sobé rovnati, nebot ze spravedlivé hry nema miti ani A ani B
uzitek a to jest mozno jen tehdy, je-li risiko vyplat u obou stejne.
Plati proto rovnice
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M- N=Z

kterd charakterisuje risiko spravedlivé hry. Soucet ten sklada se
z kladnych a zapornych ¢lenG v poctu i resp. j, (i + j = n).

PiSme tedy

i

Vi(@— h)—J]W( —«)= 0
k-i i

o
bude pak
| |
Nopr (P —bk) =y (V —
F=1 -1
kde
a* > bh bv > 1A
Prva hodnota
%
Ra= " p*(@*— 6% a*> 6
i=1

nazyva se risikem A vici fi a podobné
i
rby- pe(B*—«) > o

risikem B vic¢i A. Znamename-li absolutni hodnoty symbolem |

jest dale R 1\1//5‘**_/'3\

tak zvanym matheinatickym risikem hry. Dale nazyvame hodnotu
mim

m = )iyp>(*k-h)~*
Tt— r #
stfednim risikem hry. Posledni dvé veli¢iny jsou ddlezity pro
mathernatickou charakteristiku hry.

Posouzeni rentability podniku (hry), ktery zavisi na nahodg,
jest mozno jen s vétsi neb mensi pravdépodobnosti. Pro podniky,
jichz existenéni podminky odpovidaji normam mathematické
pravdépodobnosti, jak jest tomu na pf. u spravedlivych her,
Ize prosperitu vyjadfiti stanovenim risika. Definujeme:



Podnik jest rentovny, riskantni aneb nejisty podle toho, je-li
mathematicka nadeje pFirlstkd kapitalu podnikatelii kladna, zaporna
$eb rovna nule.

Priklad 1.

C- -4 5 hrajihru bez remis. B sazi navytahnuti koule s &isly
1 az90 obnos 10korun. Vyjde-li nékteréCislo mimo 1 a 90, ne-
wyhrava B nic; vyjde-li vSak | neb 90, zaplati A hraci B 1000 korun.

"de jest

- 88 c
fiA~ {4}=-9Q .10- 90 (1000- 10)= _ 1233
a hra neni pro ™ rentovni. Snadno se o tom presvédCime, nebot

hra neni ani spravedliva.
Séazka spravedlivé hry jest zde

S = G . mon + 88 .0=22-22
90 90 . )
4 —F...
a pro ni
88 2
— V - » g (><*»-* 1)

Sazka 10ti korun jest tudiz nepomérné mald a hra dostatecné
dlouho hrand by hrd€e A ruinovala. Naopak hra¢ B mohl by
pfi dostatecné dlouhé h¥e ziskati libovolny obnos. — Pfiklad
ten ukazuje, Ze nutno pfi hrach a vibec podnicich zaloZenych
na principu spravedlivé hry pocitati rentabilitu pro kaZzdého
hrace zvlast, nebot co jest rentovné pro A, .miZe byti riskantni
pro B a naopak. Ze by svrchu uvedena hra hraCe A ruinovala,
Ize dokazati i mathematicky.

Nebot podle druhé véty OebySevovy lze totiz pfi dostatené
velkém poctu pokusl ocekavati s mathematickou pravdépodob-
nosti blizici se libovolné k jistoté libovolné velky pfirlistek kapi-
talu v pfipadé, kdyZz mathematickd nadéje jest vyjadiena kladnym
Cislem a daplné vycerpani kapitalu, je-li mathematickd nadéje
zaporna. Plati totiz néasledujici theorém:

Je-li pro veli¢iny na sobé nezavislé X+, jichZz poCet mlze byti
libovolné zvétSovan, vyhovéno nerovnostem

{EV2} < c, iX)> b) %=1 2, n

kde b ac jsou urgita Cisla vétsi nuly; potom mozno n voliti tak, Ze
Ize oCekavati platnok nerovniny

21X i I> (ty
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s pravdépodobnvsti

kde jesi opétné A> 1 a a znaci libovolné velké pfedem dané
kladné cislo.

Z druhé véty CebySevovy plyne totiz pro {A*2}< c.

T L{xn} ZXn Y
je-li jen

N

kde A jest pfedem dané libovolné velké a p libovolné malé Cislo.
Z toho nasleduje, Ze

jakoz i
2r'\xn}—fin<£ Xn) > 1—~
Jest tedy co nejméné s touze pravdépodobnosti
£ Xn> 2I {An}—nu
a ponévadz podle predpokladu {X} >b, tim jest tudiz i
£ {Xn}> nb.

SeCtenim obou nerovnosti obdrzime
) £ Xn+ £ {An} £ {An} + nb— W(l
Cili

£ Xn>n (b— pr

PonévadZz n muze libovolné risti, jeZzto pokusy lze konati
v libovolném poctu, proto mdze £ Xn prekrociti kazdé libovolné
velké pfedem dané Cislo a s matkematickou pravdépodobnosti

I : RSP o A - .
1— —— Jez se libovolné blizi jistoté, nebot A jest Cislo, které

Ize zvoliti libovoIné velkym. Tim jest vsak svrchu uvedena véta
dokdzana. — Mutatis mutandis dokadzeme i libovolné velkou

6



pravdépodobnost vyCerpani kapitalu, je-li mathematickd nadéje
dana cislem zapornym. ObtiznéjSi jest jiz analysa, kdy mathem.
nadéje prirdstku kapitalu se rovna nule.
“Y" Priklad 2.

Jest posouditi néasledujici hry, B sazi 372 koruny; hry pak
at jsou:

I. A zaplati B tolik korun, kolik padne p¥i vrhu kostkou, tedy s,
padne-li 1, 2s padne-li 2, a I. (Z

IL .4 zaplati za &isla 4, 5, 6 sedm korun, za Cisla 1, 2, 3 nic.

I11. .4 zaplati jen za Cislo 6 jednadvacet korun a za ostatni
Cisla 1, 2, 3, 4. 5 nic. [

Hry jsou vesmés spravedlivé, nebot podle vzorce

s — 2J pk vt, kde p= —
jest sazka

N1+ 2+ 3+ 4-p5+6]l= |,
*hi=~t7+7.+ 7]W8i ,

577==— .21 = 3]

Risiko vypocteme, podle vzorce

R~ Up(v—ys), V> S

bude tak
Ulr=/2/ +U +11-7 > =214% t.
a }= Rn= L [3« +3" + 3»]=-L, ru = 50% «
\
o« o 1 357
{A}ZRI’I’I = — [17]] = iy, = 83 %

|
Prvd hra ma& nejmensi risiko, to jest 217% séazky a posledni

nejvétsi, to jest 83-|% sazky* Proto jest prva hra spojena s nej-
mensim risikem pro hrae A a posledni s nejvétS§im. Pro B plati
ovsem opak; muize-li B voliti hru a chce-li voliti pro sebe hru
nejrentovnéjsi, bude voliti treti.



Priklad 3.
V loterii o n losech projektovany jsau vyhry:

vik vyher v cené VKk, (pro k=1, 2, 3,. .. s5),
na

w— 21 /lI* — n{)

nepripadne Zadna vyhra. Jaka jest cena losu pri spravedlivé hie?

Hra jest spravedlivou, rovna-li se mathematické risiko kaz-
dého hrace nule. Vyhraje-li hra¢ F* korun, potom vyhral vlastné
F* — X korun, kde X znaci cenu jednoho losu. Pravdépodobnost

dosici tuto vyhru jest

Nevyhraje-li hra¢ nie, jest jeho vy-

n
hra — x korun a pravdépodobnost toho

nit
n

Mathematické risiko hry
nule, proto mame

n—=¢£
n

jest ale pfi spravedlivé hfe rovno

r:{Vl-x)’\n+(V 2-X)/\n| S S +[V.-x) m*
n— £ mh
e —— X = ,
n
tedy
oy om, r-mj T7 ms
X = Y/I—";- + Eu—/* ----- + V N

Budiz n== 500 a vyhernitabulka sestavena takto:

= 1 vyhrav obnosu Vx= 1000 korun,
m2= 4 vyhry vobnosu F2 = 500 korun,
m3= 10 vyherv obnosu F8= 100 korun,
potom jest
1 10
x= 1000. —- F500.— + 100.—— — 8 konin

500 500 500 %
Cena losupfi spravedlivé hfe obnasSi tudiz 8 korun” J

Pfikladukazuje jasnéshodu bezprostfedniho

logické o rozumo-

vani s vysledky uvah na zakladé poéku mathematické pravdépodoby

nosti.
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y
Cena lésu rovnéa se totiz evidentne celému k vylosovani urce-

nému obnosu delenému poctem losd, obdrZzime tak
1000 + 4 .500 + 10. 100

A A

500 = 8
jako prve.

Zde naivni vypocet jest kratSi, jsou vSak pfipady, kdy neni
tak snadny a potom uplatfiuje se poCék pravdépodobnosti piné.
V déjinach pocltu pravdepodobnosti bychom nalezli hojné toho
pfikladl. — Kdyby cena losu byla vétsi nez 8 korun, Ffeknéme
10 korun, potom nebylo by risiko hrd€e rovno nulle a hra by
byla pro hréce riskantni, t. j. spojena se ztratou.

Pfiklad 4.

Mala loterie.

V Janové bylo na pocCatku 17. stoleti zvykem voliti losem
5 ze 100 senatord k Fizeni statu. Benedctto Gentili pouZil tohoto
faktu k zavedeni sazek, Ze ten neb onen bude zvolen. Z toho
povstala kol r. 1620 statni loterie, ktera pozdéji i jinde byla
zavedena. V Némecku udrzela se az do roku 1861 a u nas zruSila
ji teprve Ceskoslovenska republika.

Jeji sloZeni jest zndmo. Obsahuje 90 Cisel a hraje se na vy-
tazeni jednoho az péti Cisel v libovolném poradku.

Mathem. pravdépodobnost uhadnouti

1 Cislo’ p, - ( 9? \J: > : .9(% —1, (cxtrattoj”
0 * i r o< | 1 90:89 - , 1 X
iMIL in »n

” - / 90\ 5.4.3 90.89.88 !
3 & \* 1= T--1T -1 — '—
4 Cisla p,, i ' ) - : (kvaterno)

\ 4/ Ol' KMo v,)ym
5« a=(rI) = 094768~ (kvint. ™ ).......

PFfi spravedlivé life méla by tudizvyhra byti
185 4005 117485 5110385 a 43949268 5,

kde 5 znaCi sadzku. V Rakousku obdrzel vyherce v. prvych tfech
pFipadech
145, 2405, 4800 s,



nehledé ku 15% vyherni dani. Sazky na kvaterno a kvinterno

se nepfijimaly. Nespravedlivost hry lezi na bile dni. Hra ma byti

vzdy spravedliva, nebot jen jej? zdanéni mize byti zdrojem

iiskalnich p¥ijm0, ale nikdy vynos nespravedlivé hry. Ze hra

neni rentovna pro hrace, ukazuje vypoCet mathematického risika.
Méame pro

1 17 2 A
extratto R = .» (l4s—$) — - $= 7
18 v 18 9
ambo R 2 (240 & ) 799 S 2 S
Vv .
801 v 801 5 5
1 11737 7
terno R = ---(4800% — s) —- s
.V 11748 1 11748 12

Cili v procentech sazky okrouhle
22%, 10%, 57%.

Nejméné riskantni hra jest v extratto, nebot pravdépodobnéa
ztrata obndsi jen 22% sazky; asi dvakrate tak riskantni jest jiz
hra v ambo, kde lze ocekavati pfi velmi velkém poctu her ztratu
rovnajici se 40% sazky a asi tfikrate tak riskantni jest hra v terno,
nebot oCekdvanad ztrdta obnasi plnych 57% sazky.

§ 14." Problémy historické.

.~/“ :
A. Problém trvani liry. /
(Problém der Spieldauer, la ruine des imieurs, problém obduration of play.)

Hrac¢i A a B majici a a b korun hraji o sazku 1 koruny hru
bez retnis tak dlouho, az jeden v3e prohraje. Pravdépodobnost vyhrali
jednotlivou hru necht jest pro A rovna p a tedy pro B rovha 7=1 — p-
Hleda se pravdépodobnost, ze hra¢ A vyhraje.*)

Pravdépodobnost vyhry pro A oznaCme pfi stavu a = x sym-
bolem wA (x). Hra jest skoncCena, je-li x — 0, nebot potom A vse
prohral anebo pfi stavu x = a + b. kdy prohrdva B. Pude tudiz

wA {o) = 0, wA {a +&) = L

*) Viz pojednani K. Vorovky v Cas. c. matli. 1912. Str. 562. O za-
jimavé historii tohoto problému viz: Czuber, Jahresbericht der d. Math.
Ver. 1899. Str. 37. P¥i prvém studiu doporuCuje se 8§ 14. vvnechati
a prejiti ihned k 8§ 15. Problémy zde uvedené jsou totiz ponejvice jen
historicky a mathematicky zajimavé.
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UvaZzujme nyni stav pfi hfe po a = x. Vyhrava-li A tuto hru,’
Cehoz pravdépodobnost jest p, potom a= x +1 a pravdé-
podobnost vyhry pro A jest wx (x +1); prohrava-li hru, cehoz
pravdépodobnost jest g, bude a—x— 1 a pravdépodobnost
vyhry pro A rovna (x — 1); méame proto

Wa (*) = VWA(x + J) + 2WA & — 1>
coz jest different(“:nl’ rovnice, jeﬁi charakteristika
AN p A2+ q,
ma dva kofeny, jeZz vzhledem ke vztahu

V + q ==
JSOU -

1,=1 a= 9. + 0
Integral svrchu uvedené differencni rovnice jest proto
W) = C, + c2 j

Ke stanoveni konstant pouZijeme rovnic

«'A == G + 2 cx + c2= 0,
wA @+ b=g+ S ~)—L
z nichz plyne
Jest proto
Cili
X»RX) = pr

V pfipadé, kdy p = vy, jest podle znamych vét o integraci
differencialnich rovnic

wj. (») =.cx + c2&
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Urcime li konstanty podobné jako svrchu, obdrZzime

X
* =1 N
/ Wa ()= 41
Jest tudiz pravdépodobnost vyliry pfi poCatku, t. j. pfi stavu
X=apiip” ¢
(- 1)
"pa+b (atb

a pfi p—g

Pravdépodobnost vyhry pro hrd€e 7 jest. pfi p g rovna

WB() = L
I ®)

a ponévadZ jeden z nich vyhfati musi, jest.
wA(@ + wB ()= 1

shodné s algorithmem mathematické pravdépodobnosti. Z obou
rovnic plyne
MJ@) ~ wB(6) +ith(6) _ 1
a 6 a+ 6 a+ 6

a z toho pravidlo: je-li hra spravedliva, t. j. p = g, potom pro A

plati Uméra
/| Fr (vyhry) a
(prohry) =
a cCili

* * 1 * * l
(vyhry) oo . a (prohry) oo 5
Déale mame pro b”a
UB (b) = Mr = —1—ri= 1
a b a

+ T

Jest proto vyhra pro B a tim i prohra pro A témeér jista, pre-
kroCuje-li hodnota b, kterou vyhrali mini, znacné jeho kapital a.
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K témto dlsledkim dospéjeme i pfimo pomoci pojmu
mathem. nadéje {}
Podle definice jest

(.4} &= 2J pi xi, %
kde
Pi= iva («kh V2= wB (&)%)
XX= 6, % — — 9,
tedy

{A}=W. (a) .b—wB (b) . 0
a ponévadZz pro spravedlivou hru jest
IA} = 0,
pfichdzime opét k rovnici

f@ we)
a -~ b -
vySe uvedene.

K B. Moivrelv problém.**)

(Rencontrespiei, Jell au Treize, game Cf treize.)

Osudi necht obsahuje n kouli oznafenych Cisly 1 az n, které
jednu po druhé vytahujeme. Jaka jest pravdépodobnost, Ze alespon
jedna z nich bude vytaZena v tahu odpovidajicimu jejimu cCisluJ

PoCet vSech moznych pofadi rovna se poctu vSech permutaci
z n elementd, t. j. n\. Abychom vyhledali pocet viech pfiznivych
tahl, uréeme predev§im pocet vSech nepfiznivych, ve kterych
tedy Zadna kouje neni tazena v tahu odpovidajicim jejimu Ccislu.

Je-li i Cislem, které jest jediné na misté, potom pocet permutaci
v nichZz i neni na miste, rovna se

n'lt'—(»— 1L

Abychom to nahlédli, uvazujme, jak tvofime permutace. Pfed-
pokladejme n — 1 element(l, potom bude pocet permutaci n — 1l
Pfistoupi-li k tomu n-té cCislo jako novy c¢len, potom pfipsani
jeho ke stdvajicim permutacim na konci, poskytne ndm pocef

*) Pravdépodobnost wA (—a) jest rovna wB (b), nebot aby prohral Af
musi vyhrati B.
**) Literatura a déjiny u Czubera (L c.). Str. 44.

%
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téch permutaci, v nichz n-té Cislo jest na svém misté a proto
jest (n— 1)! pocCet téchpermutaci, kde n jest na svém misté a

N — (n — 1! w/,

pocCet téch, kde neni na &vém misté. Povazujemé-li dvé Cisla na
svych mistech stojici za jeden element, hude ocCividné

ih— 1) — (n— 2)!

Ih)o Cet pfipadu v nl permutacich, ve kterych dvé Cc¢isla nejsou

|\|/ia misté @ t. d. Mame proto '

nl —2(»—1i)! +
pfipad(, kdy ani jedno ani dvé ¢isla nejsou na misté. Podobné
7 obdrzime pro tri Cisla
D+ i in—2) — (»—3)! a t, d.

W— N

Tak dospéjeme indukci ke vzorci pro r Cisel

Nl (i) (« 1)1+ (2) 0- aj!

a délime-li jej poctem vSech moZnych pfipadd, t. j. n!, obdrzime
vzorec : :

J« .r) > (), -

f A ~n op) i«

Tim stanovena jest pravdépodobnost, Ze I kouli jest na ne-
spravném misté a ostatni bud na spravném aneb nespravném. DalSi
feSeni provedeme Jakto:

Budiz

.. . poCet pripadl, kdy jedna koule oznacena ¢islem a byla
v rt-téem tahu tazena,
el ... pocet pripadl, kdy se to nestalo, bude

c, + sl ~ nl,
tedy
ex= ni — £ —nl — (n—J)L
Je-li dale symbolicky

sx€2eeee pocet tahll, v nichz byly jisté dvé koule na mistech
jim pfisludnych tazeny,

-p 1)
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eXe2. ... podet tahll ve kterych to jisté nenastalo a

ex$o.... poCet tahl, kdy jedna jest jisté na svém misté
a druha nikoliv.

Co se tyce jinych kouli, mohou byti na pfislusném misté
anebo ne.

Mame proto v dlsledku predeslych Gvah

gi=(n- 1),
Si§j= (n— 2)!,
Si§...g= (& £
kdeZ t jest pocet indexd i, j,. s. Déale jest samoziejmé
e\ c\c2d"

nebof pocet tahl, pfi nichZ jedna koule nebyla na misté, rovna
se poétu tahl, pfi kterych dvé koule nebyly na misté vice pocet
tahd, pfi nichZ jedna byla na misté a druha nikoliv. Z této rovnice
plvne

rc2= ci— ei *»

Stejnym postupem obdrzime

ei e2c*:=e\e2— ei (i B\

a vSeobecné, polozimc-li symbolicky

5i  Cge...ef= (p ()w,
rovnici
<fi | re Lo el - T[] erei
Jest vsak
PQ),= Nl —2 («— 1! + (P— P =
= [M—w—U]—[»>—I)N— —2)=
= @ n— E)n-
PBN— @»—9 (2)n_ X
P{r +D» = Fn— @ (Nn—i

a proto také vzhledem k rovnici pro o (r + 1),

<pfpr+, = Y
PonévadZz vseobecné =a§j, plyne z nvedené rovnice dale

@), K=<p(NH\ .
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Z posledni rovnice obdrzime vztahy
W (1)» = g>(i)«—i>
®(1),_1 B, =(1)h—2.
jichz znéasobenim a zkracenim plyne ihned\
Si()»£283 » P(1)w-2-
Plati dale rovnost
s @n—so @« <O
a nasobime-li ji 82
8, 8 <p(2)n= *2 y (I1)n — *2*3 < ()«—1

— @@ w—2— (e @)n—8= <9n—27?
tudiz

<P (2)n *Les (p(?)»_2-
Stejnym postupem obdrzime
9 Mn Bc8l — (p (r)w—
a snadnym zevSeobecnénim
(N,ekei ....eq=<p()* ,
kde s rovna se poctu veli¢in8* levé strany rovnice. Tim sta-
noven jest pocet pFipadl, ve kterych r 'kouli neni na pravém

misté a ostatnich n — r kouli hylo na pravém misté tazeno, ¢imz
jest problém zasadné feSen, nebot podle Umluvy znaci

p@n=nmMonr=nn\N—2j*(n—+ —+ (—Dr(n—rn)l.

Jest vSak N
POh—r)n= (>

tudiz pravdépodobnost, Ze r kouli jest na pravém misté a ostatni
nikoliv:

p:(»»u J\JZ.L :'I_+1 ¥ 1—

41 = * 4+ 1 ' (»-r)! i



C. Délici problém.
(Teilungsproblem, probléme des partis, problém of points.)

Dva hraci A a B hraji liru bez remis. Vyhraje ten, jenz dosahne
dfive urcitého poctu vyher. Pravdepodobnosti jednotlivych her necht
jsou stalé a oznaCme je

(A) = p, (flj= q, kde p+q= 1

nebot remisa neni mozna. Hra konci vsak pfed dosazenim Zadaného
poctu vyher, do kterého schazi hraci A jeSté x a hraci B jeCte y
vyher; hraci se dohodnou, ze sazka ma se rozdélili podle pravdé-
podobnosti vyhry. Jaka jest pravdépodobnost vyhry pro A po pre-
ruseni hry?

A. Fermatovo feSeni.

Aby hra¢ A vyhral, musi x her dfive vyhrati, nez B vyhrajey
her. Otazka pravdépodobnosti vyhry redukuje se tim na pravdeé-
podobnost, Ze A dfive x her vyhraje, nez B y her. BudiZ nyni s
pocet her potfebnych ku skonCeni hry. PocCet ten jest sice neznamy,
avSak jest obsazen v mezich

X< s<ix +y—1,
nebot aby A vyhral, staci aby s = x. Ponévadz dale nejvétsi
mozny pocet her jest (x — 1) + (y— 1) + 1= x + y— 1, nebot
nfi stavu x — 1 neb y — 1 nova hra rozhodne, jest tim cislo s,
jak svrchu, vymezeno. Z uvedené nerovnosti odvodime snadno

s>Uu>s—y +1
a tak obdrzime nasledujici sestaveni moznych pfipad( pfiznivych
pro A:
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a tim i hledanou pravdépodobnost vyhry liraée A:

(A) — Pg+ Ps-1+~i-2d + -y+i
Cili
(Aj=e* + ()7~ -> 2+ (* )PS~*Q2+ oo+
+ 00 * i) 2 -

B. Re3eni Pascalovo.

Pravdépodobnost vyhry hrd€e A pfi stavu her x, # oznatme
symbolicky .(x, ’)/) PFi prvé hie mlze A bud vyhrati neb proliréafi.

Pravdépodobnost vyhry pro tuto hru jest pro A rovna p
a pravdépodobnost prohry g. Eventuality jsou

a) A vyhrava a ma jeSté hrati x-j- 1, B ... y her,

b) A prohrdvd a méa hrati jeSté x, B ... y — 1 her.

Pravdépodobnost prvé eventuality skladd se tudiz z pravdeé-
podobnosti p, Ze A pravé hranou hru vyhraje a z pravdépodob ,
nosti (x — 1, yj, Ze ji i pfi stavu x;— 1, y vyhraje.

Méame tudiZz pro pravdépodobnost prvé eventuality rovnici;

@=p@E—1y).
Pravdépodobnost druhé eventuality sklada se z pravdépodob-

nosti, Ze A v uvaZované hfe prohraje a z pravdépodobnosti, Ze B
pfi stavu x — 1, y vyhraje, takze bude

(®) = afx, y— 1)
PonévadZ jedna neb druh& eventualita pfi stavu x,y nastoupit!
musi, jest tudiz

e o o o [ o . . .
x y=@+®=pKx—1y 4£@y—1.
Tim jest problém redukovan na differencni rovnici a mize
byti rozliénym zplsobem Fe$en. PoloZime-li

X, y) = wey,
jest
wxt y—pwx-i,y & I
#

vvvvvv

«o, /=P o= 0,
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dale jest
MA( 1= p, v2, 1= p2 U< x= p*
a proto
maz= ROt -
2,22 VW2t que i— V (pt p

Takovym pfimym postupem obdrzime, znaCime-li wXty kratce opét
symbolem (X, y), nasledujici sestaveni:

1, 2)=p+ pq, (2, 2) = p2(1 + 2y),
L 3d=p+ pat p 092 3)= p3(1 +3 q),
1, 4) = p+ pg+ pge Pqg\ (2 4) = p4(1 +
etc. etc.
8, 3= p3(1 + 3 q+
4, 3)= pd4(1 + 4 10 g2)
etc.

C. Lagrangeovo feSeni pomoci vytvorujicich funkci.
BudTtez u a v dvé libovolné veliiny vyhovujici podmince
tu < 1, |vj< 1 Néasobme svrchu obdrzenou funkcionalni rovnici

wx, y ~ Vwx—1y 4P Ixty—1
vyrazem uxvv a vyhledejme soucet pro X, y= 1, 2, 3,.cccene. :
tim obdrZzime:

» ! /| * .
00 o 00 00

S = . M* P 1"V 1t# U +
11 11

00 00

S » - IM*t4, i ew
1 1

Prvy cClen pravé strany lze pséati takto:

@® @®
S+vus5 fw» -1l #- 1M1 I
1+ 1

00
Ax= pmS + J)«” to, 1,'t-
l*
jest vsak
«o, = I
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®
N 7= v + v24-v34-
i 1 v
Méame tudiz
§1= puSn + PUV
1—V
Podobné obdrZzime pro druhy clen
S2= qVvS
a tim S~ S. +8S,— V4-puS 4-QVS
1_

a z této rovnice konecné vytvofujici funkci hledané pravdépodob-
nosti

S puv
L —wWn —pu—qt]

Jest vSak

S=w\1.uv 4-w\92uU Vv2.4 WA, 3Uu V2 4-
-fw2, 1u2v + W2 2 U2V2
‘t* 1 v+

Rozvineme-li pfedchazejici vzorce v potencni fadu podle uv,
obdrzime srovnanim s poslednim vyrazy

m, i, 2?7 WI, 3, e,
Za tim ucelem piSme
0 = .ﬂuv 1 1
l1—v 1—qv pu
1—qv
puv f pu p2u2 \
(1—v)(I —qv) | 1—qv @—qv)2 i
Gili [

£=V VooV *

2] 11— VL — qv)* '

Rozvineme-li nyni jeSté pravé ziskany tvar pro S v potencni
fadu podle v a vyhledame-li si koefficient €lenu u* vy onoho
rozvoje, jenz je roven .

o[+ 0} + 1,
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obdrzime tim konecné
(A)= WXy =p| H xq+ X ry

X{x+)...{x+y--1)

(y- 1!
coz jest pravdépodobnost vyhry hrace A. Pravdépodobnost vyhry
hraCe B jest potom

B) =1
neboé jeden z nich musi vyhFati.

Poznamka. Jsou-li tfi hraCi, obdrZzime analogicky differencni
rovnici

r Vwe~-1/[*+ 7“Av-ri,z + r wvt
a vytvorujici funkci tvaru
PUVW
@—vVI—WwW({—pu—qv—rw)

Historicka poznamka. Uvazovany problém jest historicky
ddlezity z té pficiny, ponévadZ dal podnét k vybudovani algo-
rithmu mathematické pravdépodobnosti. Chevalier de Meré pfed-
loZil jej Pascalovi a ten opét Fermatovi, ktefi oba podali svrchu
uvedena feSeni ovSem jen principielné a pro zvlastni pfFipady,
jak to toho cCasu bylo obvyklé (1654:). Jakub Bernoulli sestavil
pro p = g= J tabulku, kterou ve vytahu zde podavdme a ktera

dava (A).

Hraci A Hiagi B schazi her
schazi her
1 5 3 4 5
i 1 3 7 15 31
* 2 4 8 . 10 32
1 T 11 20 57
2
T 8 10 32 64
T 5 10 42 99
3 | 3
. . 10 , 32 i 01 128
4 | 1 0 22 (97} 163
, 10 32 61 * 728 200
| 5 \ 1 .« 7 20 93 250
32 04 128 250 512
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PFikladné.
Scliazi-li hraci A jeSté 2 a hraci B jeSté 3 hry, bude podle
tabulky
il

pravdépodobnosti, Ze A vyhraje a pravdépodobnost, Zze B vyhraje

B >
REEETR

0 zbytek méli by se podle toho rozdéliti v pomeéru
A:Br= 11:5.

D. Petrohradsky problém.

Petr hazi minci tak dlouho, az se ukaze hlava; stane-li se to
pfi prvém vrhu, obdrzi Pavel dukat; stane-li se to teprve p¥i druhém
vrhu, obdrii Pavel dva dukaty, pfi tfetim Ctyfi dukaty a tak pfi
kazdém nasledujicim dvakrate tolik co pFi predchazejicim. Jakéa
jest mathematickd nadéje Pavlova?

Zde mame fakty

X Xvo XX,
k nimz se fadi cisla

X: Xt XG0 e >

jichZz pravdépodobnosti jsou

1 1 JL 1 1 1 1 1
A D o 4 2T 2 TG, '

takZe jest mathematickd nadéje Pavlova, dana vyrazem:

{*}=-!". 1+i-.2+-1.4+....=1i- + 1 + .|+ ... = 00.
. w

ktery pfedstavuje nekonecné velkou velicinu.

Uvedeny problém jest historicky zajimavytim, Ze vedl
D. Bernoulliho k theoriimordini nadéje. PonévadZ byl r. 1748
uverejnén v aktech petrohradské akademie, nazyva se ,,petro-
hradskym problémem”.n)

Zde uplatiuje se zfejmé rozdil mezi ryzi mathematikou a
skuteCnosti. Mathematika predpoklada eventualitu, jeZz* fakticky

7
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neni mozna. Ve skutec¢nosti hra vzdy musi skonciti, nebot ne-
konecné hry jsou ]Jen v mathematické fixi mozné. Analogicky
pFipousti i klasicka theorie methody nejmensich ¢tvercd moZnost
nekonecné velké chyby, ktera aktualné jest také a priori nemozna.
Uloha pfestava byti mystickou, stanovime-li, Zze hra ma pfi
n-téin tahu konciti.
Bude pak

r.y>. 21 i, 2 4- 4 4- * 4 2" _1=

§ 15. Pravdépodobnost jako pojem objektivni.

PoCet pravdépodobnosti, jak jsme jej dosud uvazovali, byl
mathematickou fixi, kterou jsme UucCelné ale proto prece kon-
vencionalné stanovili. Zejména byl uSit, abychom se obrazné
vyjadfili, podle miry schématu osudi a tim stal se né¢im zvlastnim,
ne vSeobecné platnym a upotfebitelnym. Opréavnénost jeho po-
uziti na jsoucno cCerpali jsme ze zakona velkych Cisel. Z&kon ten
byl povaZzovan jeSté Timerdingem za néco nevysvétlitelného, nebot
jak si to ujasniti, Ze nahodilé, pFiciny mohou miti, ha -v jistych
pFipadech dokonce nutné maji, zakonité dlsledky? Jak jest na
druhé strané mozno, aby v pfirodé, kde jest vSe uzakonéno,
zékonité pfFiciny mohly vésti k nahodilym vysledkiim? Jest nespor-
nou z&sluhou Smoluchowskiho, *) Ze jsa veden moderni aplikaci
poCtu pravdépodobnosti ve fysice ukéazal, jak uvedené zahady
VV8VEtliti.

Abychom jeho uUvahy alespon zasadné ckarakterisovali, uva-
Zujme nasledujici pfiklad, pOvodné uZity Poincaréem.**) Dejme
tomu, Ze stfilime do stejnomérné s rychlosti ¢ se otacejiciho
tere T v intervalech x = t* pro k=1, 2, 3,....; mohou na-
stati dva pfipady (viz obr. 9):

a) obvyklé seskupeni tref v kruznici, ktera bude tim stejno-
meérnéji obsazena, ¢im vétsi jest pocet ran,

b) zvlastni seskupeni, je-li mezidoba ran iUmérna dobé rotace
terCe, pfi CemZ nastava seskupeni tref kol jednoho mista m.

*) Die Naturwissenschaften r. 1918, str. 263.

**) Poincaré, Le$ons sur le calcul des prob., nové vydani r. 1912
a téhoZz La Science et THypoth¢se, 1906 aneb ném. preklad z r. 1904
od F. L. Lindemanna, a dale kap. ,Le hasard“ v spise Science et
Méthode.
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Singularni seskupeni tvofi oCividné vyjimecny pfipad, ktery
snad nikdy nenastane sam od sebe. P¥i skute¢nych zjevech mizeme
proto predpokladat]’ zpravidla normalni pfipady. Poloha bodu
trefy y jest pfi tom ocCividné vypocitatelnou funkci doby vy-
stfelu x (pfiCiny), takZe lze v3Seobecné psati

| )

Snadno konstatovati prvou ddlezitou vlastnost téchto funkeci,
jez nazyvdme kausalnimi. Funkce f (07 jest pro x = x0, kde xQ
znaCi dobu trefy, pretrzitou, nebot nutlé zmény v x vyvolavaji
pfi velké rychlosti ¢ velké zmény v y, t. j. v poloze bodu trefy.
To jest nutné, nemaji-li se trefy seskupit! kol jediného mista
a odtud véta:

Kausalni funkce zjevu uvazovanych v poctu mathematické
pravdépodobnosti jsou toho druhuj\ ze malym variacim x (pFicin)
odpovidaji vdivé variace y {dUsledkd).

Abv dale trefy pokryvaly pfi velkém poctu stiel pelé okruZi
stejnomérné, musi ocividné veli¢iny x vykovovati jeSté druhé
funkci (p #) vyjadrujici podminku stejnomérného seskupeni tref
v kruznici.

U zjev( uvazovaného charakteru existuje tedy kromé kausalni
funkce f (x) nutné i druha-charakteristicka funkce (p (x). V celé
Uvaze nevyskytlo se pfi tom nic, co by poukazovalo na ,,ndhodu*,
naopak vse bylo kausalné doloZzeno. Tak mohou zjevy kausalné
pfesné urcené dosici stavu, jeZz maji charakter nahodilosti. PFi tom
Jsou tyto stavy za jistych okolnosti, zde na pf. pfi velké stalé
rychlosti ¢ nikoliv vyjimecné, nybrZz normalni. Nahoda stava se
tak zakonitou.

Mysleme si nyni, Ze ter jest z N bily a ~ c¢erny; za pfed-
pokladu toho co, svrchu uvedeno, rozumime jiZz rceni: pravdeé-
podobnost, Ze trefa bude lezeti v bilé Casti, jest rovna (Srovnej
obr. 10).

Pro takto ,,uzakonénou nahodu“ plati tfi principy, formulo-
vané plvodné Voincarécm, jez plynou bezprostfedné z nasi tvahy:

1. male priciny — velké nasledky,

2. rlzné pribiny — stejné néasledky,

3. stejnd moznost vysledkd.

Jich vyznam objasnime pfikladem z theorie plvnl. Molekuly
plyn pfedstavujeme si pfi tom jako elastické koule, nalézajici
se v pfimocarém pohybu. Setkaji-li se dvé, nastane u obou zména
smérd, pfi ¢emz malym variacim smérl pred setkanim odpovidaji

7*
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velké zmény smérl po setkani. Tak uplatiiuje se zde princip:
mdlé pFiciny, velké nésledky *) V plynech piedstavujeme si dale
velké mnozstvi molekul pohybujicich se ve vSech moznych
smérech. Ponévadz stav plynu se sdm sebou nemlze meéniti,
musime pokladati prdmérnou hodndtu rychlosti a primérny
smér jich pohybl za veli¢iny stalé. To ilustruje druhy princip:
Rizné pticiny, stejny vysledek. Kone¢né jsou moluosti setkani
rozdéleny v plynech stejnomérné, nebot pro kazdou jinou pfed-
stavu chybi u plynQ predpoklady aneb snad lépe Feceno, tim
pravé charakterisujeme plyny, jez nazyvdme idealnymi. Ponévadz
vSem tfem podminkdm aplikability poctu pravdépodobnosti jest
vyhovéno, uplatiiuji se i jeho Gvahy v kinetické theorii plynd
idealnych plné.

Singularni pfipady pfi velmi velikém zfedéni plynd stanou se
tak pochopitelnymi aneb co nejméné nezdvadnymi. Podobné
uvahy plati i pro jiné casti molekularni fysiky; nebot to, co
vidime a pozorujeme, jsou vétSinou jen primérné stavyP)

Tato Gvaha jest dllezitd je$té i v jiném sméru. | u zjev(,
jez maji aplIné charakter nahodilosti, mdZe jich povstani byti zcela
zakonité. Jest to ]en naSe nevédomost, jez v nich vidi nahodu.
Slovo ,,ndhodu™ nema proto v mathematické pravdepodobnosti nic
s ,,filosofickouu aneb ,,faktickou™ nahodou délali, nybrZz znamena
presné determinované seskupeni faktl. Tim mizi i veskera mystika
z toho poctu a feSena jest i zaroven otazka jeho upotfebeni.

T s hlediska ryzi mathematiky ucinén byl pokus definovati
mathematickou pravdépodobnost ryze logicky.14d) Dejme tomu,
ze mame Fadu elementl (Cisel, a t. d.) schopnych ,,byti spocitanu®,
pfi ¢emz at kazdy element v uvedené fadé zaujima urcité misto.
Pfedpokladejme dale, Ze jednotlivée elementy jsou charakteriso-
vanv znackou bud ,,A" aneb ,.non A", takZe kaZzdy element
méa dvé a pouze dvé vlastnosti:

1. zaujima urCité misto v uvalované fadét
2. jest oznaCen bud ,,A"™ neb ,,non A". N

Kromé téchto vlastnosti, jeZz charaktérisuji individua Fady,
zavedeme jeSté dvé kolektivni vlastnosti, jimZz musi uvaZovana
fada vyhovéti, aby nabyla urcCitého charakteru kolektivniho,
t. j. onoho, jenZ je méfitelny poctem mathematické pravdeé-
podobnosti .

*) Conf. Timerding, Die Analyse des Zufalls, str. 5.
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Oznacme elementy s charakteristikou A :c¢* a s charakte-
ristikou non A: an a budiz

el el c2ei V e%r7eS f9 ------

uvazovanou fadou. Vezmémez v Uvahu pfedevsim jakysi kone¢ny
pocet ¢lend s, v némZ necht jest m elementd e a n elementl e,
takZe

s = m -fn,

potom prva vlastnost da se vyjadfiti postulatem

lim — ——-- =p, lim——r= qy
m-00 m -hn LuUoo m -f-n
n* od >»= 00 X

kde p a q jsou pro uvazovanou fadu urCité charakteristické stalé
veli¢iny, v nichZz snadno pozname mathematické pravdépodob-
nosti. Abychom dospéli k druhé vlastnosti, pfedstavme si, Ze
osudi obsahuje stejny pocet bilych a cernych kouli, avSak bilé
koule necht jsou na vrchu a ¢erné vespod. Potom fakticka pravdeé-
podobnost vytahnouti dvé stejné koule po sobé jeat zajiste vetsi,
nez vytdhnouti dvé nestejné. Ma-li mathematickd pravdépodob-
nost dati spravny obraz ocekavanych zjevl, nutno koule nalezité
promich?ti. Druhy postulat Miesesliv zni proto: Uvazovana fada
musi byti dokonale promisena9t. j. tak, aby pocet pravdépodob-
nosti stal se aphkabilis nejen na kazdou libovoIlné oddélenou
Cast uvedené fady, ale i na kazdou novoii podfadil, jiZz lze se-
strojiti z uvaZzované pomoci néjaké pfedem dané — ve smyslu
Jacobiho ,,rozumné*) funkce* indexu k. Vytvofimc-li na pfF.
podfadu tim zplsobem, Ze v dané fadé seSkrtame veskeré ele-
menty, jichZ index k jest sudym cislem, musi vznikla Ffada byti
stejné ,,dokonale‘ promisena jako plvodni, t. zn. musi miti veskeré
kolektivni vlastnosti plvodni fady.

Tim charakterisovano jest seskupeni elementd A a non A}
které muZe byti pfedmétem UGvah pocétu pravdépodobnosti.
Hlavni obtiZz Miesesovy theorie spoCivad v mathematické formulaci
pojmu ,,dokonalého promiSeny a to jak se zdd a jak Miesesovy
vic nez ob8irné prace ukazuji, neni tak snadnou Vveéci.

*) To znaCi funkci bez analytickych zvlastnosti,
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Pravdépodobnosti geometrlcke
v \ . )

§ i«. PFiklady. -

I. Pfiklad. Jaké jest pravdépodobnost, ze néjaky bod C libo-
volné voleny nadseCce A L lezi vintervalu (a.p) ?

Pokus pfedstavujemesi nasledovné (vizobr. 11.):

Nu UseCce A B volime ve vzdalenosti x od A bod C libovolné

a potom teprve pfikladdme k A B pravitko o téze délce, na némz
jest interval (a, b) vyznafen. Skutecny bod, t. j. teCka zaujme na

useCce A B urcité velmi malé misto z/ x. Mysleme si nyni jak A B

tak i a b rozdéleny na z/ x, potom jest hledand pravdépodobnost
dana zlomkem

n
ylz/r:y Ax ab:AB.
a A

x e T

Il. PF¥iklad. PFedstavme si nyni, Ze polohu bodu C uréujeme

néjakym pokusem, pfi kterém urcité poloze bodu x se pfifaduje o (x)
veli€in x.

Jak grafické znazorneni vyhlizi, je vidéti na obr. 12., pfi
¢emz pocet bodl v jednotlivych sloupcich rovna se (p \x). Kazdou

teCku pfedstavme si Umisténou ve Ctverci A x A x, ¢imZ obdrzime
opét jako u predesSlého pfikladu pro tutéZ pravdépodobnost vyraz:

h li

P -y Ax.zlx:y zlx.zlx
a A

Pocet Ctvercl je vs-ik
2'J xmz/s £ X) A X,
P X

takze mlzeme psati prechazejice k limitam

b B
P Aj 9(x) dx: Ji[x) dx,
A
kde evidentné prvy integral rovna se plose abcd a druhy celé

plose nad A fi.

Uvedené pfiklady ilustruji moZnost rozSifeni pojmu mathem.
pravdépodobnosti ve sméru infinitesimalném. Zde ihned mdZeme
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odvoditi jisté vSeobecné vlastnosti funkce (p( Predevsim plati
evidentné véta, Ze bod C nékde na musi lezeti. Mame tudiz
r
ipf@?)dx = 1.

Oznacme veli¢inou X fakt, Zze bod C lezi ve vzdalenosli 00 = x,
bude potom ex definitione

b b
PcXx= i . . x( w
b b
U4l =S Re=1] X-<i(X)d
a m

Konsekventné dojdeme tak k defini¢ni rovnici symbolu
b

i/W i1 = j f Vd X-
a

Pouhym zevSeobecnénim predchéazejiciho jest nyni -FeSeni
nasledujiciho problému:

Jaka jest pravdépodobnost, ze bod C leZi uvnitf plochy it
umisténé uvniti plochy Il. Pravdépodobnost ta jest dana vyrazem

f{x,y)dxdy

pc= {M
VW f(x,y)dxdy
(«)
kde integral v Citateli vztahuje se ku ploSe ti a integral ve jmeno-
vateli ku 27 (viz obr. 13).

Pravdépodobnost podobného druhu nazyva se geometrickou
pravdépodobnosti. Pojednadva o ni ob8irné Czuber v dile: Geome-
trische Wahrscheinlichkeiten (1884).

Dllezitd poznamka.

Pfedmétem geometrické pravdépodobnosti mohou byti jen
problémy redukovatelné na prototypy uvedenych pfikladd, t. j.
pfedméty, pfi kterych moiné a pfiznivé pripady jsou stejné
dimense, nebot mathematicka pravdépodobnost jest zasadné vzdy
Cislem aneb chceme-li se urcitéji vyslovili: pomérem Ciselnym.
Nutno zd(raznit!, Ze nazev -geometrické pravdépodobnosti jest
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vlastné lucus a non lucendo a nemda s pravdépodobnosti nic
spole€ného kromé toho, Ze defini¢ni rovnice jest formalné stejna.
Geometrie v tom jest, ale pravdépodobnost Zadna,14) ponévadz
se evidentné jednd jen o geometrické stfedni hodnoty.

I1l. Pfiklad. Na usecce AlA2= a zvolme body Bv B.2 libo-
volné, jest urcili pravdépodobnost, ze Bx Z2> b, kde b jest libo-
volna predem dané useCka a a> b.

PoloZzme

AXBx — A.i Bi>—ady
V pfipadé ndmi uvazovaném jest *
a> x2> xx> 0,1

X2— x\ > J

Abychom mohli ukazati, o€ geometrické feSeni jest jednodussi
analytického, vyfeSme problém nejprve analyticky. Pravdé-
podobnost, Ze bod By zvolen v mezich xx a xx +dxv jest podle
definice

iA C +dl,= dTI B\ B,
Ix' « . . R .
a tdz pro bod B. X
P ¢ XX +dxy
\fird xt_ dx2 [— J— 1

Pravdépodobnost dP, Ze jedno i druhé stane se zaroven

skutkem, jest proto
dP =
al

Abychom mohli integrovati, musime pFedev§im stanoviti
hranice, v nichZz serXy a x2 podle podminek problému mohou
pohybovati.

Hodnota xxma minimum xx= 0, hodnota x2maximum x2= a;
maximum pro xxa minimum pro x2 poskytli]i néasledujici rovnice:

1. Z podminky
X2— x1> b

Cili )2 b> X
plyne
x2 (max) — b =t xx (max)9



xx [max) = a—h.
2. PonévadZ jest
X2

a zaroven

X2— XX> b
Cili

X2>b + xv
obdrZime

x2(min) = 5 + (min),

nebot bod xx jest jiZ volen a proto pro volbu bodu x2 jest stalym
pfedem danym bodem.
Integral vyrazu pro dP zni proto:

xx(maz)  xt(maz)

zx(min)  xt (min)
Cili

F 0%« J <k*1‘i é*'“ '( )*:
0 b

y Re3eni geometrickeé.

Narysujme si Ctverec o plose a2 a xv x2 budfteZz soufadnice
bodu P (viz obr. 14.).

V trojahelniku 0 A A" plati nerovnost

0< Xi< x2< a
Déle jest geometricky evidentné

X2— % =rly,
podmince
0 —

vyhovuji proto veSkeré body lezici v trojuhelniku A'A"A"'f
jehoz plocha jest rovna

1- (a — bf.
Té podmince a podmince

O< xx< xE< u

vyhovuji déale body v trojuhelniku 0 A A" o ploSe 1a2



Mame tudiZ podle definice

p /\ a—..A A'A" A"
= A0AA"

jako dfive. Geometricka Uvaha jest samoziejmé jednodussi
a pfehlednéjsi, nebot nepotfebuje integrace, ktera ne vidy jest
tak snadnou, jako u uvaZzovaného pfikladu.

/1V . Bertrandovo paradpxon.*) V kruZnici o 'polomeru r na-
rysujme libovolnou se€nu s, jaka jest pravdépodobnost, ze délka
useku na seCné bude vétSi neZ strana vepsaneho rovnostranného
trojuhelnika.

Jest to samozfejmé problém pFedeSlého rdzu, avSak pfeneseny
na obvod kruZznice.
Podle pfedeSlého pfikladu lze uvazovati takto:

a—b= ~ k, a= Kk,

kdez k znaCi obvod kruZnice, tedy

e * |1V 1

coz by bylo spravné, kdybychom tak jako u predchazejiciho
pfikladu oba body volili zcela nahodné na pf¥. Cisly rulety. —
Lze vSak uvaZovati téZ nésledovné (viz obr. 15.):

BudiZz (TX onou se¢nou s a povazujme O za staly bod, t. j.
uvazujme tentyZz problém, avSak pfedpokladejme, Ze pokusy vy-
koname podle nasledujiciho schématu: bodem O prokladdme
libovolné secny, jejichz poloha urCena jest na kruznici hodnotou
X. Tim ménime modality pokusu, proto lze a priori jiz oCeka-
vati, Ze hledana pravdépodobnost bude jinad. Vypoclet to také

dokazuje. Na oblouku A B = lezi totiz pfiznivé body X,

kdeZto vSechny mozné body leZi na obvodé kruZznice, t. j. oblouku
0 délce 2 rr. Mame tedy pro vSechny secCny vychazejici z urcitého
bodu O pravdépodobnost

*) Conf. Berfrand, Calcul des prob. Paris 1889, str. 4. Poincaré,
Caic. des prob. Paris 1896, str. 96; de Montessus (Nouv. Ann. des matli.
Ser. 4. t. 3 1903 a podobny problém u Brunna (Sitzungsb. der k. bayr.
Akad. der W. 1892).
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{OX>rVvt) Kk,
pfi cemZ predpokladdme, Ze seCna jest dana body Oa X a pravdé-
podobnosti jich souCasné volby rovnici
(0X) = (O) (X).

PonévadZz bod O muzeme voliti libovolné na obvodé dané

kruznice, jest ziejmé* N «
(i>)= 1
1
- (X) =]
a proto
1 1
10 S T I

Jak pocCet tak i pfima evidence vede nas k stejnému vysledku,
ktery jest vSak rozdilny od pFedeSlého. UvaZzujme nyni tentyZ
pfiklad pfi modalitich opét zménénych.

Dejme tomu, ze se€na urcena jest jednim bodem X pri-
méru A B a smérem <, t. j. tim, Ze na pf. seCny rysujeme po-
moci pravitka k rysovani rovnobé&Zzek (viz obr. 17.). Jest zde
(tH) = 1, nebot poloZenim pravitka do smeru 0 jest rysovani
pfimek rovnobéznych s teCnou v bodé A prfedem zajisténo.
Dale jest

ATy

Aby vysledek vypoctu doSel potvrzeni, nutno ovSem pokusy
vykonati uvedenym zplisobem.

Bertrand povaZzoval oba vysledky za rovnopravné a videél
v tom j)aradoxon, pravi totiz: ,,Entre ces trois [on uvaZzuje jeste
tfeti prapad, ktery skytd (0 X) = \] réponses quelle est la véri-
table? Aucune des trois n*est pas fausse, aucune itest exacte,

question est mal posée.”
V. V. Prfiklad. VySetfili obor existence realnych koFenu rovnice

Ir+pz+q=20
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v pfipadé, kdy
tp>p>-p,
+ Q> 9r —Q
a P i Q jsou danymi Cisly.
PovaZzujme p a q za soufadnice bodu li. Obéma podminkam
vyhovuji potom body v ¢tyfahelniku 1, 2, 3, 4 (viz obr. 18.);
kofeny jsou realné, kdyz

a imaginarné, je-li

p2
a> 4
Rovnice q= — stanovi tedy hranici mezi realitou a soujcin-
nosti. Bodv, pro které
V2

9

obsazeny jsou vsak v Carkovaném poli, jehoZz velikost jest

V.
PonévadZz plocha vymezend body I, 2, 3, | obnadsi 4 I Q,
bude pravdépodobnost, Zze v daném oboru rovnice

22+ pz+q=0
ina realné kofeny, vyjadfena vyrazem
P +12 Q
24 0

vvvvvv

V1. Bujfonova udloha. Vrhame jehlu o délce 2 ¢ na vodorovnou
rovinu, rozdélenou rovnobéznymi primkami ovzdalenosti2 a (a > c).
Hledd se pravdépodobnosty ze jehla protne nékterou rovnobézku.

Problém ten lze zjednoduSiti. Narysujme pfimky pidici vzdale-
nosti dvou sousednich rovnobéZzek, potom lze uvazovati jen polohy
dvou, t. j. v pasu (A BC D) (viz obr. 19.). Zrcadlenim na pfimce p
obdrzime vzdy jeden aequivalentni obraz a tedy staCi uvazovati
jen (A B). PonévadZ to plati i pro zrcadleni na pfimce g, staci
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koneC¢né uvazovati jediné obraz A. — BudiZz M N poloha jehly
a P jeji stfed. Situace jest zde urCena kolmou vzdalenosti x
bodu P od pfimky p a azimutem (p. Mathematick& pravdépodob-

nost intersekeo budiZ symbolicky oznagena (x(p). Mame pFedevsim
hranice

X
0< X< ¢ 0< < 0= arecos

Predpokladejme nyni, ze ¢ < a, Ze tedy jehla mlzZe protnouti
vzdy jen jednu pFimku.
Ma-li totiz jehla pfimku protnouti, musi (viz obr. 19.)

CCos > X;

jest pak pravdépodobnost, ze stfed jeldy padne do bodu P,

q o d x (X) .
a
a pravdépodobnost protnuti pfimky pro X
Lii A 2<Pn

SloZzenad elementarni pravdépodobnost, Ze jedno i druhé zaroven
nastane jest

2P0 dx 2dx X
. = are cos —
n a
a tudiz /
xh= L ER0 4z - 2 oo dx
e n a nag c

Céaste¢nou integraci pfesvéd¢ime se, Ze
N ’ \h
J arecos ax= Jx are cos X C))Ill— “ X“1JO~ r>

takze LoneCné jest \

(x<p) =

a ji

Budiz dale 2a> o> a. ~



Zde jest mozné protnuti dvou pfimek zaroven. Vyhledejme si
nejprve pocet vSech moznych pfipadu. Tento sklada se ze vSech

moznych elementl dx, t. j.

a
J(IX=n
0
z nichz kazdy se kombinuje s poctem vSech pfipustnych d<p. t j.
1
ij n
i 9 2 “.
0
Vsech moznych pfipadd jest proto

an

Nyni se jednd o stanoveni vsech pfiznivych pripadli. Mame
zde tfi moznosti. Budiz

a pocet pripadu prolnuti dvou pFimek,

/S pocet pFipadl protnuti jedné pFimky a

y pocet pripadd neprotnuti zadné primky.

Ponévadz jedno z nich musi nastati, bude samozfejmé

« + 0 o+ y=

Sluéme nejprve obé prvé eventuality v jednu (a. (i). Mame
analogicky jako dfive, jenom Ze na misto c vstupuje a,
X2r

2 f
(a, p) =7----- \ arecos —d x — — | are cos
an J C n L c a a

>

Nyni vySetfime pfipad (/j). Zde jsou hranice
2a €< X< «

a dale jest
21— &
0= arecoS--------—--- .

tudiz
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X
Z rovnice
VO-@+V
plyne pak
o o ° ° L) l ’ 2 . !
@ = (@B — @B = - |arccosu Ve—a2-f — 1.
L c a 2al

Pfo ¢ = a obdrzime z ohon pfedchazejicich pripadu shodné

Problém jest i historicky ‘zajimavy jako prvy toho druhu
a ma hojnou literataru.*)

Bylo jej i pouZito k experimentdlnimu stanoveni Ludolfiny ti
ovSem neoprdvnéné. Problém jest evidentné problémem pouze
ryzi mathemaliky a absolutné nezévisly na jsoucnu, nebot v ném
rozhoduji jen geometrické vztahy. Vrhem jehly nelze jej nikdy
realisovati.

Kdybychom 1]iz chtéli pokus ten realisovati, museli bychom
proto postupovati nasledovné:

Mezi pfimky nanesme si sit bodu (viz obr. 20.) a na prlsvitny
papir kruh o poloméru c rozdéleny priméry na stejné sektory.
Postupné prfikladame kruh stfedem na jednotlivé body sité
dodrZujice presné orientaci sektorl a spocitame pfipady, v nichz
néktery primér kruhu pfimku p protne. Je-li n pocet bodl a q
pocet prdmérd kruhu, jest pocet vSech moznych pfipadu roven n g

Uvedeny problém mozZzno FeSiti jeSté nazornéji takto:

Pravdépodobnost protnuti v pfipadé a > c¢ oznacili4 jsme
symbolem (x (p). Povazujme x a y za pravouhlé soufadnice bodu liy
pak jsou ony vazany na hranice

0< x< a,
rt
al

to jest: musi se nalézati v obdéIniku ur€eném body o soufadnicich

H feflc - [“1]

*) Viz: E. Czubcrf Geometrischo Wahrscheinlichkeiten, str. 85
a tyz v Jahresbericlit der Deut. Mathem. Vereinigung r. 1899, str. 59.
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Obdélnik ten obsahuje kolektivum vSech moznych bodd [x, <p.
kolektivum vSech mozZnych hodnot, pfi kterych nastane protnuti
podminéno jest nerovnostmi

0< x< ¢
X
0< < g0= are cos
c

Jeho hrani¢ni body (na pf. A) maji soufadnice g a x a vyhovuji
rovnici (viz obr. 21.)
X = CCoS <

nebot aby nastalo protnuti, musi
X < C COS p.

Kazdy bod na pf. B nalézajici se uvnitf plochy ohraniCen*,
kfivkou K, jejiz rovnice jest

KA x—ccosep= 0,

pfedstavuje moZznost protnuti, kazdy bod mimo plochu pak ne-
moznost protnuti. Mame tudiZz jako dfive:

Z
Nccos . dtp
2C
(X, &)- n an
4

VIL 'problém. Tenkd hidlka o délce | byla rozlomena na tfi
dily c tak, ze
a-bb fc= #

Jaka jest pravdépodobnost, Zc z uvedenych dild a, 6, ¢ Zze sestrojiti
trojuhelnik. ReSme dkol pfedevsim algebraicky.
Rozdélme hllku na 2n A stejnych CGasti a polozme

a=xA b=yA c=zA.
Z délek x, vy, zlze sestrojiti trojuhelnik, je-li
X<y +zy<x + 1z

Jednu z téchto veliCin Ize eliminovati (na pf. z) pomoci rovnice

X+ y+ z—2n,
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¢imz obdrzime podminky
x<n y<n X+y>n,
kterym vyhovuji evidentné néasledujici skupiny hodnot x a vy:

X= 2 y=n—1,

#= 3 7= w—1n— 2

X =4 y—n—1ln—2.n—3,
X—n—1 y=n—1lyn—2, ..... 2.

PocCet v8ech pfiznivych kombinaci (kazdé x lze kombinovati

s kazdym vy) jest proto roven
(n—2W» — 1)

1+2+3+ ...+ ("N—2) — - ;

Naproti tomu jest pocet vSech vibec* moznych kombinaci:

y=X 23/I. 2n —2).
X = 2 y =1 2,3, ... 2n —23),

X — 2n —2y =1
a jich pocet

1+2+3+...4(2n —2) = (2n—2)/{(2n—J).

Hledana pravdépodobnost jest proto

(n—2)(n—1) ( n)
e—2 Qn -1) = ’

Ma-li byti zlom v kazdém bodé hdlky moZzny, nutno pred-
pokladati n libovolné velké, tedy lim n — oo. Né&sledkem toho
bude hledand pravdépodobnost

1
P-T-
Jednoduché jest geometrické feSeni: Povazujme Cisla x, y, z
za soufadnice prostorové, potom pfedstavuje rovnice
X 'y z—2n
trojuhelnik AB C, t. j. soufadnice libovolného bodu uvedeného
trojuhelnika x* = ys = zo= 2n (viz obr. 22.).
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Rovnice
y + x = z,
jest v8ak rovnici roviny rovnobézné s rovinou X Y, prochézejici
bodem z=n. Tato rovnina déli trojahelnik v DCE, v némz
y + X< z, a v Ctyfuhelnik L EA B, v némz y + x> z Tak
vznikne D E a sestrojime-li pomoci druhych podmineénych rovnic

strany E F a"DF> obdrZzime trojahelnik DEF, v némZ body
vyhovuji vSem tfem rovnicim
X+y>12z z+z1>y, z7+Yy>X

VIII. 'problém.

V nasledujicim podame rozsifeni véty CebySevovy s aplikaci
na jisty problém geometrickych pravdépodobnosti. Cebysev
uvazoval pocet hodnot pfisluSsnych k veli¢indam Xv Z2, Xz...Xn
koneCny, kdeZto zde bude predpokladano, ze ku pf. k veliciné XTI
pfism8i nekoneCny pocet konecnych veli€in takZze X x bude
koneCnou spojitou funkci v uvazovaném intervalu (A, B) a pravdé-
podobnost vyskytnuti se x  bude dana pak vyrazem: fx (@) dxv

Dle véty o scitani pravdépodobnosti jest pak
d )Q J 13 (tfs

B B B
i .M d 9 1,j /2 (ar>)
A A

kdez fx(xx)dxv /2@2) dx2, [/3(x3d#3,... jsou elementarni
pravdépodobnosti vyskytnuti se veliCin x. Dle rozsifeni (na
nekone¢no) vety Ceby3evovy jest pravdépodobnost P, Ze soucet

XM + + .
jest obsazen mezi hranicemi
n B i/», B n /B 2
i U (xtdTi+ Ay i X?2fi(TydTi—J] i 8Tiji (Xi) )
1A t-1J. t=1

vetsi nez 1---—-- o kde A> 1.

UZijme této véty. na nésledujici problém: Na pevny kruh (&
0 poloméru r jest vrzen stejny kruh (I) n-krate tak, Ze vzdalenost
stredl obou kruhl g jest vazana podminkou g <2 r, ¢imZ uréen
jest obor vSech moznych poloh kruhu (2, omezeny kruznici (K).

Zavedeme-li stfedovy ahel /3= (SA, S B) (viz obr. 23.), jest

B
O m=2rCosS— .
Y] 2
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*

Veli¢inou Z< necht je oznafen soubor vSech mozZznych obéma
kruhGm spole¢nych plosek, takze pfi i-tém vrhu bude

= r2(2/3 —sin f3).

Proménnou veli¢inou volme vzdalenost g= S S' stfedd obou
kruznic, jejiz obor proménnosti dan jest nerovninou 0 < g < 2r.
Elementarni pravdépodobnost jest pak, piSeme-li jednoduSe x
misto Ti,

I(*)<*- 4nr

s tim ve spojeni s uvedenou jiz rovnici

X—r22p — sm/3);

vypocCtéme, uzijeme-li jeSté vztahu (= 2rcos "

0] 0

{v2}=j z2/(*) sx = \ t-s/"0)]2 —
0 0
(V>

[a . }= {a .}= {A451}

Jest patrno, ze

Vi-}= 07} = {32} o >

takze podle véty OebySevovy, je-li pocet veliin Xi celkem n,
pravdépodobnost, Ze soucCet x + x3@) + ... jest obsazen
mezi hranicemi

Hr2 \J (3 4V *Tril e 4V tt2— N
) em M - , > —r (>-i-A -y,
nrer2 ( 0.915 \
= "4V V » "'
jest veétsi nez 1 -----—--—-- .

8*



Poznamky.

* Ze to, co se glovné nazyva”pravdépodobnosti, jest rozdilné od
mathematickeé, ukazal pékné Bolzano (Wissenschaftslehre 11., 185).

it . y ] . .
Je-li Jn mathematickou pravdépodobnosti, potom slovni pravdé-

podobnost jest ddna mathematickym vzorcem >
m fi
n jm

2) Podle logiky jsou na pf. dva vysledky stejné pravdépodobné,
kdyZz v okamZitém stavu naSich védomosti nenalézdme nic, co by mlu-
vilo pro vétsi pravdépodobnost jednoho nebo druhého. Takovy princip
nemlUzZe byti pro svou subjektivnost podkladem mathem. pravdeé-
podobnosti®tera aby byla méfitelnou, musi pfedevSim byti objektivni.

*) Smoluchoioski (Naturwissenschaften, r. 1918) takto se vyjadfuje:

.. dnes plati jeSté véta, Zze Z&dn& z jinych véd neni zaloZzena na tak
vratkych zéakladech, jako poCet pravdépodobnosti.“ Srovnej téZz J. Kries
(Die Principien der Wahrschoinfiehkeitsrochnung, 1886, str. 1) a Mises
(Math. Zeitschrift. 1919, str. 52): ,,In der Tat kann man den gegen-
wartigen Zustand kaum anders ais daliin kennzeichnen, daB die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung heute eine mathematische Disciplin nicht ist.”
Viz téz: Webcr-Wellstein: Angew. Elementarmath. Il1. dil. 2. vyd.,
str. 339 a Poincarb: Calcul des probabilités. Paris 1896, p. 1

4) 1 novéjsi filosofie se kloni k nazoru, Ze pravdépodobnost jest
fixi, na pf. E. v. Hartmann v ,Philosophie des UnbewuBten,” 7. vyd.
Anhang: ,,PonévadZ pFesné vzato, ndhoda vibec neexistuje, jest pravdé-
podobnost vlastné fixi. O ni lze totiz mluviti jen tenkrate, nezname-li
veSkeré pFiciny, jeZz zjev podminuji, nebot kdybychom je znali, nemohli
bychom mluviti o pravdépodobnosti, nybrZz o jistoté. Vzdor tomu,
Ze jsme presvédCeni o kausalité zjevu, musime si utvofiti fixi néhody,
abychom mohli nauku o pravdépodobnosti vybudovati.” Axiomaticky
zpracovali zaklady pocCtu pravdépodobnosti: E. Borel: (Rendiconti
del Circolo mathematico die Palermo, 1909), Broggi: (Inauguraldisserta-
tion, Gottingen, 1907), Bohlmann (Encyklopadie der mathem. Wissen*
schaften, sv. 1. D. 4. ).

6) Jak pocCet pravdépodobnosti zaloZiti na logickych Gvahéch,
ukazal Bolzano (Wissenschaftslehre, Il. vyd. 1914, § 161). Srovnej:
H. Bergmann: ,,Das philosophische Werk B. Bolzanos, 1919, str. 8s;
J. Kries: Logik, Tubingen 1916, str. 412 a 595; Sturnpf: Psychologie
und Erkenutnistheorie (Abh. der bair. A. d. W. 1891 (Mnichov) a tamtéz



1892, str. 11, 84, a predevsSim starSi avSak platné dilo: J. Krtcs: Die
Principien der Wahrscheinlickkeitsrccknung. Z logikli jest na prvém
misté nutno uvésti: Sxgwart: Logik: Freiburg (J. C. B. Mobr); Timer-
ding: Die Analyse des Zufalls, Brunsvik 1915.

*) Kdyby kazdé cCislo nebylo stejné smozné, museli bychom pred-
pokladati néjakou toho pfi¢inu na pf. Ze kostka je falesSna, t. zn., Ze
geometricky stfed kostky neodpovida pfcsné tézisti atd. Naopak ukazi-li
pokusy, Ze primérné pfi velmi velkém poctu vrhil kazdé z Cisel 1 aZ 6
stejné Casto pada, soudime, Ze kostka jest dobra. Viz: Pokusy kostkou,
jez podal O. Meisner v Zeitschrift fiir Math. 1913, str. 149 a k tomu
Gvahy R. Misesa v Math. Zeitschrift V. svazek, str. 64 (1919). —
K slovu ,stejné mozni“ dluzno dodati, Ze tim je vlastné vysloveno
tolik, co ,,stejné 'pravdépodobni“, nebot moznost nepfipousti néjakého
»vice, mink*; véc mlzZe byti jen moznou aneb nemozZnou, stejné plati
0 Huyghensové parafrasi.*Quod aeque facile evenire potest. Skolni uceb-
nice podavajici takovou definici mathem. pravdépodobnosti, podavaji
vlastné tautologii: ,,Pravdépodobnost je pravdépodobnost “

7) K pokuslim dluzno dodati nasledujici:

Z 20.000 pokusl vykonanych $vycarskym astronomem Wolfem
plyne pro kombinaci

J, 1 pocet 547
misto theoretického

20.000
36 = 556
a pro kombinaci
5 1,2+ 2,1
Cisla
609 1587= 1196
misto

2 X 556= 1112.

Pocet pokusl jest zde tak veliky, Ze mizeme s velkou pravdé-
podobnosti tvrditi, Ze kostky, s nimiz Wolf pracoval, nebyly mathe-
maticky presné.

8) Latina a italStina ma dva vyrazy: ,,verisimilis* pravdépodobny
a ,probabilis* t. z. to, co nélezi schvaliti. 1 Némci zaCinaji jiz za-
vrhovati slovo ,,Wahrscheinlichkeit* a uzivaji vzdy vice slova: ,,Préba-
bilitat stejné jako Francouz neuziva slova ,vraisemblance®, nybrz
»probable*. Zajimavé Gvahy podava Czuber: Jahresbcricht der Deut.
Math. Vereinigung, 1899 VII. 2 ihned na pocatku, jichZz Cetbu vriele
kazdému doporuCujeme. TamtéZ jest i podana podrobna literatura
sahajici az po rok 1897, kterou s hlediska slovanskych badatell dopliuji
vhodné Polaka W. Oosietvskiho: Zasady rachunku prawdopodobienstwa,
Warszawa 1906. Srovnej téz § 15.

9 Chr. Huygliens. De ratiociniis in ludo aleae (1657) jako dodatek
k dilu: F. A. Schooten: Exercitationum math. libri quinque. (Lugdunum
Bat.) Déjiny pocCtu pravdépodobnosti podany jsou v nasledujicich
dilech: M. Cantor: Vorlesungen uber Geschichte der Mathem., E. Czuber
(viz pozn. 8)aJ. Todhunter: History of the math. th. of Probability from
the time of Pascal to that of Lapiace. Cambr. 1865. Literarni pozndmky
k jednotlivym kapitolam podava ,,Encyclopédie des Sciences mathé-



118

matiques. Tom I. Vol 4. Fasc. 1. (UpIngjsi a lepSi ném. vydani) a konecné
E. Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung, ITI. vyd. 1914 u Teubnera.
O rliznych modifikacich podobnych pfistroji pojednava na pr.:
P. Riebescll: Die mathematischen Grundlagen der Variations- und
Vererbungslehre, Lipsko 1916 a Gruber Oito: Experimentelles zum
Gaussischen Fehlergesetz (Zeitschrift fir Math. u. Physik. Bd. 56,
1908, str. 322; popis pokusd s aparatem F. Galtona t. zv. ,,Quiucunx®).
Srov. téz W. Dych: Katalog mathem. und math.-physikalischer Mo-
delle, Apparato und Instrumente, Mnichov 1892, str. 154 a dodatek,
str. 6).

u) Viz: Dan, Bernoulli: Specimen theoriae novae de mensura
sortis. Ném. vydani s pozndmkami opatfil A. Pringsheim, Lipsko,
1896. — U nés o tomto problému psali: Aug. Panek v Casopise pro

pést. mathem. a fysiky r. 6, str. 74 a Aug. Seydler tamtéz r. 19, str. 277.
Literaturu podavé Vzuber ve své pfirucce, str. 122. K tomu R. Mises,
Math. Zeitschrift, V. sv., str. 85 (1919).

12 Frank: Naturwissensch. 1919, str. 701 a 723 Furth: Phys.
Zeitschrift 1919 a Lorentz, Les théories statist ques en thermodvnamique,
1916. L. v. Bor kieuicz: Die radioaktive Strahlung ais Gegenstand
wahrscheinlichkeitstheoretischer Untersuchungen. Berlin 1913.

13) R. t. Mises: Die Natunvissenschaften 1919, str. 168, 186 a 205,
kde kritisuje Marbesovo dilo ,,Die Gleichformigkeit der Welt und
die Wahrscheinlichkeitsrechnung“ a dale Math. Zeitschr., r. 1919 IV. sv.,
str. 1—27 a V. sv., str. 52—99. Misesova mathem. theorie jest vlastné
analytikou geometrickych pravdépodobnosti. To jest jeji theoreticka cena,
ale i chyba ve smyslu aplikace. Conf. Helm: Ann. der Naturphil. 1. (1902),
Die Wahrschcinlichkeitslehre ais Theorie der Kollektivbegriffe.

14) O. Stumpf (Sitzungsberichte der k. bair. Akademie der Wiss.
1892) dokazuje z faktu, Ze algorithmus math. pravdépodobnosti jest
upotfebitelny i na geometrii, nezavislost math. pravdépodobnosti na
kausalité! O geom. pravdépodobnosti viz téZ H. Broggi: Rend. del
Circolo Math. di Palermo, sv. 28.



Dodatky.

Dodatek 1. ku str. 41
Vlozime-li do vyrazu
51

\Y, - r

podle Stirlingova vzorbe:
s\ = s9e—~*V 2jis,

obdrZzime:

sse—~9Va2nsV'

aae—a V2na(s— V 2 (s
s*pag~a Al S
aa (s— V 2 jt *X*— a)
/spla( sq \9—al\l s
V '« | V*—« |/ '2Zma(s—a) °
V pfipadé maxima jest vSak poile str. 56
a= a=ps,
s—a=s—a=Db= 55,
bude proto
* - -
=V 8 =V1 1l
... 2jra (s— a) -
Cili
1a b '
V2T7sp q

a mUZeme psati:
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Logarithmovanim obdrZzime dale

log P > b 5
= +
- dog ' *pa o
0g sp Saq 09
Polozme nyni
u—a +r,
v{ v HN=bh—r=s—cw
cimz
sp sp Sp
s—a b— r
Sq sq S q
a dale
clog U = alo 1+ — ),
gsp g( $p3
s—a)lo U= (s—a)log(1---—--- -).
( ) log s q ( ) log Sq}
Jest ale v intervalu
— 1< x< +1
X2 X3
log(1+x) = xX—~ + 3  -—-
tudiz, podrzime-li jen prvé dva Cleny rozvoje,
alogfl + " = - f
g\ sp) «(sp 2s*pal’
—(@+nc " - A
( )\sv 2V 8)
a r2 a r2
r +
SP 8 P psS 2f 8
Ponévadz
a= sp,
bude
| I/I H r\ H r2 r2 r2
= er + —
a og\ * ) 9p 2sp ' 2sp

—(S
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Stejné obdrZzime
(s-a) logfl -) = -r+
\ Ss’/ 285

takze jest % Pt~ dan timto pfFibliZznym tvarem
log, (7

= % Pa’6_qqu

a proto posléze

p .
a,P D

Dodatek IL :Vzorec Stirlinglv.

V mnohych problémech poCtu pravdépodobnosti naskytd se
Casto provesti priblizny vypocet n\ pro velmi velké n. V aproxi-
macich toho druhu osvédc¢i se vzdy uziti znameé Stirlingovy formule
v textu nékolikrate uzité

n!=F=nHe~nV2itn.

K pfesnému dlkazu jejimu odkazujeme na uéebnice analyse a zde
podavame toliko ddkaz pochazejici od Cauchyho, velmi jedno-
duchy a prehledny.

Ze zn&dmé relace odvozené Eulerem a vyjadfujici sin n x ne-
konenym soucinem

konvergujicim stejnomeérné pro x (< 1, vyplyva stejnomeérna
konvergence v kazdém intervalu uvnitf (— 1, 1) fady

=

fada ta konverguje i absolutné, jezto vSechny jeji €leny jsou
zapornymi. PiSme ji ve tvaru
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kdeZz tedy

Integral levé strany v mezich (O, 1) (viz K. Petr, PocCet integralni,
str. 223) jest

[

j*logsin 7tx d x = —log 2,

u

na pravé strané pak snadnym poCtem ziskame
[
Mog7ixdx =logn — 1

0
a
Jw (1----mmmmmmeeee =("+Hh~r~~'y —(v—1)log 1—2.
0
Tudiz
*_Jog2 = logn + + 1) logVv 11— (v—1)log —
»=
[
— 2w+ 1) +J Rndx
0
Cili
wn (n -t 1)"+1
— Zg?2 = logn + log — - —@2n+1+
+H 0 -5
Ponévadz
(T =2l = agr hxet
kde



pro vzlstajici w je fadou velmi rychle konvergentni a idizZici "se*
k jednotce pro n rostouci nade vSecky meze, lze zbytek nahraditi v
aproximativné vyrazem tvaru

I, (1 +»), : ),/nwaf()

Pfejdeme-li od logarithm0 k ¢&islim, z vys$e uvedené foVruce
ziskame

1 nn(n +1)n+x Do,

-<T— ; (fth)
Cili

(nh2=2ne~2wf nw(n + w 1(i + s),
z CehoZ déle
n41

A - vjiic— J-.(-iJL) 2 (1+4).

PiSme posledni rovnici ve tvaru

Ntz »“e~nv2n nj(l +-|’-)V~ ..... J

kdeZ po dosti velké n vinutou z&dvorku nahradme vyrazem 14
takze

nl =nne~nV2nn (1+ #*),
pfi CemzZ Owt jest blizké nule; koneCné pro n—>o00 lze psati
f 1.2....n 1



Tabulka integralu 0 (x).

Definiéni rovnice: \

<+ X)= ¢
VIt J( )
N X XZ 'xh
Vjt =2 — 1 4- S E—
it $@= 2y, 13 215

Konverguje dostatecné jen pro x < 1

f A BB/, 3 1, 1-3 1*3*5
Je Xa 2 a2 (2 x2)2 (3 x2f

Konverguje dostateCné jen pro x > 4

+



000 0-0000
oo1 0-0113
002 0-0226
003 0-0338
004 0-0451
005 0-0564
006 j10-0676
0*07 0-0789
0-08 ,00901
009 0-1013

o10 0-1125
0o 11 0-1236
012 0-1348
013,,0-1459
014 0-1569
015 0-1680
016, ,0-1790
017 i0-1900
0-18 0-2009
019 0-2118

0-20 0-2227
0-21 0-2335
0*22 0-2443
0-23 0-2550
0-24 i0-2657
0-25 10-2763
0-26 0-2869
0-27 i0-2974
0-28 0-3079
0-29 0-3183

0-30 0-3286
0*31 0-3389
0-32 ,0-3491
0-33 0-3593
0-34 0-3694
0*35 0-3794
0-36 0-3893
0-37 0-3992
0-38 0-4090
0-39 0-4187

s

0011

0124
0237
0350
0462
0575
0687
0800
0912
1024

1136
1247
1359
1470
1581
1691
1801
1911
2020
2129

2238
2346
2454
2561
2668
2774
2880
2985
3089
3193

3297
3399
3501
3603
3704
3804
3903
4002
4100
4197

0023
0135
0248
0361-
0474
0586
0699
0811
0923
1035

1147
1259
1370
1481
1592
1702
1812
1922
2031
2140

2249
2357
2464
2572
2678
2784
2890
2995
3100
3204

3307
3410
3512
3613
3714
3814
3913
4012
4110
4207

0034
0147
0259
0372
0485
0597
0710
0822
0934
10467

1158
1270
1381
1492
1603
1713
1823
1933
2042
2151

2260
2368
2475
2582
2689
2795
2901
3006
3110
3214

3317
3420
3522
3623
3724
3824
3923
4022
4119
4207

0045
0158
0271
0384
0496
0609
0721
0833
0946
1058

1169
1281
1392
1503
1614
1724
1834
1944
2053
2162

2270
2378
2486
2593
2700
2806
2911
3016
3120
3224

3327
3430
3532
3633
3734
3834
3933
4031
4129
4226

0056
0169
0282
0395
0507
0620
0732
0845
0957
1069

1180
1292
1403
1514
1625
1735
11845
1955
2064
2173

2281
2389
2497
2604
2710
l» 2816
2922
13027
3131
3235

3338
3440
3542
3643
3744
3844
3943
4041
4139
4236

0068
0181
0293
0406
0519
0631
0744
0856
0968
1080

1192
1303
1414
1525
1636
1746
1856
1966
2075
2184

2292
2400
2507
2614
2721
2827
2932
3037
3141
3245

3348
3450
3552
3653
3754
3854
3953
4051
4149
4245

0079
0192
0305
0417
0530
0642
0755
0867
0979
1091

1203
1314
1425
1536
1647
1757
1867
1077
2(lse
2194

2303
2411
2518
2625
2731
2837
2943
3047
3152
3255

3358
3461
3562
3663
3764
3864
3963
4061
4158
4255

0090
0203
0316
0429
0541
0653
0766
0878
0990
1102

1214
1325
1436
1547
1658
1768
1878
1988
2097
2205

2314
2421
2529
2636
2742
2848
2953
3058
3162
3266

3369
3471
3573
3674
3774
3873
3972
4071
4168
4265

125

0102
0214
0327
0440
0552
0665
o777
0890
1002
1113

1255
1336
1448
1558
1669
1779
1889
1998
2108
2216

2324
2432
2540
2646
2753
2858
2964
3068
3172
3276

3379
3481
3583
3684
3784
3883:
3982
4080
4178
4274
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0-40 '0-4284
0-41 0-4380
0*42 0-4475
0-43 0-4569
<44 0-4662
0-45 0-4755
0-46 0-4847
0-47 0-4937
0-48 i0-5027
0-49 0-5117

0 0-5205
1 0-5292
2 0-5379
3 0-5465
4 05549
-55  0-5633
0-56 10-5716
0*57 '0-5798
0*58,j 0-5879
0-59 0 5959

0 0-0039
1 06117
2 0-6194
3 0-6270
4 06346
5 06420
0-60 0-6494
0-67 0-6566
0-68 0-6638
0*69 0-6708

0-70 0-6778
0*71 0 6847
0*72 0-6914
0-73 0-6981
0-74 0-7047
0-75 0-7112
0-76 0-7175
0-77 0-7238
0-78 0-7300
0-79 0-7361

4294
4389
4484
4578
4672
4764
4856
4946
5036
5126

5214
5301
5388
5473
5558
5642
5724
5806
5887
5967

6046
6125
6202
6278
6353
6428
6501
6573
6645
6715

6785
6853
6921
6988
7053
7118
7182
7244
7306
7367

4303
4399
4494
4588
4681
4773
4865
4956
5045
5134

5223
5310
5396
5482
5566
5650
5733
5814
5895
"5975

6054
6132
6209
6286
6361
6435
6508
6581
6652
6722

6792
6860
6928
6994
7060
7124
7188
7251
7312
7373

4313
4408
4503
4597
4690
4782
4874
4965
5054
5143

5231
5318
5405
5490
5575
5658
5741
5823
5903
5983

6062
6140
6217
6293
6368
6442
6516
6588
6659
6729

6799
6867
6934
7001
7066
7131
7194
7257
7318
7379

4322
4418
4512
4606
4699

4332
4427
4522
4616
14709

4792 j 4801

4883

4974

5063
5152

5240
5327
5413
5499
5583
5667
5749
5831
5911
5991

6070
6148
6225
6301
6376
6450
6523
6595
6666
6736

6806
6874
6941
7007
7073
7137
7201
7263
7325
7385

4892
4983
5072
5161

5249
5336
5422
5507
5591
5675
5757
5839
5919
5999

6078
6156
6232
6308
6383
6457
6530
6602
6673
6743

6812
6881
6948
7014
7079
7144
7207
7269
7331
7391

4341
4437
4531
4625
4718
4810
4901
4992
5081
5170

5258
5344
5430
5516
5600
5683
5765
5847
5927
6007

6086
6163
6240
6316
6391
6464
6537
6609
6680
6750

6819
6887
6954
7021
7086
7150
7213
7275
7337
7397

4351
4446
4541
4634
4727
4819
4910
5001
5090
5179

5266
5353
5439
5524
5608
5691
5774
5855
5935
6015

6093
6171
6248
6323
6398
6472
6545
6616
6687
6757

6826
6894
6961
7027
7092
7156
7219
7282
7343
7403

4361
4456
4550
4644
4736
4828
4919
5010
5099
5187

5275
5362
5448
5533
5617
5700
5782
5863
5943
6023

6101
6179
6255
6331
6405
6479
6552
6624
6694
6764

6833
6901
6968
7034
7099
7163
7226
7288
7349
7409

4370
4465
4559
4653
4746
4837
4928

5019

5108
5196

5284
5370
5456
5541
5625
5708
5790
5871
5951
6031

6109
6186
6263
6338
6413
6486
6559
6631
6701
6771

6840
6908
69741
70401
7105
7169
7232
72941
7355
7415



0-80
0-81
0-82
0-83
0-84
0-85
0-86
0*87
0*88
0-89

0*90

0-97
0-98
099

2-0
2-1
2%2
2*3
24
2-5
26
2-7
2-8

0-7421
0-7480
0-7538
0-7595
0-7651
0-7707
0-7761
0-7814
0-7867
0-7918

0-7969
0-8019
0-8068
0-8116
0-8163
0-8209
0-8254
0.8299
0-8342
0-8385

0-8427
0-8802
0-9103
0-9340
0-9523
0-9661
0-9763
0-9838
0-9891
0-9928

i0-9953
0-9970
0-9981
0-9989
0-9993
;0-9996
0-9998
j0-9999
10-9999

7427
7486
7544
7601
7657
7712
7766
7820
7872
7924

7974
8024
8073
8120
8167
8213
8259
8303
8347
8389

8468
8835
9130
9361
9539
9673
9772
9844
9895
9931

9955
9972
9982
9989
9993
9996
9998
9999
9999

7439
7498
7555
7612
7668
7723
7777
7830
7882
7934

7984
8034
8082
8130
8177
8223
8268
8312
8355
8398

8548
8900
9181
9400
9569
9695
9788
9856
9903
9937

9959
9974
9984
9990
9994
9997
9998
9999
9999

7445
7503
7561
7618
7674
7729
7782
7835
7888
7939

7989
8038
8087
8135
8181
8227
8272
8316
8360

7451
7509
7567
7623
7679
7734
7788
7841
7893
7944

7994
8043
8092
8139
8186

18232

i| 8277

' 8321

8364

8402 1 8406

8586
8931
9205
9419
9583
9706
9796
9861
9907
9939

9961
9975
9985
9991
9994
9997
9998
9999
9999

8624
8961
9229
9438
9597
9716
9804
9867
9911
9942

9963
9976
9985
9991
9995
9997
9998
9999
9999

7457
7515
7572
7629
7685
7739
7793
7846
7898
7949

7999
8048
8097
8144
8191
8236
8281
8325
8368
8410

8661
8991
9252
9456
9611
9726
9811
9872
9915
9944

9964
9977
9986
9992
9995
9.997
9998
9999
1-000

7462
7521
7578
7635
7690
7745
7798
7851
7903
7954

8004
8053
8101
8149
8195
8241
8285
8329
8372
8415

8698
9020
9275
9473
9624
9736
9818
9877
9918
9947

9966
9979
9987
9992
9995
9997
9998
9999
1-000

7468
7527
7584
7640
7696
7750
7804
7856
7908
7959

8009
8058
8106
8153
8200
8245
8290
8334
8377
8419

8733
9048
9297
9490
9637
9745
9825
9882
9922
9949

9967
9980
9987
9992
9995
9997
9998
9999
1-000
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7474
7532
7590
7646
7701
7756
7809
7862
7913
7964

8014
8063
8111
8158
8204
8250
8294
8338
8381
8423

*8768
9076
9319
9507
9649
9755
9832
9886
9925
9951

9969
9980
9988
9993
9996
99981
9999
9999
10001
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Pravdépodobnost a priori.

§ L1 DefiniCe .

§8 2. Algorithmus symbolu () ...,
A. VC(ta o sCitani symbolu ().

B. Véta o nasobeni symbolu ().
G. Zavislé pravdépodobnosti.
§ 3. Priklady (1.-12.) i
§ 4. Zakon velkych Cisel ...... .o,
8 5. Thoerie pokusu opétovanych ...
A. Véta Bernoulliho.
B. Laplaceova formulace véty Bernoulliho.

Pravdépodobnost a posteriori.

§ 6. Uvod. Formulace problému.........cccoceevvunne. .
8 7. Pravdépodobnost hypothes (pFicin)............
Integralni formulace Bayesova theorému

Poincarého theorém ...,

Definice symbolu {}. Pfiklady......cccceennenn.
TFi véty mathematické .......cccocviiveivinnnnn
A. Véta Markovova.
B. I. Véta Cebyaevova.
G. IL Véta Cebysevova.
§ 12. Theorém PoiSSONUV....ccccoovivveiiieieee,
§ 13. Theorie rentability a risika......c.cccoceeervnnnne.
8 14. Problémy historické .......cccvvviiniiciiiennn,
A. Problém trvani hry.
B. Moivredv problém.
G. Délici problém.
D. Petrohradsky problem.
8J5. Pravdépodobnost jako pojem objektivni.
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Pravdépodobnosti geometrickeé.

8§ 16. Priklady (1.-V T1T1.) o,
Dodatek 1. Ku str. 41 . e,
Dodatek I1.: Vzorec StirlinguV......cccocevvvivivnnnnns
Tabulka integralu # (X ) . e
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