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Pfedmluva.

Ke svému Cctyfletému prednaSkovému kursu o vy3Sich partiich
experimentalni fysiky, ktery jsem po c¢trnacte let na Ceské université
Karlové v Praze konal, podaval jsem UGvodem hlavni véty mechanické,
jichz jsem v dalSich vyvodech potfeboval. Pfemitaje o tom, jak bych
je vstipil v mysl zacate¢nik( co nejzivéji, pfipadl jsem na myslenku,
abych uzil pfi odvozovani jich po¢tu vektorového. Pokus se zdafil a
vedl mne k tomu, Ze jsem pozdé&ji (r. 1917) vénoval celou tfihodinovou
pfednaSku zimniho semestru Uvodu do mechaniky na zéakladé tohoto
moderniho zplsobu geometrického mysleni. Kolokvia s posluchagi mne
pfesvédcila, Ze zrno padlo na Grodnou plGdu a utvrdila mne v minéni,
Ze, je-li vibec jaka kralovska cesta k porozuméni zakladdm mechaniky,
vede pres vektorovou analysi. Nevéfim s Voigtem, Ze jest to pouze
jakysi matematicky tésnopis, nybrz myslim, Ze velmi pFispiva k ujasnéni
ndzoru a Zzivosti pfedstav, Ze rovnice mechaniky nabyvaji vektorovym
vyrazem neobycejné prlzraénosti a plasti¢nosti. A pfi tom jest vektorova
analyse ve svych zéakladech tak jednoducha, Ze nékolik méalo hodin ji
vénovanych nese ovoce daleko bohat$i nez odpovidd namaze, kterou je
nutno vynaloZiti, abychom pochopili tento novy pocetni zplsob. Jest
ovSem pravda, Ze se pfi uziti mechanickych vét ve fysikalni praxi
zpravidla musime utéci k staré geometrii kartézské, ale pFepsati v ni
vzorce vektorové jest téméF hraCkou. Ostatné se vektorové analyse uZiva
¢im dale tim vice po celém svété, takze vSechny omluvy jsou zbytecné;
spiSe ma se véc tak, Ze neni téméF rnoZno predstaviti si dnes fysika,
ktery by jeji zaklady neovlédal.

A tak vznikla tato kniha. Obsahuje vice neZ prozrazuje jeji skrovny
objem. AC se mohla opfiti o nékteré pfedlohy (knihu Ma¥co lon go vu,
Hamelovu, Fopplovy), lisi se od nich podstatné a jest zpracovana
Gplné samostatné a vysledkem mnohého pfemysleni i Gsilovné prace.
Jeji podstatny raz jest urCen tim, Ze ji psal fysik pro fysiky. AC se
tyka latky elementarni a mnoho a mnohokrate zpracované, pfece v ni
odbornik najde mnohé metodicky nové obraty a postupy, ba i nékteré
nové myslenky a vyvody. Jako vzdy uzil jsem svédomité veSkeré lite-
ratury cizojazy¢né, pokud mi byla pfistupna; jeji prehled uvadim na
konci textu.

Muij spis je urlen zatatecnikdm, ktefi znaji pouze prvé zéaklady
poctu infinitesimalniho a proto obsahuje i Gvod do poctu vektorového,
aby byl nezavisly na pfedchozim studiu knih jinych. Chtél jsem jej
pdvodné vetkati do textu, tam, kde jest ho potiebi, le¢ pozdéji jsem
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poznal, Ze bude Iépe shrnouti jeho pocatky systematicky v prvém,
Gvodnini oddilu knihy. Jen jednu ohavu chovam, prehlizeje hotovou
praci: Ze jsem snad Sel ve své snaze po strucnosti slovniho vyrazu
ponékud dale, nez bylo nezbytné nutno. Pres to vSak pevné doufam,
Ze vaznému studiu nebude kniha ma skytati pFilisnych obtizi. Clanky
hvézdiCkou oznaené lze pfi prvém studiu vynechati. Sem patFfi mimo
jiné 88 50 a 51, které jsem pojal do knihy proto, aby formalni vystavba
vektorové analyse byla operacemi div a rot ucelena, a¢ jich v kniZce
elementarni nebylo nezbytné potfebi. Do poctu dyadického jsem se ovSem
blize nepoustél. Pravé pro zacatecniky byla obsirné probirana mechanika
bodu, jeZto jest prlhledné&jdi nez dynamika systémii a jezto jeji diferen-
cialni rovnice jsou formalné stejné s rovnicemi v nauce o elektfiné a pod.
Z téhoZ divodu pojednavam v dodatcich o soustavach spfraZenych.

Typografickd Uprava knihy jest hodné stésnana, coZ neprospiva
rychlému prehledu v matematické sazbé, ale ovSem jest zvlasté za
nynéjsiho nedostatku papiru velmi vyhodné pro nakladatele. Také tecky
nad pismenami a pruhy vektory vyznacujici nevySly vzdy tak pékné,
jak bych si byl pral — le¢ nezapominejme doby, v niz Zijeme! Brnénska
»Polygrafie™ zajisté se Cinila, co mohla. Jest mi zde vzdati diky vyboru
Jednoty Ceskych Matematikd a Fysikd, a zvIasté téz priteli min. radovi
v ministerstvu Skolstvi dru Mil. Valou chov i, jejimu Fediteli, jehoz za-
sluhou vilibec doslo k tisku knihy v dohledné dobg. PFi prvé korektufe
poméhal mi mlj asistent, *s. docent dr. Aug. Zagek, jemuZ za to budiz
muj srdecny dik. Byla tim obtizn&jsi, Ze knihtiskarna lamala sazbu
jiz pFed prvou opravou.

Obrazce, vesmés plvodni, kreslil jsem pro Gsporu nakladu sam.
a budiz jim proto leccos prominuto. JeZto jsou z téhoZ divodu rozméru
nepatrnych — snad az pFiliS — nemohl jsem se v nich zachovati dle
velmi vtipného navodu Heunova, aby se totiz pismeno, oznacujici
néjakou trat jakozto vektor, kladlo vZdy na tutéZ jeji stranu, na pr.
vzdy na pravy ,breh* vektoru, predstavujeme-li si jej jakoZzto tekouci
vodu. A tak nebylo moZno zbyti se Sipek oznaCujicich smér, které
v obrazcich nepUsobi pfFili§ péknym dojmem, &asté odkazy v textu se
vztahuji k paragrafdm a vzorcdim, v nichz pak (lod’) znamena: vzorec d
v § 16. Neni-li paragraf uveden, jedna se o tyZ, v némzZ jest citat.
Odkazy se snadno hledaji pomoci Cislic v zavorkéach, jez se nachazeji
na kazdé strance nad textem a znaci paragrafy.

Na konec budiz mné dovoleno pronésti prani, aby ma kniha byla
s touz laskou k véci studovana, s jakou byla psana, tak aby vysledky,
jichz se dodéla, odpovidaly svédomité snaze jejiho plvodce. Druha tfida
Ceské Akademie uznala tuto snahu podporou 2000 K& z nadani Josefa
a Marie Hlavkovych, jiz bylo uzito najmé k zakoupeni pomocné literatury.
BudiZz ji za to srde¢ny dik! Nemensi diky jest mi vzdati naSemu mini-
sterstvu Skolstvi a narodni osvéty, které vénovalo znacny obnos, aby kniha
mohla byti prodavana co nejlevngji, zejména téZ studentlm-legionaram.

Bohumil Kucera.
V Praze, v Fijnu 1919.



I. Geometricky uvod.

1. Prostorové souradnice.

Polohu libovolného bodu M v prostoru vztahujeme k pevné
soustavé pravoiihlych soufadnic XYZ. Dle ujedndni budeme
uzivati vzdy soustavy pravoto€ivé, totiz takové, Ze otdceni od kladné
osy X k Y prfes 90° odpovida postup -
obycejného Sroubu v kladném sméru osy Z. L
Jest to systém vinné révy Cili anglicky
oproti francouzskému (chmelového kefe)
levotoCivému, kde osy X a Y jsou vza-
jemné pfemistény. \

Polohu bodu Al urCujeme pak .sou-
fadnicemi x, y, z. Jinak lze ji urCiti také
vzdalenosti OM”=r od bodu pocate¢niho,
a dvéma uhly, totiz Ghlem <p ktery svira
primét Q prlvodice r na rovinu XY s osou A
X a lihlem ktery svira privodi¢ s osou Z. Obr. 1.

Veli¢iny r, (p, & jsou polarnimi sou-

fadnicemi bodu Al. VesSkeré body prostoru lze vycerpati, nabyva-li v
vSech moznych hodnot kladnych od o do co, (p vSech hodnot od 0°
do 360°, & vSech od 0° do 180°.

Zékladni vztahy mezi obéma systémy soufadnic lze odecisti
z obrazce 1¢ jsou:

Xp=rsin&cos(p, y— rsinS'sin@. r cos (a)

Vzdalenost r bodu Al (x, y, z) od pocatku (0, 0,0) jest dle véty
Pythagorovy dana vztahem

3= e3+ 2= 2+ /| — 720)
Smér prdvodige v jest dar{ bud L’lhIX n, nebo smérovymi ko-

sinusy, to jest kosinusy uhlQ er/,r), (ry), (re), které svird s jednotlivymi
osami. Smérové kosinusy jsou patrné

IN y
cos (rx) — - cos(ry)——  cos (rz) - 00

mezi nimiz dle (é) je vztah

N
cos2 (rx) -f- cos2 (ry) - ncosl (rz) = 1. (d)
Kutera. Zaklady mechaniky.



Nasobime-li (c) levymi stranami, plyne, coZ jest znama véta o primétech,
r= x.cos(?vr) y.cos(ry)-j-".cos(rz). (e)

Kdybychom méli dva body MI(x1,yI? a M2(x2,y2 z"),jichz vzda-
lenost MXM2= rl2, plati obdobné

NMZ= (%2 — A9+ (I2—yif + (-2— *I)2> ()

cos(ri2v) = sl cos(riy)~ — ——, cos(rlz)= —------ (9)
/Y.|2 V12 rx2
kde zase soulet &tvercl smérovych kosinusi je roven 1.

Jsou-li body Mx a M2 nekonetné blizko na prostorové kfivce,
pfechazi jejich vzdalenost r12 v délkovy element kfivky ds=s2— sx,
kde s je vzdalenost od libovolného bodu kfivky, podél ni méfena. Pri-
méty elementu na osdch jsou .r2— k1= dr, y2— yx— dy, z2— zx= dz.
Dle (/) plati pro Ctverec jeho délky

ds2= dx2+ dy*-f dfF (h)
a pro smérové kosinusy elementu ds
/n [T« A du dz
cos(sx) = %sz f . «»(«) = -£.(0

To jsou patrné také smeérovéitosinusy te¢né ku kfivce v bodé Mx,

2. Vektory a jich scitani.

V prlvodi¢i (radiu vektoru), jemuz pfitkneme vedle velikosti *

urgity smér v prostoru a to smér OM, mUlzZeme vidéti novy elementarni
Gtvar geometricky. Chceme zcela obecné jmenovati vektore m veliinu
takovou, Ze souhrnu vsech rdznych hodnot, kterych mdlze nabyti, Ize
jedno-jednoznatné a spojité pfifaditi souhrn trati, vedenych v pro-
storu z libovolné zvoleného bodu pocate¢niho O. NejjednodusSim vek-
torem jest tedy privodié ve fysice jsou vektory rlzné sily,
rychlosti, zrychleni, momenty, spady teplotové. Kazdy vektor ma patrné
jistou velikost, kterou oznaCujeme obycejnym pismenem a smér.
Od veligin, jimz pfislusi pouze velikost, t. zv. skaladrd*), jako jimi
jsou velikost vektoru (nebo jeho ,absolutni hodnota®“), teplota, prace a
pod., odliSujeme vektory**) horizontdlni C€arou nad pismenou, ktera
sama znaCi jeho velikost. Prlivodi¢ jako vektor psan jest tedy f, a znagi
trat OM co do velikosti i sméru. Cte se r-vektor. Absolutni hodnotu
¢i velikost vektoru zna¢ime nékdy, ma-li na tuto vlastnost zvIasté byti
poukéazéno, |F|= r. Vektor ar je téhoz sméru jako F, ale velikosti a-krate
veétsi; j-TF je vektor téze velikosti jako ¥, ale sméru opacného, tedy MO.
Smér lze charakterisovati vektorem jedni¢kovym, v daném sméru jed-

*) Veli¢ina néjaka jest skalarem, mizeme-li souhrnu hodnot, jichz mize
nabyti, jedno jednozna¢né a spojité pfifaditi fadu realnych Cisel.
**) Stejné jako G. llamel v Elementare Mechanik, Lipsko 1912.
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nickovou velikost majicim, na p¥. f°, ¢teno ,?*-vektor jedni¢kovy**). Lze
tedy znézorniti kazdy vektor velikosti a vektorem jedni¢kovym, na pF.

F= |r|.F°= r . F°. (a)

Koordinaty .f, y, z, které dle své podstaty rovnéz jsou vektory,
znazoriujeme jedni¢kovymi vektory ve sméru kladnych os 7,J, £, takze

§— rty—vyj, Z— 2. ()
S¢itani vektord. Definitoricky stanovime, Ze souctem dvou
vektord a F2 jest vektor i3,
dany udhlopfickou rovnobéznika a b
z obou danych vektord tak sestro- s
jeného, Ze bud ku konci vektoru 4 ! 4 / SN

fj pfipojime co do sméru i veli- - TRE p /*
kosti 7j nebo k F2 vektor ¥l 7 X ' :
Jest patrno, Zze pFedpisem dan € )
jest zdkon komutativni \

fs=Fi+fns= -
U nékolika vektorl vede
tento”pfedpis ku konstrukci mno- Obr. 2
hothelnika (polygonu) vektor(
(obr. 2b). Porfadek scitancd je libovolny. 27 — 0 znaci graficky, Zze
mnohouhelnik vektord jest uzavieny, vraci se do bodu O. Zarovei lze
z obrazce 2a vygisti smysl odeéitani vektorl a jest patrné

Fl—F2- — (F8—T)).
Kazda rovnice mezi tfemi vektory jako ¥l-j-F2= ¥3 nebo, coz
jest totéz, ¥i-(-¥3— 3= 0 aneb i obecné arl-f-bf2 — 0 znati,

ze vSechny tfi vektory FI? a F3 lezi v téze roving, jsou komplanarni.
Z dosavadniho té7 jest jpatrno, Ze pro soulin vektor( a skalard plati
zdkon komutativni a asociativni, t. j.

m («f) = n(jnf) = (inn)F, m(¥1-j- 2 = -J- w2, (MH'n)A —m¥-\-nF. (d)
F
Jsou-li df elementy libovolné kfivky,je Edr = JdF tétivou, spo-

jujici zacCatek prvého s koncem posledniho, tedy = ¥2— kfivka

uzaviena, je patrné /dr = 0.

o

Znazornéni semikartézské. Z obr. 1 a (2b) plyne nazorné, Zze

F—1 4-if-j-z=in-f-yj zk. (e)

Toto znadzornéni bodu v prostoru zveme semikartézskym. Jest
obdobou znézornéni komplexniho ¢isla v roviné a velmi vyhodné,

*) S Clankem Abraham-Langevinovym ve franc. vydani encyklo-
pedie mat. v&d volime tento symbol pro jedniCkové vektory. Upomina na
algebraickou vétu, Ze /Oje vzdy jednickou a ponechava misto za pismenou pro
obyCejné indexy volnym. Pro nékteré typické vektory jednickové volime ty-

pograficky jednodussi pismenu, zpravidla Feckou.
1*
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kdykoli chceme pfFejiti od poctu vektorového k pravouhlé soustavé
soutadnic. Lzet si obsah rlznych vzorcd fysikalnich, zvIasté pak v oboru
mechaniky, velmi jednoduSe pfedstaviti ve tvaru vektorovém a kazdy
vzorec vektorovy obejima tfi vzorce kartézské, jez pomoci (e) a z ného
odvozenych lze okamzité prepsati na tvar obvykly. Osové komponenty
vektorl budeme zpravidla znaciti indexy, takZe
a= axl -f- ntyj -j- azl\ ()
Misto ,slozka v ose .ru nebo ,slozka .r-ovd“ budeme casto fikati
7-slozka a pod., nahrazujice nézev osy jednickovym vektorem ji pfi-
sluSejicim. Vedle libozvucnéjsi vyslovnosti upomind néazev, na pfiklad
J-slozka vektoru a (~ay), na to, Ze ji obdrzime skalarnim soucinem ja,
(Viz nize.) Jedind rovnice vektorova, na pf.:

ma— nb  Cili  m(axl -{-%7 “j~a*") = UbxA T" byj -f- bzl)
zastupuje tfi rovnice skaldrni, v néz se rozpada,

mamz=nbx,, may= nby, maz=nbz.

3. Soucin skalarni.

Ve fysikalnim uziti po€tu vyskytuje se velmi ¢asto soucin dvou
vektorl, jimz je skalar, ktery obdrzime, nasobime-li velikost jednoho
vektoru primétem velikosti druhého do sméru prvého. Proto se nazyva
tento souéin dvou vektord skalarnim. PiSeme*) jej ab nebo & . b nebo
i v sloZitgjsich vzorcich opatfeny kulatymi zavorkami (nb). Cteme nebo
diktujeme piSicim ,« vektor krat b vektoru, pfidavajice jeSté slovo

% _ »,Skalarné", maji-li se soucasné napsati kulaté

k zavorky. Dle definice jest to skalar

a.S= |a|.|b].cos(db) abcos(@ab); ()

jest z ni hned patrno, Ze skaldrni néasobeni
jest Ukolem komutativnim,

Chr. 3.

ab=ba. (b)
Je-li bud jeden z obou vektord velikosti nulové, nebo stoji-li

obavektory na sobé kolmo, t. j. cos (ab) = c0s90°= 0. je skalarni
soudin jejich rovennule. Jest tedy nb”=0 u dvou vektorl nenulovych
podminkou orthogonalnosti (kolmosti). Maji-li oba tyz smér, jest skalarni
soucin roven soucinu jejich velikosti, nebot cos 0 — 1. Néasobime-li
tedy vektor skalarné sam sebou, na pf. «.f, coz ¢asto piSeme f*, vychazi
nam Ctverec jeho velikosti aJ, nebo u vektoru jedni¢kového prosté
jednotka. Takto tedy snadno stanovime absolutni velikost vektoru.

*) Jest to Grassmannuv ,vnitfni"" souin [&b], psany Hamiltonem
—Sah, Fopplem plvodng Scib. Heavisidem &b, Gibbsuv ,direct or dot
product™ a.b € (f, b)\ Burali-Forti a Marcolongo oznaCuji jej ojedinéle
dX Francouzské vydani mat. encyklopedie rozliSuje vektory polarni a a
axialni na pr. ¢, ¢ehoZ se pozdgji dotknem. Soucin skalarni piSe jako Heavi-
side nebo uziva Gibbsovy tecky.
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Z definice a geom. nazoru bezprostfedné plynou zakony distributivnosti
ma .I>= ¢i.mb= mab, (a-j-b, &) — at -j- be, (c)
pfedpisy pro pocitani semikartézské
r,= jk= fé= Jdr=rkj= 7= 0, (d)
jakoz i kartézsky tvar skalarniho soucinu
ob— (axi-f af] + dzk) (bxt-p by -j- bzP) =- axbx — ayby + azhz. (e)
Invariance vyrazu na pravé strané vzhledem k libovolnému posunuti
nebo otoceni soufadnic neni na prvy pohled patrna, z vektorialniho
vyznamu plyne ihned sama sebou.
Uzitim na prlvodi¢, ktery, ma-li definovati polohu uréitého bodu
— svého konce — v prostoru, budeme nazyvati také vektorem polo-
hovym (posic¢nim)
! ¢« 9
9_J_y9 .
plyne ihned vzorec (1 b), uZitim na dva prlvodige T\ a F2 svirajici

rr= 1?: r9: <yn--p yj—-j-zl'é\)g: T

Ghel (i\r2) pak, piSeme-li za komponenty dle (1 ¢) x| — ricos(rix), ...
a x2= r2cos(ra.r), ....
TisTi =rier2e« - )y2(@?(rlr).1+ -)- (ry) F)
X(€0.?(C2€) 7-j-co»(r&)j + [5)
po zkraceni znamy vzorec analytické geometrie
cos(jy3) = cosir~r)cos(rax) — cos (rxy) cos (r2y) -f- cos(r”) cos{rz). (/)
Komponenty vektoru a v osach soufadnicovych najdeme souciny
A= (0*7 f- cn4- 7= &, Jd= oty, af— o (<7)
absolutni hodnotu, vyjadfenou komponentami, souinem
2 ey ~Tad, 43
smérové kosinusy sméru a soufiny s vektorem jedni¢kovym

aa= <P= <f—

— cos(a,r) — —, &°3= oS — — a’ié= cos(az) — — i

@n—— a (ay) — — (@) — ()

nebot dle (y) &= a.Ci°i*=ax atd. Obecné dava vzdy skalarni soucin

dvou vektor( jedni¢kovych kosinus Ghlu sevieného.

4. Zmeéna soustavy soufadnicové.

Semikartézské vyjadreni dovoluje nam - ta M
velmi jednoduSe vyjadriti vztahy*, které vznik- |
nou, zmeéni-li se systém souradnic. Stane-li se ,//
vztaznym bodem (pofatkem soufadnic) //

misto 0 bod 0i7 ktery je uréen polohovym vek-

torem 001= a= axi-j- aj —azk, plati pro ¥
polohovy vektor bodu M stary f a novy F1
samozfejmy vztah

F= FL-j- a. (@) Cbr. 4.



Byly-li pravodhlé osy XYZ posunuty do nového pocatku samy
s sebou rovnobézng, zlstdva smér novych jedni¢kovych vektor( iu jv
nezménén, takzeli= J,ji= jfkl= k a vztahy (3d) zUstavaji platnymi..
Je-li v novych soufadnicich
Fl= x11-j-yJi -J-zxich
plyne rozepsanim vztahu (a)
*=Fji4+ > F= i+ «* z= zl-j-a2 ()

Zlstal-li  bod vztazny (poCatek) O tyZ a byla-li soustava sou-
fadnicova XY Z kolem ného otofena do polohy E11Z, nezménil se po-
lohovy vektor T, jen jeho semikartézské

| rozepsani jest jiné. Misto pravolhlych jed-

Z ni¢kovych vektord 7,J, k mame nynii,/, F,
které jsouce na sobé kolmy splfiuji vztahy
(3d) ff= ... .=

Oznaéime-li nové koordinaty £, rj, £, jest

| Lz 7 F=*i-]- o+ = |t --73/+ fF. (c)
8 / : ) o .
D Y 'V Nasobme skalarné f postupné 2, J, £; ob-
s X drzime

A If =X — |n'+ ijij -f- £iF,
vie=15e7 Jr=y = i-jf-fljjl + &F, (d)
R Ff= 1£=2 - -[- ffcF.

Souciny jedni¢kovych vektor( jsou smé-

Obr. 5. o :
rovymi kosinusy os

il'=1i = cos (Cif)= cos (7%, 7/= cos(77) " atd. (c)

Vzorce slouzi k pfechodu od staré soustavy do nové. K prechodu
opacnému obdrzeli bychom obdobné vzorce, néasobice f postupné i\ /, F.
Ovsem musi byti novy systém soufadnicovy opét pravotocivy.

Nejobecnéj§i proménu soustavy soufadnicové obdrzime, pfejdouce
od pocCatku O do Ox se soustavou rovnobéznou a otoCice ji potom
kolem OL Jest tudiz

o= fn ' -f- Tjiy-j- -jr ax,
Cili cos (.rf) -j- 7 1 cos(.rTj) + E£cos(,rf) + a* 0
a dva podobné daldi vztahy pro y a z.
Smérové kosinusy cos(*r|), cos (.rrf), .. . cos(aj), jichZz jest devét,

nejsou ovéem na sob& nezavislé. Jsou mezi nimi rdzné vztahy, které
vektoranalyticky snadno dovodime.

Dosadme do (c) za «,y, z hodnoty (d). Pak

& + Vi“t — Sro *f V7(jf) “I'C(™)>

+ h (jo + vjyf) + 0/\_ (5)

~~(ft) -\-T\k

Ze t¥i veli€in f, 77, M jsou dvé libovolné, tfeti jest urCena vztahem (c)*

Volime-li jednou = po druhé £= 0 apo tfeti £=rm= 0,
dostdvame z (g)



M

Tfet)+J <X ak(W),
THTD (1D + H V), [
i((TF)+J(JF)+E(FF).

Nezapominejme, Ze uzavorkované sou€iny jsou prosté skalary.
Jezto (30F) plati jak pro necarkovanou tak pro c¢arkovanou soustavu
jednickovych vektord, plyne nasobenim t z (h) pro tt =1

¢
y
E

Cili % Q083 (.r£) -[* COS3 (?/£) 4™ (*8)=:1 ©

a podobné dvé dalsi z Z9= Fa= 1.
Ze skalarniho sou€inu t/ = 0 plyne z (&) a (3d)
(»)(v)+ 00 (J/)+ (*0(00= 0O,
- A ne n noo A A
Cili cos (2£) cos (rTj) 4" cos (y3) cos{v7]) 4““cos (*S) cos\zri) = 0)
a ze sputinG /F = EV=0 dvé podobné dalsi.
Kdybychom do (c) byli dosazovali za £, 7], J, byly by vysledkem
podobného poctu vztahy
cos2 (£r) 4" cos3 (7]cr) 4 " cos2 (Er) = 1, (&)
IN IN /S IX A
cos (E,/") cos (Ey) 4“  (rj.v) cos (r\y) -f- cos (8.r) cos (j;y) = © ()]
a podobné ¢tyfi, které plynou z (i) a (y) zdméjiou Feckych a latin-
skych pismen.
Dalsi vztahy plynou z pojmu vektorového soucinu, o némzZ pozdéji
bude fe¢. V3echny si lze snadno pamatovati ze schématu smérovych kosinus(

X Y VA

| i k
~ 1wy A
T cos(.rg) costy$S) QB(4)
H IX
f axs (A cos (yrf)  Q3B(zlf)
7 A N ]
v cos (x£)  cos(yQ)  cos(z£)

Soucet CGtverclO veli¢in v kterémkoli fadku nebo sloupci je roven 1,
soucet tFi soudinl ze dvou stejnolehlych veli¢in ve dvou Fadcich nebo
sloupcich je roven nule. Vysledek daldi, ktery v § 7 stejné snadné
dokaZeme, zni: PovaZujeme-li obrazec kosinusi symbolicky za deter-
minant tfetiho stupné, rovna se kazdy c¢len svému pfislusSnym zna-
menim opatfenému subdeterminantu (minoru); na pf.:

cos (xr\) — cos (j)Q cos (,?£) — cos (z£) cos (YE). .(ni)

Hodnota determinantu, jak se snadno mdzZeme pFesvédciti, rovna

se 4-1, jsou-li oba systémy pravotoCivé. Je-li jeden pravotoCivy, druhy

levotogivy, je velikost determinantu rovna — 1 a jednu stranu vztahl (m)
jest nasobiti zapornou jednic¢kou.



*5  Uhly Eulerovy.

Vztahy (4ij, m) Ize ovdem snadno odvoditi geometricky. V prvych
vidime vyraz véty Pythagorovy, v druhych pouziti vzorce (3e). Ale
nejsou zase vSechny na sobé& nezavislé, Ize je redukovati na 6. Z toho

plyne, Ze devét GhlG (/+8), ..-.(*£) lze nahraditi tFemi navzajem ne-
zavislymi daji, které Uplné definuji novou polohu otocenych os. Volime
jimi t. zv. Ghly Eulerovy (f-Ui,
Jejich vyznam jest patrny z obrazce 6. Oznaceni neni naprosto
ustdlené, proto se zde pfi-
7 drzujeme ,,Encyklopedie mat.
védw Roviny XY a pro-
T Lozl tinaji se v uzlové pfimce
2, i\i N\ .ON> je kolmé na ON1
a to tak, Ze ON1 ON2a Oz
tvoFi pravotocCivy systém sou-
fadnic, jehoz téz se nékdy
s vyhodou pouZiva.
Odklon os Z a Z, t. j.
% , S Uhel & (mezi 0° a 180°), jenz
oy A e jest zaroven Uhlem rovin XY"
a £H, nazyvame Ghlem nu-
tace, UhelXONtazimutem
Obr. 6. uzlové pFimky nebo Ghlem
precese xp (od 0° do 360U,
Ghel NtUA pak dhlem (p €isté rotace (od 0° do 360(Q. Kosinusy
GhlG mezi starymi a novymi osami jsou dany schématem

X Y z
i 7 k

Vv cos pcos4 —sin @sin4cosu  cosf sin4 + sinpcos4cost siny sin#

(«)

—sin pcos4*—cos”sin dcos i —sin (sin 4 + cos©cos 4 cos it cosysind

" sin sind —cos4sin cosU

Snadno Ize potvrditi, Ze spliuji vztahy (4 i,j9m).

Relace obsazené ve schématu nalezneme, proloZime-li bodem O
jakozto stfedem kouli o jedni€kovém poloméru a uZijeme-li na troj-
Uhelniky, z nejvétsich kruhl na ni vytvorené, vzorcd sférické trigono-
metrie.

Stejné snadno odvodime je vektoranalyticky bez znalosti sférické
trigonometrie nasledujicim zplsobem *Vyjdéme od po&ateéni polohy, v niz
osy XYZ aaHZ splyvaji v jedno a otome nové osy kolem OZ=02Z
0 Uhel ip do polohy OSlI= ONiy charaktérisované jednickovym vek-
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torem ix a OHi= ON2 ve sméru Jim Pak plati pro dvé pravouhlé sou-
siavy 7,J, £ atlf Ji,kx=k, jak je pfimo patrno
% — Gty Tix= GFH(90° -j-xN= — ty, tk\= G>390°*“ O,

jix=zcos(90° —ty) — sinty, JJ1= costy, jkx= c0s90°= 0,
JX— I'X= cos90°= 0, Mx— QGx»0°= 1
Ze vzorcl (4 h), kde za ¢arkované veliGiny piseme- veliGiny opatiené
indexem 1, nebo bez tohoto pocitani i z pfimého nazoru plyne
li = 7costy -j- Jsinty,
jj — — Isinty -f- Jcosty,
h=k
Druhym krokem je pfechod soustavy NX2Z v soustavu NXN%Z

oto¢enim o Ghel & kolem osy ONx. Jednickové vektory ix,jxfcx pfejdou
v 72,32, £2, mezi nimiz lze obdobné dokéazati nebo pfimo vidéti vztahy

2 — h?
j2= J Xcos& —  sin&,
12= —Jisin& hLcos
Kone€né prejdem od soustavy jYxXN2Z k definitivni soustavé 1£HZ,
t. j. od jedni¢kovych vektorl i2,J2 2 k f, f, F ototenim o Ghel mp
kolem OZ. Pak
f = j2cos(f  J2sincp,
f = —i2sinty+ h costy,
F= F.
Zpétnym dosazovanim pak obdrzime na pfF.

F= £2= —Jisin3-p cos&
— (7sinty — Jcosty) sin & -j- Xcos

z Cehoz dle tfeti rovnice (4 h) plyne
*F= sintysind', jF= — costy sin £F — cosi&

Jest to tfeti Fadek naSeho schématu. Prvé dva dostaneme obdobné.

6. Soulin vektorovy.

Vektorovym (nékdy ,,vné&jsim*) soulinem dvou vektorl a a b

nazyvame vektor ¢, jehoZ velikost jest dana soucinem velikosti a a b

a sinusu Uhlu sevieného, t. j. absin(ab), a —
- ~ - , P ~ 7 v Cr'db'
jenz jest kolmy na roviné prolozené obéma sl
vektory a a h, a toho sméru, Ze vektory a, b, ¢
v tomto poradi® tvoFi pravotoCivy systém.
Tocime-li tedy od a k b pres Uhel mensi
nez 180° oby€ejnym Sroubem, postupuje ve
smeéru vektor/l’J\1 ¢. Absolutni hodnota ¢i velikost

\c\=obsin(ab) jest numericky rovna ploSe

rovnobéznika OADfi, z vektorl G a b sestrojeného. Vektorovy souéin
budeme ddsledné oznaCovati hranatymi zavorkami [4£], oddélujice
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uvnitf zavorek sloZitgjsi vyrazy obygejnou &arkou*). Cteme nebo dik-
tujeme piSicim: ,a vektor krat b vektor vektorialné.“
Jest tedy dle definice

Ao
¢==c . ¢ = [ué] =ab sin (ab) . [<°. (a)
Z definice sméru vektoru ¢ plyne nazorng, Zze
[5a] = — [al], (5)

Ze tedy zakon komutativnosti neplati, Ze komutace vede k zméné
znameni.Jsou-li & ai vektory téhoZ sméru nebo protismérné (s°= + i°),
jest jejichvektorovy soucin roven nule, cozZ jest vektorovym znakem

rovnobg&znosti dvou vektorl nenulovych. Je-li a jevelikost [\ab] |= ab.
Z toho plynou zékladni pravidla pro vektory jedniCkové
—— D=
N = [jil= [h-1=0, [;*]=— [i-j)—1, ()

Dale jest z geometrického vyznamu definice pFimo patrno pro
libovolny skalar m

[mé&, A= [4 mb\= m [a?]. (d)

Na snadé lezici zevSeobecnéni pojmu vektorového soucinu vede

nas k poznani, Ze muzZeme rovinné plochy nebo rovinné elementy

ploch kFivych znazornovati vektory. Jsouf. jimi svou podstatou, majice

urcitou velikost (plodny obsah) a urcitou polohu v prostoru, danou

kolmici —,,normalou* — na nich  vzty€enou. Oviem musime se smlu-

viti o néjakém pravidle, dle néhoz urcujeme kladny smér normaly.

Je-li naSe plocha ¢asti uzavFené plochy,

= chceme za kladnou brati vnéjsi normalu. Je-li

< vSak dana plocha na pf. Casti nekonecné roviny

nebo libovolné neuzaviené plochy, da se jeji

positivni strana urciti pouze tehdy, pfirkneme-li

; jejimu ohrani€eni pevny smér obé&hu. Je-li ten

B dan, zveme positivni stranou plochy, stranou,

Obr. 8. na niz se nachazi kladnd normaéla, tu, k niz

sméfuje hrot pravoto€ivého Sroubu, otafeného

dle sméru ob&hu kontury. Jinak mdZeme Fici: Po positivni strané

*) Theorie kvaterniond (W. R. Hamiltonova) oznaluje vektorem
= axit ayjazk, kde i,J, k odpovidajici tfem osam jsou imaginarni, takze
ti = kk= —1,ij= —jk= k, jk = —kj= 8§ kt= —ik=j. Soucinem dvou
vektoru vznikne pak kvaternion, t.j. spojeni skaldru (na$ zaporny skalarni
soucin) a vektoru (na$ vektorovy soucin identicky s H. Grassmannovym
jinych Cistych kvaternionistu, uziva se nyni téméF zcela vyhradné vektorové
analyse nasi, jejimiz prikopniky byli Heaviside a Gibbs. Vektorovy sougin
oznaCuji Hami It on, Heaviside a Foppl Vab, Gibbs a encyklopedie
(,cross-product”), Burali-Forti a Marcolongo a/\b, Hamel ab. Po-
Pfidrzujeme se velmi €astého oznaceni [ab\ (Abraham, Gans, Ignatowski
a mn. jini).
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plochy kra€i chodec, jenz jde po kontufe danym.smérem, leZi-li plocha
sama po jeho levé ruce. U uzavfenych ploch je timto, ustanovenim a
volbou vnéjsi normaly za kladnou dan smér obé&hu plo$nych elementd,

Naneseme-li na kladnou normé&lu délku numericky rovnou ploSnému
obsahu dané rovinné plochy, nebo plo$ného elementu u ploch zakfi-
venych, znazorfiuje tak vznikly vektor danou plochu, resp. plodny
element. Zéakladni jednic¢kovy vektor ve sméru normdaly budeme ozna-
Covati v (bez exponentu 0); pak jest rovinna plocha resp. plodny
element jednozna¢né dan vektorem S = 8v, resp. dS= dS.v.

Promitneme-li rovinnou plochu na jinou rovinu, jest velikost pri-
métu rovna plose, nasobené kosinusem Ghlu mezi normalami. Primét
sam co do velikosti i polohy jest tedy wuren skaldrnim soucinem
jednickového vektoru roviny a vektoru, znazornujiciho danou plochu,
na ptiklad prdmét na rovinu [77] ~ (t. j. na rovinu XY) vyrazem
kKE= Sk= 8 . kv.

Z nazoru jest patrno, Ze primét uzaviené plochy na libo-
volnou rovinu jest roven nule, nebot pfislusna ¢ast roviny pokryje
se dvakrat (nebo obecné,sudym pocétem), a oba prdméty maji opacné
znameni, tedy algebraicky soucet nulu. Je-li tedy “jednotkova normala
roviny, na niz promitame, je

jp@S=VvV0jdS— 0, a tedy fdS= 0,
0 0 (0]
nebot stalé, ale jinak libovoIné vO jsme mohli vytknout pfed znameni
sumace dle (3c).
Na zakladé této véty snadno dokazeme =zakon distributivnosti
u vektorového soucinu. Sestrojme trojboky hranol na zdkladné b, ¢, b-j- €
s hranou a. Vektorové vyjadfeni povrchu (pozor na
obéh jednotlivych ploch) jest /

[b&d -f- [¢a] -j- [A, (b+ €)]-f *[iE] —\ [E&]= o ; ’ i :’
z toho [0, (b-j- €)= [na] [Cic]. (e) a/ /
Jest snadno roz$ifiti zdkon distributivnosti na !t
[(max-f . 20 + see0l= [«ia»] + !‘ f—/
-f- mq [4iNs] - (-eee pliSg] -3 [Oifa~ *
Jen jest nutno zachovavat! pofad vektorl v jednot- Obr. &

livych souCinech vysledku.

Dle toho je snadno vytvofiti semikartézsky tvar vektorového
sou€inu pomoci pravidel (c).

Je-li 5= oxt-j—etyj -j—ttzk) b —"hyd -j—byj -} bzkj mame

[fia] (vl  @eby) *~} (pz"x  Uxbz)j  Pxby  Oyix) A, 09)
Cili ve tvaru determinantu, jenz snadno utkvi v paméti,
j i
[ab] = (A)

Pravidlo (b) je z ného evidentni, pfFemisténim dvou sousednich
fadkd zméni determinant své znameni. Subdeterminanty u 7,J, k nejsou
nez velikosti primétl plochy [«&] na roviny [jf]= f, [ki]= ja, [ijl= E£;
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obdrzimet je, nasobime-li explicitni tvar (</) skalarné postupné témito
jednickovymi vektory.

Velikost vektoru [aé] obdrzime jako vzdy ze skalarniho soucinu
f\[a”. V rozvinutém tvaru kartézském netfeba ji ani psat.

Ma-li vztazny bod O soufadnice #0,?0,z0, podobné konec A vektoru &
soufadnice xu yv gt a podobné B (x2, ax=  —x07 b2 = z2—zy,
a tedy vzorec pro plochu trojuhelnika mezi body (#0, yOy(xvy,), (x2y2) dle
polovi¢niho subdeterminantu u k roz§ifenim a pfi¢tenim prvého fadku k ostatnim

1 L #0 Zo ! 2101

i1 *o  2i 2o R — %
" IXX 0 y-i—Vo I 0 +i— o 2li—z0 - Lowr i
0 - Loy a1

7. Moment vektoru.

Plsobi-li vektor v bodé M, daném polohovym vektorem F,
. nazyvame vektorovy soucin [fa] momentem
/ vektoru a vzhledem k bodu O. Jest

\\' 2} 3 obecné semikartézsky dan
\ M v, 2] J E
N [«]= Xx—Xx0 y_yo (a)

0 0320 *0) ax ay
Obr. 10. Moment vektoru vzhledem ke kazdému bodu.
lezicimu v jeho prodlouZeni, jest nulou, nebof
ve vyraze [fa]= ra[f°, a°] jednic¢kovy vektor Budeme
disledné jedni¢kovy vektor f° ve sméru privodige (polohového vektoru) v
nadale oznaCovati gq. Nazyvame-li i a ¢ ,slozkami" vysledného

vektoru (,,vyslednice") h-J-F, pravi véta (6€), Ze moment vy-
slednice vzhledem k libovolnému bodu prostoru se
rovna soudtu momentd slozek vzhledem k témuZz bodu.

Mluvime-li o momentu vektoru n=MA vzhledem k pfimce ¥,

minime tim sou¢in z vektoru at= MAIly ktery je primétem daného
vektoru na rovinu v (k dané pfimce kolmou)
a z kolmice Q*C 1 MA”M spuSténé s paty
4 pfimky OLna smér prdmétu. Z obrazce 11,
kde jsou kresleny misto momentd (rovno-
¥ &N - béznik() pouze poloviéni momenty (trojuhel-
vy aoya / niky), je bez dalsiho nazorné patrno, Ze
‘/ «/ moment vektoru a k pfimce v jest [fi«i] =
/S USsS<gmya, / = r [fa], t. j. Ze se rovnd prdmétu momentu
A% ',"’" vektoru a vzhledem k libovolnému bodu O
8 pfimky v na tuto pfimku. Jsou tedy sub-
3 determinanty v (a) zaroved momenty k p¥im-
( / kdm rovnobéznym s osami 7,J, k a prochézeji-
Obr. 11. cim bodem (x0fy0, z0). Jsou-li ,-0= y 0= z0— 0,
jsou to momenty vektoru & k osam. Jak se
najde velikost momentu vysledného ze slozek — momentl to k osam —,
bylo jiz Feceno.
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Mluvime-li o momentech vektoru v roviné, minime tim
vzdy momenty, jako [7i«i], vektoru ax vzhledem k néjakému bodu Ox dané
a vektorem nx prolozené roviny.

Dodatek k § 4. Z0stali jsme dluzni dikaz vzorcd (4ni). Vidime
nvni, Ze jest prostym dlsledkem definice vektorového souinu. Jestif. dle
(4h) a (sc)

7k

i'=m =

N N A
| 188 9

a tedy, nasobime-li na pf. i obé strany,

coz jest, pideme-li za skalarné souciny dle (4c) kosinusy uhll mezi
prislusnymi osami,
cos (,%£) = cos (yrf) . cos (z£) — cos (<??]). cos (YE).

Vzorec (4ni) plyne obdobné z/ — [Ft] nasobenim 7 a podobné i vSechny .
ostatni.

vvvvvv

1. a(bC). Skalarni sougin z vektoru a skalarniho souginu ne-
skyta ni¢eho zajimavého. Patrné a(bf) = a(Cb). Setkali jsme se s nim
u vektord jednickovych jiz v (4<) a nebylo potiebi zvlastniho objasnéni.
Ovsem a(b€) 4= (590 by mély a a ¢ tyz smér.

2. a\b¢\. Skalarni soucin z vektoru a vektorového soucinu. Jest
to skalar, ktery ma zajimavy vyznam
geometricky. . Znaci patrné (zakladna bris
OBDC nésobené vySkou OAX) krychlovy
obsah rovnobé&znosténu z vektord u, b, € | A
sestrojeného neboli Sestinasobny obsah Al g
CtyFsténu OAtIC (obr. 12). Ze zéaklad- ST
nich vztah( je patrno, Ze a[gh\ = / . J /
— (a,— ["€])— — a[b¢\ Vychazi tedy / N AR » ; /
krychlovy obsah se znamenim kladnym  / N o
¢i zapornym dle toho, leZi-li v/e\ktor a/ N@:oc)) -/

na téze strané zakladny bcsin (/>c) jako Obr. 12.
norméla ¥ = [/~ nebo na strané opacné.
Z geometrického vyznamu jest téZz pFimo patrno, ze
= |&a= [cdla (<)
Porad vektord mlzeme beze zmény hodnoty a znameni cyklicky
proméniti; pri zméné necyklické zméni se znameni. To jest okamzité
patrno téz ze semikartézského vyjadreni, které obdrzime, nasobime-li
vyraz [ab\ ve vzorci (6/) skalarné vektorem €~ c xi-f-cyj -j- czk. Plyne
axajaz
0\bc x(flybz  &by)  Cyf{ctzbx  Uxbg) 'J™G (flzby ~ &ybx)— bx by bz «(0
Cx
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Pro vlastnost (a) a determinantové vyjadfeni oznacuji néktefi
(na pf. GFibbs-Wilson, Libicky) soucin na$ prosté (cthc).
Z determinantu nebo geometrického nazoru ¢i ze zadkona (6 £) plyne

&[ab) = Jria = 0.

Lezi-li vektory fi, ¢ v téZe roving, musi, jak patrno na pf. ihned
z geometrického vyznamu, kterykoli z téchto potrojnych sou€inu se
rovnati nule, nehledé k pofadi vektor(l. Jest tudiz u nenulovych
vektord A[£E]— 0 podminkou komplanéarnosti.

Dikaz, Ze je totoznd s dFivéjsi v § 2, prenechan budiz ¢tenari.
Mame-li misto vektoru li souget dvou (neb vice) vektor(, plyne z (3¢c)

(a+ | , [«73)= a[e™d + ()
Soucin N[EE] ma ve fysice ddlezity vyznam, vystizeny nazvem
»tok vektoru a plochou Kdyby totiz vektor "=

znamenal otvor ve sténé, kterym by proudila nestlacitelnd kapalina
rychlosti v, ktera je co do sméru i velikosti dana vektorem a, pak znaci
4[S¢]= 3S= aSa°vV = aScos(va) objem kapaliny za jedni¢ku €asovou
vytekly. Odtud néazev. Mluvime podobné také o toku sily plochou a pod.
Jednéa-li se o plochu zakFivenou, je tok vektoru roven
JadS= j icos(va) .dS= f%/lS,

je-li av normalni slozka vektoru v misté elementu dS.

Obdobné jako v § 6 Ize dovoditi z (b) vyraz pro krychlovy obsah ¢ty¥-

sténu, jehoz rohy jsou O(.vo, y0,:z0),,«j),
jejz zname z analytické geometrie, a jenz zni
1 *0\O-0 1
— 1 ViFil
OABC= 4 1 x2y2z2
1 "31S-3!
3. [a,[fc€]d. Tento vektorovy soucin z vektoru a vektorového sou-

¢inu nem& daleko té dllezitosti jako predchazejici. Jak z Uvahy o
geometrickém vyznamu vektorového soucinu jest ihned patrno, je to vektor,
ktery lezi v roviné [£&] a to kolmo k primétu vektoru n (viz obr. 12).
Musif. byti kolmym k roviné vektord a a [ECj. Jeho hodnota, jiZz na-
lezneme nejkratSeji semikartézskym rozepsanim, jest

[Afac]l= b. (af) — ¢ . (ab). (d)
Z ni plyne [a[?¢]] -(- [™[cal] -j- [o[aFd  O. ()
Vektory slozitéjsi se téméF nikdy v po€tu nevyskyiuji.
Semikartézskym rozepsanim plynou pro dva nejblize slozitéjsi
fi3\) = («?) (J3) — (a3) (be)
a [€7] = (<ietl) Z— (bifl)a= (@& — 7. @in

Jest zajimavo jen to, Ze z nich (znaci-li i, b, ¢ d jedniCkové vektory
z téhoz zaCatku O, takze jejich konce vytvofi sféricky ctyfahelnik na
jednickové kouli) lze velmi snadno vyvoditi vSechny hlavni poucky
sférické trigonometrie.
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*9. Vektory polarni a axialni. Pseudoskalary.

Privodi¢ f nebo pfimocaré posunuti a po druhé vektor & ktery
vznikne jak Zto vektorovy soulin dvou vektorl podobnych ¥, pfes to,
Ze pocitani s nimi nebo jejich slozkami stale v téZe, na pf. pravotocivé,
soustavé, tfeba rlzné posunuté nebo otoGené, se Fidi naprosto tymiz
pravidly, pfece jen maji vlastnosti, jimiz se od sebe lisi. Zastupuji

jakozto typy dvé veliké skupiny, ve které lze vektory roztfiditi; prvé

jsou vektory polarnimi, druhy vektorem axialnim. Tyto
Yoigtovy néazvy podrzujeme s francouzskou mat. encyklopedii.
Maxwell, ktery prvy na jejich rozdil upozornil, tuse, Ze sila elektricka

je vektorem polarnim, magnetickd axialnim, (jak pozdéji Kolacek
vskutku ukazal z Hallova zjevu), zval je translatorickymi a rotato-
rickymi, Curie a Wiechert pak vektory a rotory. NejobvyklejSimi
pfiklady jejich jsou rychlpst postupnd a rotaéni. Pocitame-li s kom-
ponentami vektor(, uplatni se rozdil obou druhd teprve tehdy, pfe-
jdeme-li od pravotoCivé soustavy k levotoCivé (nebo ovSem naopak),
na pf. inversi sméru vSech os soufadnicovych. Volime-li novymi sou-
fadnicemi f = —7, f = —J, F= —k, bude polé&rni vektor

a= nx7—aj-\-azk= — ax(— 1) —ay(—j) —az(— k) =
= —axi —aj — azF.

Jeho slozky zménily svoje znaménka.

Ye vzorci (6f7), ktery dava vektorovy soucin dvou axialnich vek-
torl, je psano 7 vlastné za a podobné téz J a k. Jest vidéti, Ze
[37~=\-j,-£1=11/, n

Zavedeme-li nyni také v nové, ¢arkované soustavé jedni¢kovych
vektord stejné predpisy jako (6¢), bude [fF] = f atd. a komponenty
(aj)z— aybj) atd. vektoru axialniho inversi svoje znaménka ne-
zménily. Ovsem jest dlvodem toho, Ze jsme nyni za kladny postup

/, F zvolili postup v technické praxi velmi zfidka uzivaného Sroubu
levotocivého, za kladny smér normaly pfi obé&hu plosky cl§ smér
opatny nez drive.

V rovnicich, v nichz se vyskytuji slozky obou druhd vektord,
méni se tedy nékterd znaménka, prejdeme-li od pravotoCivého systému
k levotoCivému. Proto jest dobfe znati nasledujici pravidla, ktera
nebudeme odvozovati. pfenechdvajice to ctenafi, nebo odkazujice na
citovany spisek Ignatowského: Vektorovy soucin dvou polar-
nich nebo dvou axiadlnich vektord je vektor axialnf,
vektorovy soucin z poldrniho a axialniho vektoru je
vektor polarni.

Ale také vysledek skalarniho nasobeni dvou vektord vede k dvéma
riznym druhlm skalarG. K prvym patii takové, jeZ nejsou pouhym
vysledkem poctu, jako mnozstvi hmoty, energie a pod. Ty ovSem inversi
soufadnic svého znameni nezméni. Podobné chové se skaldrni soucin
dvou polarnich vektorl. To jsou skalary obycejné, pravé. Ve skalarnim
sou¢inu polarniho vektoru a vektoru axidlniho a b¢\ setkali jsme se
vSak se skalarem, jehoz znameni bylo jednou kladné, jednou zaporné.
Nazyva se pseudoskaldrem a pfi inversi méni své znameni. Na-



16 [9, 10]

sobime-li jim vektor néjaky, méni se polarni v axialni a naopak. Plocha
J*cS.eo.[.aj] je vektorem axialnim, objem oj u[b&] pseudoskalarem.

Pfipojme hned sem, tfebaZze pojmy ty poznadme teprve pozdéji,
Zze divergence vektoru polérniho je pravy skaldr, axidlniho pseudo-
skalar; gradient pravého skalaru polarni vektor, pseudoskalaru axialni;
kone¢né rotor polarniho vektoru axialni, axialniho polarni vektor*
tak jakoby Hamiltondv operator V byl vektor polarni.

Netfeba pfipominati, Ze znameni rovnosti mlZe stati pouze mezi
dvéma vektory nebo skalary téhoz druhu. Nebot je-li a= b event. c—d,
a jsou-li na pf. « a c pfi inversi invariantnimi, musi totéz platiti
iobad

10. Diferenciace vektord.

Zméni-li se libovolny vektor a na 4\ jest zména zla— a — n ovsem
zase vektorem. Je-li n funkci jediné skalarni (numerické) proménné
na pf. m jest Aa urCeno hodnotami u a u, k nimZz patfi a a &
Mezni hodnotu

lim zla _ da
\u=0Au du (<)
definujeme za diferencialni pomér nebo derivaci vektoru & dle pro-
ménné u. DUlezZita jest jeji interpretace. Znazornéme si funkéni zavislost
graficky tak, Ze akreslime jakoZto z téhoZ bodu O vedené prlvodice
kfivky a=f(u). (U funkéniho znameni uzili jsme ozna€eni vektorem,
x jezto na pravé strané musi ovSem stati funkce

iy vektorovad.) Pak (obr. 13) jest a= OMy

N _' a-j- = OMra tedy zla= MMr po sméru
Q /7 i velikosti se¢na kFivky /(?<), Jest patrno, ze

AR
0 Ao g2 h AN v limité bude p - vektor, ktery ma smér tecné
g - u

k znazornujici kfivce, smér, ktery budeme
oznacovati jednickovym vektorem i (bez ex-
ponentu 0).
Obr. 13. V rliznych kombinacich skalard a vek-
torl, které zavisi na téze skalarni proménné w,
déje se diferenciace stejné jako v obycejné analysi. Tak na pf:

d da ~ db

— (ab)= — brj-a

du (ab) du ] du *)
nebot (& -Zia} b-{-Ab)- rab-—zI (4b) — a . Ab — Zla . b yji—zla . Zib,
tedy ZI (ab) Ab , Au _ A& .Ab

zZlu  =az7l-r 27,00+~ T
z ¢ehoz pco lim Au= o0 plyne napsany vzorec (h).
Podobné
d (ma) dm da
du du ldu7 )
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il(a-f ZE .o(Q) da  db

du du du 1 (d)
g, Fl_ aa 1 a
du du ]+ L* 00
a dle tychz pravidel u sou¢in slozitgjsich. Jedno via’v sludi miti na
paméti — kdekoli se vyskytuje vektorovy soucin, je nutno pofad vek-
toru v hranatych zavorkach pfesné dodrZovati.
Stejné postupujice, midZzeme vytvofiti derivace vys$si. V semi-
kartézském rozepsani plyne z danych pravidel bezprostfedné
da dax , dau , da2_
dn du du di/
fa drexj o dHy_ j drazj
du* 7 (m * [Tn * ()

nebot jednic¢kové vektory fi,J, k jsou co do sméru i velikosti stalé,
neproménné. Jinak nemusi byti ani

orthogondlni, nybrz mohou miti N R
libovolné riizné sméry v prostoru. o~ D e
Snadno lze rozepsati v semikartézsky L
tvar vzorce (b) aZ (V). Heaviside ,
dokazuje tyto vzorce pravé opa&nym W [
postupem ze seinikartézského tvaru. SN D >

VSimnéme si jeSté blize geometric- :

kého znazornéni velmi malé zmény )

vektoru a= a.a°. Dle (c) jest

da= da.a° -f-a.dao 5>
Zména Jao proménného

jednic¢kového vektoru vlimité p .

da°, jest vektor kolmy na &~

a jeho velikost, sviraji-li ~ vektory Obr. 14.

a a a-j-da uahel d(p, jest rovna

l.dcp = d(p. Vidime toto ddlezité pravidlo pfimo z obrazce 14;

kolmost forméalné vyplyva také diferenciaci (dle vzorce (&)) soucinu

d9a°= 1, nebot

d(4°4°)~ 4°da° da0. a&°= 24a°dd°= o, tedy dao 3°. <)
Jest patrno z obrazce 14, Ze
lj& — zla . &° -|- z1a . z14o0 -j- az/u°.

PFfi prechodu k nahofe napsané Ilimité ztotoZzfiujeme oblouky
MMXa MfrMf s kolmicemi na OM a zanedbdvadmesoucin z/u. zl&o
nekone¢né maly druhého fadu.

Je-li vektorem & skuteény privodi¢ (vektor polohovy) F, jehoz
jedni¢kovy vektor zveme ~(=0°), a volime-li za skaldrni neodvislé pro-
ménnou délku s kfivky, méfenou od kteréhosi zatate¢niho bodu 5= 0o

Kucera, Zaklady mechaniky. 2
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na ni, ma tétiva MM '=A&i — Ar v limité smér te¢néfr a délku dr= dsr
takze
d . .
dr=ds.r, - § (ji)
Jezto dle (/) je
dr dx . dy dzy

T= ds = d*J+ diJ+ dsl’

dostavame skaldrnimi souciny
IV dx dz
IT= cos (rx) = cos(2¥y) ~ , cos(t:)=
coz jsou smeérové kosinusy te€né.

Jaky vyznam mé a/vrlz as? Jezto T je vektor jednickovy, jest

to vektorna te¢nékolmy, lezici v roviné dvoukonsekutivnich tecen,
sestrojenych v bodech M aMr dané kfivky, €ili v tak zvanéroviné

os ku laéni (obr. 13). Velikost vektoru dx jest dep, tedy s ‘ s
zveme-li dep Uhel mezi obéma te€nami, t. zv. Ghel kontingen¢ni.
Vzty€ime-li kolmice na obou te¢néch, protnou se ,uvnitf kfivky*“ (t. j.
na jeji konkavni strané) v bodé o', ve vzdéalenosti CfM=0fMf=R r
kterou oznaujeme ndzvem polomér kfivosti R. Uhel mezi kol-

\ ds
micemi je dep, takZe ds= Rclep. Jest tedy R= — a t. zv. kfivost

A =-y. Kolmici na te¢né, lezici v oskulaCni roving, nazyvame (prvou)

norméalou kfivky, a charakterisujeme-li jeji smér ,dovnitf"* kFivky
jednickovym vektorem v, mlZeme vse, co jsme fekli, shrnouti ve vztah

ePF dr 1_ , N
dé¢/~"ds ~~RV J)
1_ d2f  dX <Py dPzr 1N
<>
dostavame jednak smérové kosinusy normaély
N ~
cos fp.r\)= E a2 cos (r;) = Rn-d~2t/, cos(rz) — R(EZ, (1}

jednak z v2= 1 pro polomér kfivosti

Msy+tfi+eo- <

Budiz pfipomenuto, Ze kolmici na te€né kolmou na roviné oskulaéni,
nazyvame binorméalou. Pro jeji jednickovy vektor v volime kladny smér
tak, Ze t, v, W tvofi pravotoCivy systém, takze [tv] —V, [W]= t, [Vt]= Vv

Jako dava (J) polomér kfivosti kfivky v urCitém bodé, resp.kFivost ! t. .
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otoceni tecné kolem binormaly pFi postupu ojedni¢ku délkovou (volenou vhodné

malou) podél kfivkv. tak dava
*dv' 1 .

polomér torse kfivky, t. j. oto¢eni oskulaéni roviny (a normaly v) kolem
te€né pfi témzZ postupu. Lze snadno dokazati, zo

dv 1_ 1
dis EZ R" ©
dr VAT d*TI
1 ds ' Lds*1 ds*)]
v 1d 7 ®)
w ;>

Vzorce (j, n, o) jsou vektorovym tvarem vzorcl Frenetovych.

11. Gradient. Operator Hamiltondv.

Jiz na tomto misté zminime se jeSté o jednom vztahu mezi
vektory a diferenciaci, ktery jest pfibuzny diferenciaci dle urcitého
sméru. Mé&jme skalar U. ktery jest dle ndzvoslovi Laméova ,bodovou
funkci“, t. j. mad v kazdém bodé prostoru urcitou, jen od polohy toho
bodu zavislou hodnotu, takze je funkci soufadnic U(<r,y,z). Postou-
pime-li z bodu (*vy,z) do libovolného sousedniho (;r dx, y-j-dy,
z -j- dz) podél sméru s, jest celkovd zména dU naSeho skalaru

ali=7"U gxnr 4V gga 37
37 3y («)
Postoupili jsme celkem o trat ch danou vzorem (1/«), a délenim
plyne
u ]
ds 3.r ds 3y ds dz ds
¢ili dle (li)
3U I du / do
du "7 cos (&) -cos(sy\) = -5—COS (),
ds dvv v 7 13y v JJ dz
jakozto velikost vzrdstu V (t.j. pfirGstku veli¢iny U na jednotce délkové
vhodné malou volené) ve sméru postupu ds.

Vyberme nyni z celého prostoru vSechny ty body, v nichz ma
U danou stalou hodnotu C. Je-li U v uvaZzované '
Céasti prostoru (zvané polem skalaru U) funkce }_ .
spojita, vyplni tyto body jistou plochu U=C, /
kterou nazyvdme hladinou nebo plochou /«,'

o Us
Uy L

stalého U. Udélujice konstanté C postupné 1 Sacl
jiné a jiné na pf. rostouci hodnoty, obdrzime 4

nové a nové hladiny, takZze jimi mlZeme pole  anmmed
proménného U mapovati. Tak jsou na pf. na
zemépisnych mapach vrstevnice prlseky zem-
ského povrchu s hladinami téze vySe nad hla- U
dinou mofskou — povrchem geoidu. V obr. 15 Obr. 15,



20 [11]

jsou znézornény casti dvou hladin C a Cd C . Pfejdemé-li od jedné
k druhé, jest zména Uv--U =dU vzdy stejnd clC. Zména nejrych-
lej§i nastava patrné pfi pfechodu z jedné hladiny (libovolného bodu A)

do druhé ve sméru normaly v, dle AB = V.dn, nebot pro libovolny

A
jiny smér odpovidd tdZz zména dC délce AB1= ds, kde dn= ds . cos(ra),
takZze zména na jednice délkové je menSi, rovnajic se

du du

®

Utvofime-li vektor v dan”’ zvany gradientem U, udavd nam jak smér

nejrychlejdiho vzrdstu skalaru U, tak i velikost tohoto
vzristu.

Definujeme tedy gradient skaléaru
rad U=FU =v~"-. c
g dn £<)

Oznateni obradcenymdelta €teme ,,del UM(s Gibbsem, jini Ctou
téz ,nabla U* dle tvaru staroZidovské harfy); F zna&isymbolicky
Hamiltonlv operator, ktery, aplikovan na skalar, dava jeho gradient,
tedy vektor*).

Z definice gradientu je pfimo vidéti, Ze jeho hodnota i smér je
nezavisly na poloze soustavy soufadnicové.

Vzrlist skaldru U na jedni¢ku délkovou v libovolném sméru d
jest dle {])

AduU du '
cos(vg) r —ovV— =6 .Fﬁr, (d)

“dn dn w
takze komponenty gradientu voséach zJ, /% t.j.iFU,jFU a IcFU jsou
oLl ou a oLl
ov oy 06z°

Zzime-li z téchto komponent gradient stejné jako vlbec kazdy vektgr
v semikartézsky tvar, jest

vzristy U ve sméru os, které, jak jest zvykem, piseme Slo-

du. 3£/

grad + («)
coz lze symbolicky psati
rr i 1+4m dr-w

Midzeme tedy Hamiltonliv operator F povaZovati za uzavorkovany sym-
bolicky vektor diferenciacni, ktery z kazdé skalarni bodové funkce

*) Jezto, jak hned uvidime, jest to symbolicky vektor, mél by se psati
dlsledné V. NeCinime tak, abychom zlstali v souhlase s jinymi autory, a¢
by to bylo prospesno jiz také z toho dlvodu, aby se V ostie odliSilo od obycej-
ného A které znaCivd konec€nou diferenci néjaké veli€iny. Ostatné by se mélo
také psati grad U.
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vytvaFi jeji gradient vySe uvedeného vyznamu*). Z tvaru (e) ovSem
neni jiz invariantnost gradientu vzhledem k systému soufadnic pfimo
patrna. Podobné lze v (d) povaZzovati sou€in jednickového vektoru ¢
a operatoru F za novy operéator

ktery dava derivaci ve sméru (f, Cili vzrdst skalarné veli¢iny ve sméru -|- <.
Charakterisujice bod A polohovym vektorem V a piSice (obr. 15)

za libovolné AB X— €ds — d¥ = \dx -f- jdy -j- kdz, dostavame z (cl)
dU=o0 .ds.FU=dF .FU (Ji)

a rozepsanim semikartézskym dle (e) po provedeni skaladrniho nasobeni
zékladni vzorec (a), jak tomu pfi dlsledné symbolice oviem musi byt**).
Téhoz vysledku bychom se byli dodélali pomoci symbolického operatoru

(dF . P)— (idx¥dy 4- kdz) + + =

= {d4 *+ dIW+ dzd}©)

plsobiciho na Z7, jimz vznika Gplny diferencial skalaru Z, t. j. cela
zména U na trati df. Y técbto operatorech (g) a (i) smime zaméniti
pofad obou vektord jenom tehdy, pamatujeme-li, Ze operace F ma pUso-
biti pouze na veliinu U, coZ se nékdy oznacuje indexem Fu-

Velikost €i absolutni hodnota gradientu obdrzi se stejné jako u
kazdého vektoru vibec ze ,skalarnfho &tverce

\FU\= y(FU)2
Lamé ji pro dllezitost a Casté vyskytovani opatfil zvla$tnim nazvem
»prvého diferencidlniho parametru
Snadno lze dokazati pocetni pravidla

F(u+v)=ru+rr, 0)
a F(UV)= V.PU-i-U .PV. (k)

*) Uzivani operator, s nimiz se naklada stejné, jakoby byly obycej-
nymi vektory (nebo skalary), je pro vektorovou analysi pfiznacné. Da se zdU-
vodniti ptisné védecky na podkladé theorie invariantl; Casto Ize vysledek snadno
verifikovali na pf. provadénim operace s jednou slozkou a pod. V Anglii se
ostatné ode davna tésilo znacné pfizni i v jinych odvétvich matematiky, jak
tomu svédci na pf. anglické ucebnice diferencilnich rovnic.

**) Vzhledem k (h) pisi mnozi (Hamel) zagradient \U symbol d—U. Jezto

v pojmu déleni vektorem lezi mnohoznaénost (viz na pf. knihu Libického,
str. 23 a nasl.), jest lépe setrvati na obecnéji uzivané symbolice starsi.



II. Kinematika hmotného bodu.

12. Prostor a cas.

Veskeré déje v anorganické pfirodé, jichz popis jest UGlohou
mechaniky, odehravaji se v Case, maji prlbéh casovy. | klid stavu
rovnovdzného posuzujeme c¢asové, mluvice o ném tehdy, kdyZz nepo-
zorujeme za prib&hu konetné doby Zadné zmény. Nejjednodudsi zménou
jest zména polohy télesa Po vzhledem k okolnim télesim Pu P 2> s «Pw»
kterd béhem téze doby svych vzdjemnych poloh nezménila. Soubor
téles jPO, I\y..Pw s jistou libovlli, ale vhodné& za uréitym ucelem
nami vybranych, nazyvdme soustavou, systémem, abstrahujeme-Ii
zatim od veSkerych ostatnich téles na zemékouli, od slunce, obéZnic,

stalic a celého vsehomira. Vzhledem k télesdm i\, ..Pn mlzZeme si
mysliti pevnou soustavu os soufadnicovych, za jichz pocatek O —
resp. bod vztazny pfi uziti vektorového poétu — mdlZeme zvoliti na pf.

zcela urcity bod ,klidného“ télesa Pk. Kazdy bod télesa PO opsal béhem
jisté doby dréhu, jejiz tvar lIze potom pomoci okamzitych sou-
fadnic <, 7, resp. okamzitého vektoru polohového f, popsati jakozto
zcela urcitou kfivku prostorovou.

Abychom mohli postupovati od jednodu$$ich pfipadl k slozi-
téjSim, myslime si zprvu téleso pohybované Po0 nesmirné malym,
nahrazujeme je fikci hmotného bodu M, takZe jeho draha je jedinou
prostorovou kfivkou a nemusime pfi popisu zatim pFihliZzeti k svazku
nekoneéné mnoha rlznych kfivek, jakoje vytvofuji jednotlivé body
télesa Po konetnych rozmérl. Za takovy hmotny bod M volime <¢asto
néjaky urcité definovany bod skuteéného télesa PO. | tehdy, jedna-li
se 0 hmotny bod, jest patrna relativnost naSeho =zatim ¢isté
geometrického popisu drahy; zavisif jeji tvar na tom, kterad télesa
jsme pojali do systému, pfifknuvse jim vlastnost klidu. V systému
slunce, zemeékoule, kaminek na zemékouli volné padajici, bude draha
tohoto kaminku pFimkou, pfifkneme-li  zemékouli vlastnost klidu,
t. j. myslime-li systém soufadnic pevné se zemi spojeny (stanovisko
geocentrické). Za to musime popisovati drahu slunce — i tehdy,
povazujeme-li je za hmotny bod — velmi sloZitou kfivkou, jakousi
spirdlou (pro otaceni ¢i rotaci zemskou), jejiz otvor se béhem roku
spojité méni s proménlivou vzdalenosti slunce a zemékoule (nasledkem
rocniho obéhu ¢&i revoluce zemské). Kdybychom slunci pfifkli vlastnost
klidu a pevné s nim spojili soustavu soufadnicovou (stanovisko
heliocentrické), bude drdha stfedu zemékoule pomérné jedno-
duchd — elipsa —, dréha libovolného, vzhledem k zemékouli klidného
bodu jejiho povrchu uz znaéné slozitéjsi (nésledkem rotace zemské),
draha padajiciho kamene pak nad miru slozitou.

T¥i popisu zjevli na zemékouli vystaéime ve valné vétsiné pfi-
padd se stanoviskem geocentrickym, nejpohodIngj$im, protoZze je dano
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pfimym né&zQrem. Theoreticky astronom, popisuje zjevy v slune¢ni
soustavé, dochédzi nutné k poznani, Ze jest pro ného pohodInéjsi stano-
visko heliocentrické. V nejvy$si abstrakci, ktera vlbec jest mozZna,
a kterd se po prvé projevi v axiomech Newtonovych, musi lidsky duch
sahnouti k pojmu absolutné pevné soustavy soufadnicové,
kterd zachycuje a fixuje absolutni prostor, jakéhosi ndm nezna-
mého no-sitcie (substrat) kosmu. Pro zjevy mechanické na povrchu
zemském vystacime, povazujeme-li prostor dany sluncem a stalicemi
za absolutni, a& dle vysledkl fysikalni astronomie jestjisto, — to
znamend nejvySe pravdépodobno.—, Zze slunce s celou svoji soustavou
obéznic se pohybuje smérem k hvézdé a-Centauri. Ale absolutni prostor
stejné jako absolutni ¢as jsou vytvorem abstrakce lidského ducha
a nemusi odpovidati Zadnym skute¢nostem (realitam).

13. Pohyb.

Cisté geometricky popis dradhy hmotného bodu ndm nestaci,
nevystihuje zjev do vSech podrobnosti, kterénas zajimaji,a které
i makroskopicky pfimému nazoru jsou pFistupny. Nestaci ndm poznatek,
ze hmotny bod M preSel urcitou
drahou, danou vztahem, (f(¥) = o,
z polohy MO(F,, yO0,
do nové polohy (,r,» YN, zn), resp.

esp. MO(r0)

M n(fn) (obr. 16). Zajimajias otazka,
za jaky cas se tak stak>, a kde se | y
v ur€itétm okamZiku bod na své - tmtdotad A =Y
draze nachazel. Ku tfem proménnym o1 LML
«, y,z, resp. s nimi ekvivalentnimu W
polohovému vektoru r pfFistupuje
jakozto ¢&tvrtd cas /.

Z oblasti geometrie vstupu- Obr. 16.
jeme v oblast kinematiky*) neboli
foronomio, v niz se zabyvame popisem &asového pribé&hu po-
hybu hmotného bodu. Takovy, a¢ nedokonaly, ale pfece nejjednodussi
popis bychom ziskali, kdybychom celou drahu 3fOMn rozdélili na sled
velmi mnoha poloh bodu Jfo03/i3/8....Mn, kde ku kazdé bychom pfipsali
Gdaj ¢&asovy. Cim vétsi pocet téch poloh bychom volili, tim pfes-
néjsim staval by se popis, ktery miZeme oznaditi jakoZto kinemato-
graficky, z jednotlivych fotograml sloZzeny. Vskutku se takto zkoumajf
na pf. pohyby stfel. Teprve kdybychom dovedli nalézti jednoduché
funkéni vztahy mezi okamzitymi hodnotami soufadnic a Gdaji ¢asovymi,
byla by Uloha uspokojivé FeSena ve tvaru

y—h M a»eb0 rz=F(t) = 7/i (i) -f 3/, (i) -

z~ h (i)

*) Piivodcem nlzvu kinematika jest Ampére (Essav sur la pliilosophie.
Paris 1834', aC ,,geometrie pohybu# byla pfed nim péstovana zvlast¢é D’Alem-
bertem a Eulorein.
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¢ Pro kazdy dany okamzik ¢asovy tk dovedli bychom pocetné
najiti pfisluSnou polohu pohyblivého bodu. Eliminaci €asu z rovnic (a)
dojdeme k rovnicim drahy jakozto kfivky prostorové. Z povahy pojmu
¢asu, ktery si pfedstavujeme spojité plynulym, vychazi, ze funkce
musi byti vesmés spojité a jak hned zde lze pFipojiti, spojité
diferencovatelné, jezto uvazovany bod se nemlZe v témZ oka-
mziku nachéazeti ve dvou mistech prostoru a nemize pfejiti z jistého
mista na jiné, aniz probé&hl spojitou Fadou poloh, obé mista nepfe-
trzitou c&arou spojujicich. Z hofenich vyvodld je patrno, Ze vSechny
nds zajimajici udaje o drdze hmotného bodu daly by se vyjadriti
kfivkou v prostoru ¢tyrdimensionalnim.

Jako kaZzd& véda, musi i mechanika silné schematisovati, omezovati
se na popis pohybl pomérné jednoduchych typd, jez v8ak podivuhodné
se blizi tém, které v anorganické pfirodé samovolné se vyskytuji, nebo
v technice uméle se zplisobuji, nebo alespoil tvofi prvky pohyb sloZitgj3ich.

Za GCelem zjednoduSeni popisu vytvaFi si kinematika dva nové
ndzorné pojmy, totiz pojem rychlosti a zrychleni.

14. Rychlost.

Nachazel-li se pohyblivy hmotny bod v Case tx v poloze Afi
(obr. 17), vcaset2 pak v poloze Ali, probéh] v dobé t2— t+jistou,
obecné" kfivo€arou drahu.Polohovyvektorzménil se z Fl na F2 délka
probéhnuté drahy, kterouméfimepodéldrahy od libovolnéustanoveného
bodu na ni MO, oznatujice skalary AlgMi= sir
M QAf2= s2, jest s2 — sf. Pomér

7 ] s2 i s

P/‘ ? {b--:_-_-_ e vi2 («)"
—1/‘" nazyvame stfedni rychlosti na trati MXM2.
) Obr. 17. Jednoduché a prehledné definice a vztahy ob-

drzime, pfejdeme-li k Gvaham infinitesimalnim.
Zkracujme v mysli dobu prdb&hu t2— tv uvaZovaného déje. Druha
uvazovana poloha Ai2 bude se bliziti k prvé Mx; piSeme-li s2 ve tvaru
s2= sl-\-Asl a podobné t2— ti-\-Ati, bude se pomér pfirGstkd bliziti
k limité Afl_moAt, dix VX. . (£)
Jest totiz drdha spojitou funkci €asu a druhy mozny pfipad,

. N ) . As . .
totiz vzrlstu napsaného poméru AR donekonecna, postu latoricky

g vyluCujeme. Limitu vt nazyvdme okamZitou
i (momentanni) rychlosti postupnou hmot-
ného bodu v misté Mx. Timto mistem mU0ze

I»yti libovolny bod drahy a proto je nyni ozna-

"' ) /4 Cujeme prosté M bez indexu (obr. 18). Z de-
L/ finice okamzité rychlosti vynikd také jeji raz
drl./” jakoZzto vektoru. Prejdet spojnice ds dvou

sousednich bodd Mx a i/2 resp. AJa At v pfimku
Ohr. 18 sméru tecné ku kfivce drdhové, velikost pfi-
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rlstku ds je taz jako prirGstku polohového vektoru df, a nic nam
neprekazi, ahychom definovali okamzitou postupnou rych-
lost bodu jakozto vektor

ds_ dr
v-d tT=d ¢t w

jenz ma velikost limity poméru pfFirdstku drahy a ji odpovidajiciho
Casu a smér teCné ku kFivce drahové, dany jedni€kovym vektorem F.

Z definice plyne, Ze d F~d s.f, coz souhlasi s bezprostfednim geom.
nazorem. Definici mlzeme Ggisti také jinak, nazorngji: df — ds.T je
draha bodu, vykonana v Gase dt. Je-li dt= 1, mlzeme (¢) Cisti takto:
Rychlost postupna je ciselné a smérem rovna draze, vykonané za
jedni¢ku Casovou. Jen ovSem musime miti na paméti, Ze toto Cteni je
obecné jen tehdy platné, volime-li [ve smyslu limity (€)] €asovou
jedniCku dostatecné malou. Jen ve zcela zvlaStnich pFipadech
mdzeme Fici, Ze rychlost se numericky rovna draze za vtefFinu
vykonané.

Slovo numericky nebo Ciselné vkladame sem proto, Ze rychlost
a draha nemaji téze fysikalni dimense ¢ rozméru. Jet Cirdlia
veli¢inou, mérenou v jednice délkové, €as mérFen poctem vtefin (minut,
hodin, dni)a proto, abychom zlstali v souhlase s definici(c), tak
aby veli¢iny po obou stranach rovnitka byly stejné, pFipiSeme-li k nim
jedni¢ky, v nichz byly méFeny, musime prFifknouti rychlosti dimensi
délka délena Casem. Jest znamo, Ze dimense piSeme obvykle velikymi
zacatecnimi pismenami L, T. M slov longitudo (délka), tempus (Cas)
a materia (hmota) v hranatych zavorkadch. Jsou tedy dimense dréhy
Casu a rychlosti postupné [L], [7’|a\L/T] = \LT~~1] Trfem uvedenym
zakladnim dimensim odpovidaji tFfi zakladni jednicky mérné. Jsou-li
jimi em, sec&ciram, Fikdme, Ze méfime v absolutni soustavé, mér.

Dimense skytaji nam dvoji vyhodu: 1. Y zZadné spravné dovozené
fysikalni rovnici nesmi byti spojeny rovnitkem nebo znamenim souctu
¢i rozdilu veli¢iny dimensi rdznych. Doporuuje se sledovati tuto vétu
v rliznych rovnicich, se kterymi se setkame. Casto se ukaZe, Ze kon-
stanty do po&tu zavadéné (na pf. konstanty integracni, rdzné zkusenosti
dané faktory v rovnicich a pod.), nejsou pouhymi C¢isly, nybrz musi
miti rozmér. 2. Pomoci dimensi snadno prepoditame Udaje v rdznych
jednickach. Tak na pf. prdmérna rychlost rychliku 60 kilometr( za
Holiinu test rovna 85 109_ BY. 100000 _em cili  Itrbb . misec

60.60 sec 60.60 sec

a 1666*66 .cm/sec Cili jedniCek absolutnich, kterym se nékdy, ne
pravé libozvuéné, Fika vel (= 1 cm/sec).

15. Skladani rychlosti.

VyjadFime-li polohovy vektor Vve tvaru semikartézském ¥= J.v-{-
-f-Jy -)- kz nebo obecnéji, nelezi-li vztazny bod O v zatatku koordinat,
nybrz ma-li soufadnice

f=1 (V— x0)f- H{u— +

z0)
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mame, abychom obdrzeli ryehlost, dati na T pUsobiti skalarnimu
operatoru d/dt, ktery, pdsobi-li na skalar, zveme diferenciaci dle
oasu. Vyjadfuje na jedniCku Casovou vztaZzenou zménu. JeZzto 7,J, k jsou
co do velikosti i sméru Casové neproménné vektory, a podobné .ro,?j0l z0
neproménné skalary, jsme vedeni k tomu, Ze klademe

*8e  («)

. ! B} L . . cdx .
Vyznam ¢&lent na pravé strané je nazorem dan: i — je co do

sméru i velikosti rychlost, kterou postupuje po ose .n-ové prdmét po-
hybujiciho se hmotného bodu. Né&sobime-li ob& strany na pf. 7, vidime,
Ze primét rychlosti se rovna rychlosti prGdmétu. WVelikost

— = vx nazyvame 7-slozkou (komponentou) rychlosti v. Po-

dgbne drulié t\:lleny s d_y: v, a d_z: vz,
dt dt
LeC vyznam rovnice (a) je hlub3i. Nema-li vésti ke sporlim se
skute€nymi zjevy, musi byti dovoleno, nejen nahradit jedinou rychlost
pohyblivého bodu tfemi rychlostmi v rlznych (zde navzajem kolmych,
ale obecné libovolnych, v téZe roviné nelezicich) smérech, ale i poci-
nani opacné. Jinymi slovy: Musi byti dovoleno nejen rozklada ti
rychlost bodu na slozky, ale i rGzné témuz bodu pFisluiné*)
rychlosti skladati dle pravidla vektorového souctu.
Shrnujeme to vSe nazvem princip o superposici (soutasnych)
rychlosti. Dokazati se nedd. Také jeho plvodce je neznam. Vime
jen tolik, ze jiz Galileo Galilei ho uzival, nepfikladaje mu valného
vyznamu, ktery plné pochopili teprve Newton aVarignon. Jest
tudiz nedokazatelnym axiomem, jehoz opravnénostvyplyva jediné z té
okolnosti, Ze a¢ nescetnékrate ho bylo uzito, nevedl dosud k neshodé
se skute¢nym pribéhem zjevd.
Vseobecny vefctoriadlni vyraz pravidla o skladani rychlosti je velmi
jednoduchy. PFisluSi-li témuz bodu sou€asné nékolik rychlosti t7, t;2, . .tJn,
jest jeho rychlost skuteénd neboli vy-
o sledna n
(6)
V=1
| < Geometricky jest dan soucet rychlosti
5 | ' vektorovym souctem, to jest u dvou rych-
by losti rovnobéznikem nebo trojuhelnikem
e N S rychlosti, u nékolika pak mnohodhelnikem
(obr. 19). Na potadu scitancl nezalezi.
Va U rychlosti téhoZz sméru, nebo proti-
Obr. 19. smérnych, v téze pfimce leZicich, stava se
vektorovy (,,geometrickyw soucet totoZznym
s algebraickym. PiozepiSeme-li vSechny rychlosti dle koordinat, jest

*) Casto Fikéme personifikujice: ,na tyZz bod pdsobiciu rychlosti.



takze scitame nejprve algebraicky veSkeré 7-slozky ve vyslednou 7-slozku,
podobné u slozek dle os J a /s a tyto vysledné slozky skladame geo-
metricky. Nasobime-li rovnici (a) skalarné samu sebou, obdrzime ¢tverec
velikosti vyslednice (viz (3 h))

Smérové kosinusy rychlosti jsou dle (3/) a (2c)

cps(V VX dr ds dx dv
v dt 'dt ds  fdcC2-j- dy* -j- dzv
A *
wsliyy= @ costf = ¥ ©

t. j. totoZzné se smérovymi kosinusy tecné ku kFivce drahové (10i).
PFfi pohybu rovinném jsou poméry jednodu$si, vzorce pfi-
slusné obdrzime z naSich, kla/u\jeme-li vSude ~= 0 a— — v, = 0.

dt
Zveme-li, jak je obvyklo, dhel' vx= (f, je vx= v.coscp aw= v.sin

nebof vy= 90° — (p.

16. Rychlost v soufFadnicich polarnich.

Polarnimi soufadnicemi bodu M v roviné jsou velikost r polo-
hového vektoru v a uUhel <, ktery svird s jistym zakladnim smérem,

Obr. 20a. Obr. 20 b:

polarni osou, kterou pfi prechodu k soufadnicim kartézskym ztotoz-
nime s osou X (obr. 20a).

Veskeré body roviny vyCerpame, nabyva-li r vSech kladnych
hodnot od 0 do co, a (p (rostouci proti sméru rucicek hodinovych)
od 0° do 360°. Rychlost Ize psati dle vyvodd § 10 o diferenciaci vektor(

dr d/ dr™ , dQ
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Zména jednickového vektoruje vektor kolmy na ¢ (srov. 10//),
charakterisovanyjedni¢kovym vektorem® Q ve sméru vzrdstu o
a velikosti d(f, tedy d(j— (p. clop, Cili

dr dep _
+ N-z=uwpT V (@

Misto napevné osy T aj muiZeme tedy ve vhodnych pfFipadech
rozkladati postupnou rychlost bodu na osy g a &, které se kolem O
ot&Ceji. SloZzkou radialni = vzdaluje se pohyblivy bod od

LV de i
stfedu O, slozkoutransversalni ¢i obéznou ra gnz v.\r/>ob|ha kolem O.

Obé slozky sCitaji se oviem zase jakozto vektory. Tento rozklad, po-
dobné jako obdobny c zrychleni, pochazi od Huygense a byl pro
vyvoj elementarni kinematiky v 17. stoleti nejvétsi dulezitosti.

Vyraz -*=zco, vzrlst Ghlu za (dostate¢ng malou) jednitku &a-

sovou, nazyvame rychlosti Uhlovou. Jest to rychlost, se kterou
obihd kolem pozorovatele, stojiciho v O (obr. 20a) a hlediciho na M,
zornd primka. Odtud jeji dllezitost v popisné a sférické astronomii.
Uhlu (p, zpravidla méFenému mirou obloukovou, t. j. pomérem oblouku
na kruhu k jeho poloméru (Ghlu 360° tedy odpovida v obl. mire
nepfislusi  dimense Zadna (vlastné [L . = 1), proto je dimensi
Ghlové rychlosti [T” 1. Rovnice (a) jest tedy dimensionalné spravna.

Pro Gsporu mista budeme v dalsim velmi c¢asto oznacovati di-
ferencialni pomér dle ¢asu po zpdsobu Newtonovych fluxi teckou
nad doty¢nou veli¢inou, at’ skalarni, at' vektorovou, takze

dr .odr
= % =r'
Podobné i u druhych diferencialnich pomér(
Pic_ ___d2r .
ais TPh e

Prepocitavani rychlosti v slozkach vx a w na radialni a rotacni
slozku plyne velmi jednodule z identity

v= wi-\-v,j= F.Q-f-r(p. ¢, (b)
vSimneme-li si, Ze jedniCkové vektory qa ¢ tvofi systém orthogonalnir
takze

p-= 12 Q.p= 0

a déle, ze dle vyznamu skalarniho soucinu
(ji= cos(f —Cpj, qi= cos(90 — cp) = sincp,Cp | — cos (90 -j- ep)= —sin cp.
Nasobenim identity (b) postupné 7 J, & plyne bezprostfedné

Feos(p—r(psin(p, v— x cosep Y singp, ., n
F sin (p -j- tip cos (p, r(p =—— x sin (p -f- y cos cp. b

vX= i
W=y
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Z téze identity (b) plyne pro velikost rychlosti
v2= x2-fyl= v2-fv,2= F2+ (ry)3 (d)

Vztahy (c) Ize ovSem stejné jednoduSe odvoditi diferenciaci z trans-
formacnich rovnic x = rcoscp, y ~ rsin (p.
terisovati Ghlovou rychlost co do sméru i velikosti jinak, neZz zde
(vektorem <ptf), totiz vektorem ¢&= . = y .w° kde jednickovy
vektor ma smér osy, kolem které se otdCeni déje, a toten, Ze otaceni
dle vzrlstajiciho ¢ odpovida postupu oby&ejného Sroubu podél rotaéni
osy v kladném sméru vektoru co.

V obr. 20a byl by to smér kolmy pfed papir. V obr. 20b, kde
OM=FL= rxQu 00:— a— 00j° je patrné (p= |6)0(i| a rotagni rych-
lost kolem osy 00vje 9= co, takze postupna rychlost od rotace této

pochézejici je r_= i\(p|w°MiJ \Corl\ Alef = &-1-fx, takze
= [®?i]= 1&* — I®aj= [®F], (e

nebot 6 a a maji tyz smér, jejich vektorovy soucin je nula.
Jest patrno, Ze pocatek O mlze byt volen kdekoli na ose

rotaéni, na velikosti a vektoru a= céla v (e) nic nezavisi.
Oznacime-li ~v2= 0, lze z (d) snadno verifikovati zajimavé vztahy

00 00

O polarnich soufadnicich v prostoru staCiz kratkd zminka. Libovolnou
nek. malou zménu d¥ polohového vektoru r lze rozkladati dle tfi orthogonalnich
os (obr. 21). Prva odpovida zméné
jediné velikosti r o obnos dr, druha
zméné jediné thlu 9 o dy a tedy zméné

vektoru o adep= r.sin$.dy, treti 5> NN N

zméné jeding Ghlu # o d& a tedy zméné 0 3) a‘é/ Y

vektoru o r. d& / Y, '
vQ—io nazyvame rychlosti 8 / Z ‘ ‘\\

radialnf, = rpsin rychlosti L e R \

v poledniku a v$ = rft. Drychlosti / B

v Sifce dle obdob zemépisnych. Vzorce o T 5.7 Y

pro rovinu plynou dosazenim d= stalé*
= 90°. Jezto v==Cp+ Vy+ vi) ajednic-
kové vektory p, €9 9 vyznamu samo- X

zfejmého tvofi orthogonalni soustavu, p~
mame skalarnim soucinem
V2= V?22+ -f vA2= r2-f (rpsin OR+ (rO)2 (9)

Slozky dle os kartézskych bychom obdrzeli, nasobice skalarné identitu

V= ix +.7y+ Kz= pr+ GQrPpsiw &-- tKrfr
postupné 7, k. Vyznam souéind tp, ...kb jakoZto kosinusd Ghll mezi jistymi
sméry, které lze povazovati za otoenou a plvodni soustavu kartézskych sou-
fadnic, je jasny. Bylo by pak oviem lépe, zavésti dalSim postupem Ghly Eulerovy.
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17. Moment rychlosti, rychlost plosna.

Jako moment libovolného vektoru, je téZ moment rychlosti
vzhledem k bodu O dle (7a) dan vektorovym soucinem s polo-
hovym vektorem a tedy, je-li vztazny bod O zatatkem souFadnic,

[F»] = rl ,:jL !: . (a)
- X y i

Dle geometrického vyznamu toho soucinu jest jeho velikost dana
dvojnasobnou plochou, kterou privodié ¥ opise v jednitce Casové.
Pro nazornost mlzeme si mysliti hmotny bod M spojeny s potatkem O
nesmirné pruznou niti. Oznaime-li dle navodu § 6 plochu ji opsanou,
poCinajic od jistého okamziku t= 0, ve kterém pociname pocitati casr
vektorem 3, jest plocha v jedni¢ce Casové opsana a ploSnou rych-
losti zvana dana vzrlstem 3, takZze mUZeme psati

[MmJ— 23z=2(j3x + J3y-F~f&). . (p)
Subdeterminanty v (a) jsou primétyplosné rychlosti na roviny
soufadnicové yz(~i); zy(=j) a ,ry(=A), nebo coZ jest dle § 7
totéz, momenty rychlosti v vzhledem k osam x, vy, z
Jest tudiz plo$nd rychlost v roviné [Zj] rovna
2S.-=(icll — fy)lE.(e)
Plosnou rychlost obdrzime v soufadnicich polarnich z vyrazu
(16a) pro rychlost. Jestit
rui= 750 1—¥fp 1Q(p\.
Ovsem [p~Jz=0, takze velikost plodné rychlosti jest rty. Z obr. 20a
je pFimo patrno, Ze plocha trojuhelnika
££OMM\ = {rty .r = {rty.
Ploska MM\M1 jakozto nekonetné mald druhého Fadu se pfFi
plodné rychlosti zanedbava. Jednickovy vektor |(jty\ neni ni¢im jinym,
nez v minulém paragrafu zminénym vektorem 6)°. Charakterisujeme-li

Uhlovou rychlost vektorem w= aix] tyto0, je ploSna rychlost zcela
obecné

23 — rty |Qt\= r (OBO— r¢). . (d)

Jeji velikost a smér (t. j. smérové kosinusy kolmice na [r&j) ob-
drzime stejné jako u kazdého vektoru skaldrnim ¢&tvercem a pomérem
prdmétu k celkové velikosti (viz § 3). Je-li plo$na rychlost stala,

rovna C, pFibyva plochy opsané Umérné s Casem, nebot z

3~~~ = a plyne S0= C(t— tQ.

18. Zrychleni. Hodograf.

Rychlost neni obecné stala, nybrz méni se s ¢asem; zména
mlze se tykati bud jen jeji velikosti, nebo jen jejiho sméru nebo
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obecné obouzaroven. Byla-li v¢ase t+ rychlost ) 4
hmotného bodu vIf v ¢ase t2 pak v2nazyvame >
zménu . =z
V¥ —vi _ | X
U—q- 22 ©- Obr. 22.

stfednim zrychlenim v Case U— tv Pfejdeme-li v limité k cCasu
dostate€né kratkému, pfechéazi zrychleni stfedni v zrychleni okamZité
v Case tL

2802 h dt i
Jest postulatem, aby rychlost v byla spojitou funkci Casu a pFipad,
Ze by se napsany pomér v limité blizil nekone¢nu, vyluCujeme. Patrné jest
dv didf\, VPF , N
ot ~ ad\atd b ©
Dimense zrychleni je dle jeho definice [LT~~2\ absolutni jed-

ni¢ka cm/secr.
Dosadime-li za rychlost z (15a), plyne

d(dx , dy Tdz\ rf2x dy , rdz

a= ad?=

nebot. 7, j, i* se s €asem neméni. Slozky zrychleni dle os jsou tedy
ax= I, ay—y, az= Z. Podobné jako u rychlosti vidime, Ze primét
zrychleni se rovna zrychleni prdmétu a Ze pfedpokla-
dame vektorialni skladani zrychleni, iakZze za plsobeni rdznych
souc¢asnych zrychleni je vysledné

n n n
G = 12 <&/ 2* Clyj kK as ()
E L AL NE L

Velikost zrychleni plyne skalarnim ¢tvercem
al= ax2-f ay2+ = *X “hv* 4~ 3* )
Kdezto v8ak u rychlosti jsme mohli pfimo usouditi, Ze jeji smér
spadd vjedno ste¢nou k draze vedenou, nemlZeme zatim fici o zrych-
leni il kfivocarého pohybu nic podobné jednoduchého.Zname ovsem
jeho smérové kosinusy
ax A% ay /v e+ az

cos{ax) = ; cﬁs{an) = cos(az) = ;. (a)

Q

Od vztahu k libovolnému sice, le¢ pfece uréitému systému soufadnic,
ktery jest néCim vnucenym, s definici nesouvisicim, se osvobodime,
pouzijeme-li v definici (c) vyrazu (14c) pro rychlost. Pak dle pravidel
diferenciace (8 10)
d(ds \ (fis_, dsdt d?$_ . v2_ , / x
a= de7@) y * F+ * * = ** > @
nebot dle (I0y)
dt dtds 1ds
dt ds dt Rdt ~’
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kde i?jepolomér kFivosti. Za 1| vevzorci (h) mohli jsme také psatv;
jenmusime miti dobfe nazreteli, Ze § je Casovd zména velikosti

i rychlosti ¥, nikoli celé rychlosti
gl | jakozto vektoru, nebot v= a
N t je celé zrychleni. Takto jest
S zrychleni rozloZzeno na ,,pFirozenét

: ‘ as [ Y5 slozky (Huygens) azv teéné a av
‘r
\

/ 'n R v normale (prvé nebo hlavni).
N , Prvou nazyvame zrychlenim
N~ 0 N v draze, druhou zrychlenim
'-/»‘ . stFfedovym (stfedobéznym) nebo
‘Y’ centripetalnim, jezto smé-
Fuje vzdy k stfedu kFivosti drahy.
/ Y Celé zrychleni lezi tedy
v oskulacni roviné drahy,
nema slozky v binormale. To je
ekvivalent vyroku, Ze rychlost lezi v tecné.
Rovnice (®) vyhovuje principu dimensi, jezto vektory jedniCkové
nemaji dimense (resp. jejich dimense se rovna 1).

Obr. 23

Je-li rychlost v draze stdla a rovna jedni¢ce, v= 8= 1, je zrychleni
v draze rovno nule a z (h) plyne, ze -i==av=a, t. j. Ze kfivost drahy je
numericky rovna centripetalnimu zrychleni. To je kinematicka definice kFivosti.

Abychom nalezli zrychleni, prenesli jsme v obr. 23 obé rych-
losti v a rychlost po Case dt, t.j. v-\-dv do téhoz bodu M*. Poci-
name-li si podobné pfFi libovolném pohybu, nanasejice z téhoz (libo-
volného) pocatecniho bodu Or veSkeré rychlosti pohyblivého bodu
v jednotlivych po sobé nésledujicich okamzicich, a to jakoZto vektory
po sméru i velikosti, vypIni jejich kone¢né body kFivku, kterou na-
zyvame hodografem daného pohybu. Vymyslil jej Mobius (Mechan.
des Himmels 1843), jménem oznalil a blize jej studoval Sir Rovan
Hamilton (1846), plvodce kvaterniond, od néhoz pochéazi také nazev
vektor. Jest na prvy pohled ziejmo, Ze Uhel mezi dvéma sousednimi
rychlostmi v hodografu neni nez kontingenéni Uhel dvou sousednich
teCen skutecné drahy. Rychlost, kterou se pohybuje konecny bod
vektord po hodografu, jest co do sméru (tend k hodografu) i
velikosti rovna zrychleni pohyblivého bodu hmotného v odpo-
.vidajicim misté skute¢né drahy. Jestit zrychleni dle definice
»rychlosti rychlosti#

19. Zrychleni v soufadnicich polarnich.
Slozky zrychleni pFi kFivoCarém rovinném pohybu dle os iaJ
ziskame diferenciaci rovnic (16 c). Snadno nalezneme
ax= x = (r— rcp2) cos (f — (2F(p -J- rif) sin cp
au= y— (r — rya) sin o -|- (2F<p -j- r(p) cos (p.
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Jiz sam tvar téchto rovnic vola po ,pFirozenému systému. Dle (16d) je
v= Fq -J- repép.
PredevSim vzpomefime znovu, Ze
dg= dep.& Cili q= (pq.
Z obrazce jest patrno, Zze dep je P - 'if-._.'J
vektor velikosti 1X dep a sméru N1 2 -
opacného nez g, t. j. sméru —q, PP N1
takZe dep= — dep. g a P= — cpa. B
Diferenciaci rychlosti dle ¢asu obdr- Obr. 24.
Zime nyni snadno
a= fi=rq Fq-}-Tepfp -)- répép  repp,
cili a— {v—rep2)q -j- 2F<p  rep) p=ap -f-«q (b)
Faktor u g udava velikost radialni slozky zrychleni «p,
faktor u & velikost slozky transversalni ay. Promitneme-li je na
osy 7aJ, obdrzime vzorce (a), u nichz nam nyni jest jasno, proc
vystupuji v zdvorkach tytéZ vyrazy. Ostatné bychom obdrzeli (a) stejné
jednoduse z identity
a = .n-j-yj= (r— rcp-) Q-f (2Fcp 4- rcp) op,
nasobice obé strany jednou jedniCkovym vektorem 7, po druhé j, a
majice na paméti vyznam sou€inl iq, ... jép. (Viz § 16.)
Celkové zrychleni jest co do velikosti dano

-rcp)2-f (2F<p + rép)2= ap + a9 «
d-
Velicinu —jﬂg: & dimense [T~2] nazyvdme zrychlenim Ghlo-

vym. Oznalime-li stejné jako v § 16 ~v2- fix mlzeme zkouskou
z (16d) dokéazati spravnost vztahd odpovidajicich (16/)
dd<P > . da<l> <>
¥ grdr dre Y didep d(p’

20. Moment zrychleni. Zrychleni plo3né.

Dle vieobecné definice (7 a) jest dan moment zrychleni vzhledem
k pocatku soufadnic jakoZto bodu vztaznému vyrazem

J E
™ ]= vV oz ()

Vektorovy vyraz mizeme prepsati dle (10€) na

>a] dv [Fv] r
a : = —
Jt glr 1 Jt

Druhym c¢lenem pravé strany jest vektorovy soucin téze veliciny,
rychlosti. Jest tudiZz roven nule, takze vzpomeneme-li (17 2), dostavame

(M

Kutera, Zéklady mechaniky.



S, zvané plosnym zrychlenim, dostavame z plo$né rychlosti $
diferenciaci dle ¢asu, stejné jako zrychleni obycejné z obycejné rychlosti.
Dosadime-li za zrychleni jeho slozky dle ,pfirozenych" os z (19 &), jo

= [ralJ- [cap]-j- [Fay] — [~cp ]> (9
nebot jak ¥, tak Up maji tyz smér jejich vektorovy sou€in se rovna
nule. Plodné zrychleni jest tedy zplisobeno pouze transversalni slozkou
zrychleni. Neni-li ji, to jest, existuje-li pouze zrychleni radidlni, jest
ploSné zrychleni rovno nule a ploSnd rychlost A==const je casové

stala, ovSem jakoZto vektor, co do sméru i velikosti.
Veskeré pohyby, dané definici

«=+[<»?>

u nichz celkové zrychleni lezi ve sméru (rostouciho nebo klesajiciho)
prlvodie, nazyvané pohyby centralnimi, jsou vyznateny tim, Zo
vzhledem k vztaznému bodu o (f= 0) pocitand plosnéa rychlost
jest stald. Z toho plyne bezprostiedné, ze se déji v rovinna
kfivce, nebot staly vektor S, kolmy dle definice na r i na ¥, urcuje
stalou rovinu drahy.

Snadno nalezneme vztah mezi velikosti zrychleni plosného a trans-
versalniho. Dle (c), (194) a (6 <) jest

2§—[Fﬁ<p]:mp[Q(p] Cili  cy= 2F(p-f r(p= i|S |- (d)
Ve spojeni se (17d) a (£) plyne identita
«p= 2"y +r<p= g-V/)).
Volime-li za rovinu drdhovou rovinu [77]==A je

28 = [I] — fe{xy —yx), 2S= [Fa]l= E(xjj— yx).

Vskutku mbzeme, podobné jako i u ostatnich slozek, zjistiti
obycejnou diferenciaci, ze

*y-y*=jtev—

V souradnicich kartézskych jevi se pohyby centrélni takto: Smérové
kosinusy zrychleni a radia vektoru musi byti (aZ na znameni) totozné, t. j.
X _ X y yz | 2z
a ~r’>a ~r' a ~r’
kde plati bud vesmés znameni kladnd nebo vesmés zaporna. Celkem v obou.
pripadech
X1y :iz= X:y iz
Subdeterminanty v (a), z nichZ prvy je v (/) napsan, jsou vesmés nulové,
z CehoZ plyne, Ze subdeterminanty v (17 a) jsou Casové stalé, takze nazveme-li
je Ax. Ay, Az, je N .
2S= \W] = Axi + Ayj + Azk = stalé.
Dosazenim zjistime, Ze
XAX yAy -j-zAz = 0,
t. j. draha je rovinou, kterd prochazi zacatkem O.
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Typy pohybd.
21. Pohyb pFfimocary, rovnomérny.

Na zakladé obecnych vét kinematickych mdzeme studovati rlizné
typy pohybl hmotného bodu, nehledice ovSem zatim k tomu, kdy a
zdali vlbec se v pfirodé vyskytuji.

Kinematicky nezajimavy je pfipad £= *= (), Cili integraci
ktery odpovida klidu.

Nejjednodussim typem pohybu jest ten, u néhoZ rychlost zdstava
co do sméru i velikosti stalou, tedy

v= F=Ft neboli &f~ c&°, takze &4— U= o, (a)

kde c je skalar casova stalé velikosti, ¢° jednickovy vektor ¢&asové
stalého sméru. Z druhého tvaru nutné plyne, Zze f= ¢° a §—c
Draha jest tudiz kfivkou, jejiz te€na ma neproménny smér, tedy
pfimkou. Integraci plyne

s— et-\-s0, (i)
kde so je integracni konstanta. Jeji vyznam obdrzime, polozime-li
¢as €= 0; pak st=o0= "o udava misto MO, uréené délkou podél drahy
méfenou, poc¢inaje od jejiho libovolného bodu 0\ a to misto, v némz
se pohyblivy bod nachazi v okamziku, od kterého po€indme pocitati
¢as. Vztah s— sO0= ct pravi, Ze drahy pfibyva rovnomérné s casem,
odkud? nézev pohyb pFimoc&ary, rovnomérny. Casto zjedno-
dusujeme algebraické vyrazy zéakond, udg&lujice integraini konstanté
jistou pohodinou hodnotu. Zde na pf. mdz.eme klasti ip= 0, méfime-li
drdhu od mista, v némz se nachazel pohyblivy bod v ¢case i= o.
Pak je celkovd drdha s=ct Omérna casu. Odpovidaji-li libovolnym
¢aslim a t2 polohy hmotného bodu s{ a 2, je obecné dle (3)

“13 ’

)

to jest, prdmérna rychlost v GpIné libovolném intervalu drahovém nebo
¢asovém je vzidy rovna rychlosti okamzité.

Tésnéji ve smyslu vektorové analyse si pociname, integrujeme-li
pfimo vektorovou rovnici diferencialni, prvy tvar rovnic (a). Tak plyne z

F=si-}-Fo= c/f-f-20. S)

Integra¢ni konstanta musi byt vektorem, ma-li princip dimensi
byt zachovan. Jediny pohled na obr. 25

vysvétluje smysl vektorové rovnice (c). Vidime z s>
rovnéz bezprostfedné, Zze rovnice toho tvaru, M. S 1
v niz ¢a Fo jsou konstantni vektory, t pro- G

ménlivy skalarni parametr, je vektorovou ' /

rovnici pfimky. Rovnéz je patrno, Ze v AT

klademe-li fo= o0, pfendSime vztazny bod po- ¢

lohovych vektorl do bodu J/o drahy.
Hodografpohybupfimocarého, rovno- /

mérného jest, jak zase z obrazce odeCteme, 4

bod A. Obr. 25.

3*
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Plosna rychlost 8 = \ |[t%¢]= \ \pt-f* €]= | [FO, § jest stala.
Semikartézské rozepsani dle (15 a)

v= iv-Fjy + ICZ= ICX 4 "JCy —j- Tecz,
kde mimochodem Fe€eno mohou byt lyj, B tfi libovolné sméry v prostoru,
nelezici v téze roving, rozpadd se na a= c¢x, y= cj, i = c2, to jest

pohyb pfimocary, rovnomérny rozpadd se na tfi pfFimocaré, rovno-
mérné pohyby ve sméru onéch tfi os. Stejné také jejich slozenim
v jediny dochazime zase k témuz typu pohybu, coz lze snadno roz§ifiti
na libovolny pocet slozek dle (15 c).

22. Pohyb primocary, rovnomérné zrychleny.

Je-li smér rychlosti trvale tyz, na pf. vo= f — stalé, ale jeji
velikost s Casem proménlivad, mizeme psati obecné v= f(t).f. Dréaha
véech téchto pohybl bude dle Gvahy obdobné, jako u (21a), pfimka;
také hodograf bude pfimka, jezto ovSem konce vSech v lezi na
pfimce sméru v°. V pfedchozim paragrafu jednali jsme o pfipadé nej-
jednodussim, kladouce /(/)=.stalé.

Nejblize jednoduchy pFipad nastava tehdy, je-li v= f(t) = a 0t -f- v0,
t. j. linedrni funkce Casu; a0 a vO jsou ovSem casové stalé koeficienty.
Velikosti rychlosti pFfibyvd Umérné s €asem, v—yo0= aof.

Mohli jsme tento pfipad vhodnéji charakterisovati tim, Ze a— stélé,
zrychleni jest Casové stalé co do sméru i velikosti a ma smér rychlosti,
tedy i drahy, nebot

n ~ aau= — = jt((a0t+ BO)F) - aof,

takze velikost zrychleni |a\= a o00a smér u°— f. Zrychleni okamzité
jest zde rovno zrychleni stfednimu v libovolném intervalu, nebot
. 2 — Hi =
ai2— ~ ~ —aol— a>
io---

Proto se nazyva tento pohyb pFfimocarym, rovnomérné zrychlenym.

Vychazime-li od obecnéjSiho pfedpokladu zrychleni stalého, mame
integraci

a= v= 50
v= V= aQ-]r vo, (a)
f= -j- vOt 4~ FO.

70, jsou vektorové integracni stalé, které maji velikost a smér
zaCate€nimi podminkami pro f= 0 dany. Jen tehdy, ma-li zacatecni
rychlost vO tyZznebo opacny smér jako stalé zrychleni,nebo je-li rovna
nule,dostdvamepfimocary a ovsem rovnomérnézrychleny pohyb,

nebot pak a0— aOf, vO= vOT a ¥F= {\a” + vOF+ Fo je rovnici
pfimky. PiSeme-li pak (srov. obr. 25) za f — fo= (.s—50)F, mUlZeme,
nasobice celou rovnici jednickovym vektorem r, pséati relace, hledici pouze
k velikosti drahy

s = --a02 -J* VOF 4~ Soi

i= alt 4~ v0, (b)

s= a0
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Je-li zrychleni zaporné, ma-li opacny smér nez zacatecni rychlost
(«0< 0), nazyvame pohyb rovnomérné zpozdénym.

Plosné zrychlenijest S= i [F,a]l= £] + vOt-f- 70, a0] =
= --<[voaQ] -f-\ [Foa0oj. U pohybu pFimoc¢arého, rovnom. zrychleného,
kde th a a0 maji tyZz (neb opacny) smér, odpada prvy clen a plosné
zrychleni jest stalé. Ma-li vSak pocateéni rychlost jiny smér nez
zrychleni, roste plo$né zrychleni Gmérné s Casem.

Rozlozenim libovolného pohybu se stalym zrychlenim, tedy
i pohybu pfimocdarého, dostavame rovnomérné zrychlené pohyby prd-
métd po osach. Nahlédneme to pfimo z véty § 18, Ze prdmét zrychleni
se rovna zrychleni, primétu, nebo semikartézskym rozepsanim posledni
rovnice (a)

O — j0)7-j-0 — yt) 3f 0 — E:=
= (itlozt3-j- t fj-f (V'or9+ Voyt)j+ (i«o*iS+ » fr.
Ale hned mizeme dale usuzovati, Ze nedostaneme obecné rovnomérné
zrychleny pfimocary pohyb slozenim tfi pfimo€arych, rovnom. zr. po-
hybld podél os. Jeding vime, Ze vysledny pohyb ma stalé zrych-
leni a dale, Zze drdha je kFfivkou rovinnou, nebot ve vsech
okamzicich splnény vztéh

dtoe + >0 — (f— fo)= O
pravi dle § 2, Ze vektory zrychleni, rychlost a drdha jsou komplanéarni.

MU0zZeme nahlédnouti ve véc také takto: Semikartézsky, nami napsany,
tvar rozpada se ve tri Cisté kartézské vztahy. KdyZz z kterychkoli dvou vy-
lou€¢ime proménnou t. plynou vysledkem rovnice druhého stupné v soufadnicich:
Primétem drahy na kteroukoli rovinu souf. jest obecné kuZelosetka. Kdyz
pak prvy vztah nasobime aqit druhy aor a odeCteme, vypadnou Cleny s t2 Po-
dobné ugifime s prvou a tfeti. Délenim obou vysledkl obdrzime linearni rov-
nici v & y, s, nezavislou na t, kterd dava rovinu drédhy. Nebylo-li v ¢ase
t = Orychlosti, t. j. rGc= roy= va= O, dostavame pfimym délenim kartézskych
vztahu rovnice pfimky drahové

a0x y —zo=-— (* -:«x> 2—*0= -~ (*—"0)
Podobné obdrZeli bychom druhy zvlastni pfipad pfimocarého pohybu, vznika-
jiciho sloZzenim tFi pFimogarych, rovn. zr. pohybu za pFedpokladu o 111”0
ze stejnosii (aZ na znameni) vSech smérovych kosinust pocateni rychlosti a
zrychleni. To vSe v3ak bylo z vektorovych Gvah patrno pfimo bez poctu.

Hodograf kazdého pohybu se stadlym zrychlenim je pFimka,
jak je vidéti z druhé rovnice (a).

23. Pohyb parabolicky. \

Kratkou Gvahu vénujeme zvl&Stnimu pfipadu pohybu se stadlym
zrychlenim, ktery jest dllezity pro fysikalni uZiti. JeZto jest nutné
rovinnym, volme stalé zrychleni proti sméru osy J, tedy n= — ciQJ,
stalou rychlost pocateéni v roviné [//]p4 tedy vO= cxl -j- oy a pocatecni
polohu pohyblivého bodu v téZe roviné fo= -j- v§.
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Semikartézskym rozepsanim davaji rovnice (22a)

v= xid" (—tht  cy)j— i+ 0> («)
T=(a>>+ *0) T+ (—W 3+ cot+ 7jo)d = x#+ yj-
Jednak z naSi definice, jednak z rovnic napsanych jestpatrno,
Ze B==ir=:i"= -= 0 trvale. Volime-li je$té misto,ve kterém se
nachdzel pohyblivy bod v case F= 0 za pocatek soufadnic, tedy
x0= y0= 0, mame vysledkem

X= coxt, y— — Jaoi2  cyt. (b)
Dosazenim za t z prvé rovnice do druhé jest

rovnici drahy. Jest to tedy parabola, probihajici poatkem soufadnic.

3 2cxe
Osu 7 protina (#= 0) po druhé v x= X = —.

ao
Je-li cx>0, cy> 0, drédha nejprve stoupa (# se zvétSuje), potom
trvale klesd. Prechod mezi stoup&dnim a klesanim nastane tehdy, kdyz

rychlost y = 0, t. j. v Case Ix= — . K nému patfi xx= cxtl= —-=
ao ao
— \X. Téhoz bychom byli dosli zjistivie  maximalné yz (15tf)

kladouce — = 0.
dx

Hodografem tohoto pohybu jest dle predchoziho § 22 oviem

pfimka, a to dle druhérovnice (a) rovnobéznd s osou J, a vzdalena

0 cx od poCatku. Probihd se nejprve smérem 4~L pozdéjiod oka-

mziku t1 trvale smérem —J. PloSné zrychleniroste (Gmérné s Casem
Pohyb parabolicky nastava pfi Sikmém vrhu ve vzducho-

prazdném prostoru, kde si pFedstavujeme osu j svislou vzhlru.
Parabola pfechazi v pfimku, vrh 3ikmy ve vrh’svisly vzh(ru,

je-li ¢v= 0, cy”>0, ve vrh svisly doll, je-li cx= 0, <~<0. Dis-

kuse obou je zcela snadna, stejné jako diskuse vrhu horizontal-

niho, unéhoz ¢c*>0, G= 0. U vrhu svislého je ploSné zrychleni stalé.

24. Pohyby pFimocaré vyssich stupiid.
Kdybychom ve vztahu v=f(i)Zzr nebo jemu odpovidajicim
a— a°= (p(t)f, kladli za f(t) funkci vy38iho stupné nez linearni,

a tedy za (p(t) funkci Casu a nikoli konstantu, dosli bychom k p¥imo-
¢arym pohyb(m nerovnomérné zrychlenym, jichz hodografem by oviem
byla vzdy pFimka. Kdyby na pf. zrychleni rostlo Umérné s c¢asem,
t. j. <p(t)=pt+ q, bylo by §= pt-\-q, s=+\pfF -f- qt-\- v0, s= xpt3-(-

“b "A~so Patrné by bylo a=pt. V tomto smyslu mluviva
se nékdy o zrychleni vys$ich stupiill. Pohyby téchto typl se vsak
v matematickém zpracovani pFirodnich zjevd vyskytuji velmi zFidka.
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Zv1asté pak nebyva velikost zrychleni dana jakozto funkce €asu, nybrz
zpravidla jakozto funkce polohy pohyblivého bodu, takZe integrace
pohybové rovnice prestava byti tak naprosto jednoduchou jako zde.
Zrychleni vy$sich stupiit maji vyznam hlavné matematicky. Vétsi
pozornost jim vénuji Résal, Schell a Somow.

25. Stejnomérny pohyb kruhovy.

Podobné jako jsme studovali jednoduché pfipady pohybd, vy-
chéazejice z rovnic (14c) a (18c), mlZeme postupovati na zakladé
rovnic (16 a) resp. (19 b). Klademe-li v ni (p= 0, obdrzime v— vf— FQ.
Za stalého g (a (t je stalé, nebot Q= <pp= 0) vznikd pohyb pFfimo-
¢ary, radialni, a to je-li ¥= c, rovnomérny, radialni zrychleni
jest dle (192 nulou. Je-li F— Je P°hyb radialni rovnomérné
zrychleny, ap= aOf, radialni zrychleni jest stadlé. Tedy nic nového.

Je-li v8ak v (16a) F= 0, tedy r= r0= stalé, je rychlost postupna

v— r(p (a)
neméa radialni slozky a stoji stale kolmo na prlvodici. Vznika obecny

pohyb kruhovy. Nejjednodussi jeho typ mimo Kkinematicky neza-
jimavy pfipad klidu (<f= 0) nastdva, je-li Uhlova rychlost stald,

P= o= stalé, op— (Ut -|- g0. (b)
Pak také postupna rychlost v= r0Q(p je co do velikosti stala,
»= ry="r @0

ale ovéem neustdle méni svdj smér Zz= (p, jenZ jest smérem tecné ke
kruhové draze. Kruh poloméru 2?0 se obiha stalou rychlosti postupnou
i Ghlovou, nastdva stejnomérnad revoluce pohyblivého bodu kolem bodu
vztazného, stejnomérny pohyb kruhovy.

PFi rovnomérném pohybu v pFimce bylo zrychleni a rovno nule;
pFi stejnomérném pohybu kruhovém jest v3ak dle (19 £) pouze trans-
versalni, v draze lezici slozka a* rovna nule, kdezto zrychleni ra-
dialni je kone¢né a stalé

a= a = — rob¥$— («)
Vv . ro

smérfujic trvale do stfedu kruhu a nazyvd se proto zrychlenim
stfedobéznym ¢&ili centripetdlnim. To znal jiz Huygens.
Pravé pojem rychlosti jakoZzto vektoru nezbytné vede k tomu, Ze musi
existovati zrychleni, ma-li nastati pohyb kruhovy, byt i velikost rychlosti
se neménila; zrychleni, stojic stale kolmo na sméru rych-
losti, zplsobuje zde pravé pouze zménu sméru rychlosti.

Pravé tuto okolnost a 1v mohli bychom povazovati za vyzna€nou
pro pohyb kruhovy.

Dobu T\ za kterou se obéhne cely kruh jednou dokola, nazyvame
dobou obéZznou nebo dobou jedné periody, periodou,
dobou kmitovou. Setkdvamet se ve stejnomérném pohybu kru-
hovém s prvym prikladem ¢istého pohybu periodického, takového,
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ktery vzdy po uplynuti jistého ¢asu, periody T\ se znovu tymz zpd-
sobem opakuje. Pohyby periodické jsou pro fysiku nejvétsi ddlezi-
tosti. Dle hotejsi definice a vztahu (0) je cp-j-27t— co(i-j- T) -j- (pO,
¢ili po odecteni (&)

T& <b="—-2 ; i

Veli¢ina N rozméru [71 X] udava patrné pocet, UGplnych obé&hl
nebo pocet period za jednicku casovou. Tento pocet za jednu vtefinu
budeme dUsledné nazyvati kmitoétem; veliina o3 Ghlova rych-
lost, udava zaroveil pocet obé&hl za 2rt vtefin a nazyva se nékdy
kruhovou ¢ cyklickou frekvenci, a¢ pregnantniho nézvu
frekvence uzivd se vétSinou pro kmitocet. Neni dosud uplné shody
v pojmenovani v rGznych dilech fysikalnich a elektrotechnickych; kratky
nazev pro (o byl by velmi vyhodnym. Elektrotechnikové oznacuji fre-

i . 1 . 0
kvenci na pf. 50 — znackou 50— .
sec sec

Uhel cp méfime v umluveném smyslu (jako koordinatu poléarni

—~ od osy 7 smérem k J, proti

ruc¢ickdm hodinovym) od

delf wt jisté zakladni polohy polo-

\ méru. Charakterisuje misto,

\ 1/ ve kterém se pohyblivy bod

v daném okamziku naléza

a nazyva se faze pohybu.

Rozdil cp{— cp2 mezi dvéma

soucasnymi polohami u dvou

pohyblivych bodd nebo dvou

pohybl nazyvame fazovym rozdilem, fazovou diferenci. Uhel g,

zvany féazovou konstantou, charakterisuje polohu pohyblivého

bodu v case Méme-li pohyby <P — wt-\-cp® a cp2 cot, Fikdme

Ghlu (p0 fazovy rozdil, nebo také se vyjadfujeme, Ze prvy pohyb je o cp0

ve féazi napfed — je-li o< 0, zdporné, ve féazi pozadu, zpozdén. Fa-

zovou diferenci cp0 misto Uhlem v obloukové mife mlZeme vyjadfit

Casem t0, o ktery onen pohyb zacal u zakladni polohy dfive (€i pozdéji)
nez druhy. | jest pak

1 2,Tt
@0— mO0— 2jrh a = _ (t+./0. (/>

~

Obr. 26.

Rikame pak: Pohyb jest napfed o pll doby kmitové, zpozdén
o Ctvrt doby kmitové atd.

Hodografem stejnomérného pohybu kmitového jest zase kruh polo-
méru rOw. Korespondujici body jsou na hodografu posunuty o 90° ve

Tt
sméru pohybu, ¢i jsou ve fazi napfed o ~ éi o Ctvrt periody.
Plosn& rychlost tohoto pohybu

E=t[™]= W ¢ I= W<°lw>] ¥<?U
jest ovSem stala, jak je zde na prvy pohled patrno, podobné jako u
stejnomérného pohybu pfimocarého.
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26. Pohyb harmonicky.

Dosadime-li do rovnic (19a) a (16¢c) ¥~ . ¢ — @ a integrujeme-li
posledni rovnice, obdrzime z rovno-
meérného pohybu kruhového ' X
| \
dx= £= — r@oJcos (cot-j- cp0) | ~\ p
ay=ij= — rnor srn (on-f- g0) v \M
/\-
VX = i= —row.s((wf g0) s e A
vy=y= + rOoweo5(of -f- SPo) - , .
X = rocos(«<-}" (jp.) Sl — AT, 2o [ X
y ~ ro Ml + iPo) :

Tytéz vztahy mohli jsme pfimo
odeéisti z geometrického znazornéni
v obr. 27. Dosadime-li jeSté vy-
razy pro x ay do a ay, plyne :

Ob{. g7.

& —— w2v, jj— — o p Yy )

Pohyby primétu pohyblivého bodu po libovolné poloZenych osach
jsou tedy téhoz nového typu, ktery nazyvdme jednoduchym po-
hybem harmonickym. Je charakterisovan tim, Ze zrychleni je
stale limérno okamzité vzdalenosti od stfedu O, sméfujic vzidy k nému.

Jiz ze vzniku pohybu harmonického jakoZzto primétu stejnomér-
ného pohybu kruhového je patrno, Ze se jednd o pohyb periodicky,
za néhoz po uplynuti periody

T= 27t:0 (c)

nastava vzdy znovu a znovu stav Uplné totozny. Pohyblivy bod pro-
vadi harmonické kmity na pfimce po obou strandchstfedu, nebo
jak se chceme jinak vyjadfovat, rovnovazné polohy OJest to
ona poloha, v niZz na pohyblivy bod neplisobi Zadné zrychleni.

Pojedname o harmonickém kmitani ponékud zevrubnéji, ponévadZ se
s nim setkdvame ve vSech oborech fysiky velmi Casto. Vyskvtujet se alespon
jakoZzto prvé pfiblizeni vSude tam, kde vznikd zrychleni s, do rovnovazné po-
lohy sméfujici, vychylkou s z ni, takZe pro 5= 0 je S= 0. Zrychleni samo
jest jisté jakousi funkci f(s) této vychylky. Rozvineme-li ji dle fady Mac-Lauri-
novy, mlzeme psati

_ d f\ WA\ *I_ /f[V\  s;
s—HE= 10+ \(N L SN doz2 + 'd[si/oz.l’

Indexy 6 znali, ze dosazujeme do derivaci, které bychom mohli vytvofiti,
kdybychom opravdu funkci f znali, hodnotu 5= o0, takZe uzavorkované vyrazy
jsou konstantami. Dle pFedpokladu je fn(s)= 0. Jedna-li se o vychylky volice
malé, mlzeme v prvém pfiblizeni viechny vy3si mocniny jejich zanedbati. druhou

pocinaje; klademe-li jeSté konstantu \(-(_757/)Q= — w2 vznika jakozto pfiblizny po-
1

pis pohybového stavu
S= —0)5,

to jest pravé jednoduchy pohyb harmonicky.
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Vyjdéme z obecného vztahu pro harmonicky pohyb v pFimce
stalého sméru §°; jest

Il = — X nebo §= —itfs. <)

Druhd, pouze kvelikosti se vztahujici, rovnice plyne z prvé, na-

sobime-li ji jednickovym vektorem 3°. Vyhovuji ji, jak se muzeme pre-

svédciti diferenciaci, funkce sinwt a coscot. Jezto jest to homogenni,
linedrni rovnice diferencialni, jest integralem téz

s= A sin (Ot-f- B cos (Ot (e)

Tento  integral jest obecny, jezto obsahuje dvé nezavislé inte-
gratni konstanty A a B. Na tvar obdobny («) lze jej pFevést timto
Casto uzivanym obratem:

PiSme
A B
A*-\-B* . sin(Ct4- iva , = cos (™
Lyiq

kde znameni odmocniny budiz kladné. Polozme

A B
yi*+ A '= CMg,”” {F -r ¥ =sin(f>’ y Wo

coz je dovoleno, nebot kazdy ze zlomkd jest mensi neZ 1 a soucet
jejich &tvercl jest roven 1. PiSeme-li jesté = sm, lze psat dle
znamé trigonometrické poucky

s= smsin (iot-f- ~ 0), (D

coz jest s (V) rovnocenny jiny tvar obecného integralu s konstantami
integraénimi sOa<jp0. Kdybychom chtéli sou¢asné vyznaciti smér pfimky,
v niz kmity se déji, psali bychom obdobné

5= sin
coz je integral prvé, vektorové rovnice (d). Podobné jsme mohli dojit
ku tvaru s= smcos ((Ot kdybychom nahote byli kladli misto cos<p0
funkci —sin(f0, za sin(p0 pak coscp0. Uvadime zde tyto elementarni

véci jen proto, abychom je ¢tenafi pfipomnéli; ve fysikalnich vypoctech
se podobnych obratd &asto uZiva.

Definitivni tvar integralu zavisi na podminkach problému: smre-
spektive ro v (a) jest nejvétsi hodnota, které mulze nabyti vychylka
pohyblivého bodu z rovnovazné polohy, &ili t. zv. amplituda kmi-
tova nebo rozkmit. Okamzitou vzdalenost kmitajiciho bodu od O
zveme elongaci, vychylkou.

Prochézel-li pohyblivy bod v ¢ase t= 0 prdvé rovnovaznou polohou
s= 0,jev(e)0= B,s= Asin(Ctv (/) pak 0= sin(p0, (p0O= 0,T7t, o
Jest tudiz A= +sin. Ye tvaru s= smcos((ot<0) vede t— 0, s= 0

k (fio= + 4, -rt-2ee tedy‘i= i«co«(wfF+o0) Cili zase s=A"smsin(ot.

(4-
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O znameni musime rozhodnouti dle toho, déje-li se prichod rovno-
vaznou polohou z leva v pravo ¢i naopak, ze znameni rychlosti

NapiSme rovnice harmonického pohybu znovu, kladouce dle (c)
o= 2tC: T,

= smsin— t, v~ S = smoocos— t, a— s ——smcoJsin— t, (h)

a popiSme harmonicky pohyb.

V okamziku F= 0 bod prosel rovnovaznou polohou na pf. z prava
vlevo (v obr. 27 bychom méfFili ¢p od osy ovy proti ru¢ickam hodi-
novym). V rovnovazné poloze ma rychlost nejvétsi v= slaco a pohybuje
se v jejim nejbliz§im okoli téméF rovnomérné, jezto zrychleni a je
malé, presné v rovnovazné poloze vlbec Zadné. Nadale zrychleni, plso-
bici proti pohybu (a< 0) roste, rychlost s klesajicim kosinusem klesa,
az v okamziku t~ \T se stala rovnou nule. Bod se zastavi v nej-
zaz8i poloze na levo (s= sm), odkud se zatne vracet. Jeho rychlost
ma nyni smér zaporny, roste (zrychleni a< 0o mé nyni smér rychlosti),
aZ? dosahne znovu maxima v = — smo pfi prdchodu polohou rovno-
vdznou z leva na prdvo v case Totéz opakuje se pfi polo-
kmitu v pravo a zpét. Vse to lze sledovati nazorné také na primétu
pohybu kruhového*). Mezi dvéma po sobé ndsledujicimi nejzazSimi
polohami bodu lezi polovina doby kmitové, stejné jako mezi dvéma
prichody rovnovaznou polohou. Mezi dvéma prlchody tymZ smérem
libovolnou polohou leZi celd doba kmitovd. JeZto kmitova doba ne-
zavisi na amplitudé, mluvime o isochronismu harmonickych
kmitd.

Velmi ¢asto se ve fysice i védach aplikovanych setkdvéame
s ¢asovym rozvinutim kmitavych pohybl. Mysleme si, Ze
pod kmitajicim bodem se pohybuje rovnomérné a kolmo ke sméru
kmitdni papir, na némZz bod zanechavad viditelnou stopu. Vznikne
diagram, na némz abscisy rovnobézné se smérem pohybu papiru méFi
Cas, ordinaty pak, méfené od polohy rovnovazné, udavaji okamzité
elongace. Jednoduchému pohybu harmonickému odpovidd sinusoida
(kosinusoida), jejiz vSechny ordinaty jsou nasobeny amplitudou kmi-
tovou. Pfiklady méame v ladickovém chronografu, ve fotografickém
nebo visuelnim oscilografu a pod. U Edisonova fonografu jsou pruz-
nosti membrany a tvrdosti zdznamné latky modifikované ordinaty
kolmy na ploSe z&znamné.

*) Toho uzivaji elektrotechnikové, znazorfiujice veliiny harmonicky pro-
ménlivé. jako jimi operuji pfi zjevech stfidavého proudu t. zv. rotujicimi
vektory. Jsou to trati, vedené ze stfedu O, jichZ délka se rovnd amplitudé
veliCiny a které tvori s jistym pevnym smérem, na pr. OX, Uhel rovny fazové
konstanté <. Tyto trati, mysli se pak, jakoby se otaCely se stalou rychlosti
xihlovou g kolem 0, takze jejich prdméty na smér OX davaji okamzité hod-
noty velicin, které zndzorfiuji. Tak na pf. by v obr. 27 znézorfioval ,,rotujici
vektorw OMO veli¢inu rOcos ( 0 -f *0 Pr°to pohodiné, ponévadz, jak
uvidime, za téhoz g 6e rotujici vektory skladaji zcela stejné, jako nae obycejné
vektory.
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Zakladni rovnici (d) harmonickych kmitd Ize integrovati jinym zptisobem,
ktery ma hlubsi vyznam, o némz se pozdéji dozvime, a kterého lze pouziti
u vsech pohybl typu é=1f(s). Nasobice ob& strany 5, obdrzime

is= /(*).§ Cili ~ (i) = fyS)
takZe po nasobeni obou stran dt a integraci
352= Jf{s)ds®e
Integraéni konstantu, kterd ma rozmér ctverce rychlosti, psali jsme zde \v(2
PiSeme-li za funkci s
p(s) ds = — F(«), plyne — ==§= v/ra—2F(s),

Cili ts ldt = f—o= s—
J J Wo02—2\(s)

je-li v Case €= 0, s= s0.

V naSem pfipadé /(s)= —(Ux, —V(s)= If(s)ds = — |o>&2
* —_—
' = il"f: a(.>s} iaresin—
*o 0 [/ \vo /
Cili s= --sin (mt+ 0.

Integracni konstanta vt jest patrné rychlost pohyblivého bodu pro s= 0.

27. Skladani harmonickych pohybd v téZe pfFimce.
Ma-li jeden a tyZz bod z rlznych pfi¢in yykonavati soutasné rizné
harmonické pohyby v téze pfimce, jest jeho pohyb vysledny casto
velmi slozity. Jsou-li jednotlivé pohyby dany urcujicimi rovnicemi
= —coMh  §2= — Wz2%2j
jest vysledné zrychleni dano vektorovym souctem
# = 88°7= 2T#v— §°2jsy tedy S§= 27swv.
Rovnézvysledna rychlost jest
JAESS® — 283y~ §°2)8y cili  $—
Nfasobime-li posledni rovnici dt a integrujeme, je
ds— dzjSy a s= 2sy. (a)
Integraéni konstanta jest rovna nule, nebot kdyby na pravé
strané veSkerd sv byla rovna nule, musi také levd strana byti nulou.
Posledni vztah je nejéastgjsim zvlastnim piipadem dllezitého principu
interference, jehoz obecny tvar zni
f= 2Fv,(a)

kde posunuti nelezi v téze pfimce, nybrz maji libovolné sméry v prostoru.
Dle n&ho séitaji se posunuti rliznych, témuz hmotnému bodu pfislusnych,
soutasnych pohybd. Jest totozny s principem superposice soutasnych
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rychlosti (§ 15), nebof potFebujeme pouze rychlosti néasobiti tymz
elementem casovym dt, abychom obdrzeli nekone¢né mald posunuti.

Rozepiseme-li (a) dle (26/), mame

s= 2snvsin (tOyt -f- o) = (sin Q)vt. cos qw -j- cos Cuyt. sin (pj). (V)

V obecném pfFipadé nelze tento vyraz dale zjednodusiti. Prehled-
néjsim je pak FeSeni grafické cCasovym rozvinutim kmitd, v némz
vyslednou kFivku diagramatickou snadno ziskdvame souttem okamzitych
ordinat. V akustice byva nejcastéjSim pripadem, ze poméry frekvenci
a tedy jednotlivych oov jsou dany poméry celkem malych celistvych
Cisel. Pak ucho rozkldda pri dodate¢né amplitudé jednotlivych sloZek
kmity, rdznym kmitoétdm prislusné, v tolikéz rdznych pocitd — tond.
Lidské oko je sklada vzdy v pocit jediny — sloZenou barvu.

Na tomto misté slusi pfipojiti poznamku, Ze libovolnad periodicka
funkce s=f(t) da se rozlozZiti na Fadu periodickych kmitu takovych, Zze
(oy = w, Cili
8=/(*)=smQ+ snXsin (ojt -f )-f sm2sin (2ojt + @)+ ... s*vsin (vojt -f ). (c)
Tato Fada nazyva se Fourierovou a nauka, jeji theorii a praxi se zabyva-
jici, harmonickou analysou.

Jednoduchy, le¢ pres to v praxi velmi Casty pFipad nastava,

je-li col= oc2= ..— Qjj= oo, kdy se tedy jedna o skladani kmitd
téze frekvence v téze primce. Pak lze (b) pFepsati na
s= sin cot.2Jsmy cos (pv-j- cos 001. 2 s k\sin (py= A sin B cosQif. (d)

Jak je patrno ze srovnani se (26e), je vysledny kmit jednoduchy
harmonicky téze frekvence,

s= smsin (cot 4 - cp0). (e)

Ctverec vysledné amplitudy nalezneme dle pFedpisu pFedchoziho § 26
jakozto

sj — (Esmyoos'gv)3+ (2F,ysin <p,)l @)
a vyslednou konstantu fazovou ¢ z
£ 9mij Sifl Wj o\
t = et .
9= iy COS(pv ©

Tento obecny vysledek lze si zndzorniti graficky pomoci s¢itani
»rotujicichw vektor(i, jak je beze slov patrno z obrazce, v némz
pouze pro prehlednost jsou jednotlivé kmity
¢islovany dle vzrdstajicich cpin Na poradu

jinak nezalezi. Délka OK dava veli¢inu A, L | -
podobné OL veli€Ginu B, takZe OP jest vy- | /|
slednou amplitudou sm Ghel KOP pak S i
vyslednou fazovou konstantou cp0. Konstrukce | LY PRI L
tato nese jméno mnohouUhelnik (poly- o
gon) amplitud. A

Jest z ného pFimo vidéti: SloZenim el

libovolné mnoha harmonickych pohyb( v téze
pfimce, maji-li touz periodu i fazovou kon- Obr. 28
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stantu, obdrzime tedy zase jednoduchy harmonicky pohyb téZe periody
a fazové konstanty, jehoz amplituda se rovna souctu amplitud jednotli-
vych. Z (g) plyne stejné pro (pf¥ (o V— 1, 2, . sm= 23M, (fu=(p.

Jedna-li se pouze o dva kmity, jest také obecné analytické vy-
jadreni velmi jednoduché. Dosazenim jest totiz

s*m  Aml "t Am2 ~f25.1 smcos (N2 APl

Vyslednd amplituda jest maximalni a rovna souctu absolutnich
hodnot |sm|= |sml|-j- |sm2]| pro cos((p2— (f\) = 4*“ tedy fazovou
diferenci ¢2— ~i= 0, + 2sr?. .+ 2/ minimalni, rovna rozdilu ab-
solutnich hodnot | smi | — | sn2 |pro cos{(p2— g)x) = — 1, tedy (p2— (p\ =
= + ..+ (2c-j- 1) 7t.  Jsou-li amplitudy obou kmitl stejné
veliké, vznika slozenim obou pohybd klid, pohyblivy bod z(stava
trvale v poloze rovnovazné.

Vztah ([li) je zakladni pro zjevy interference svétla.

28. Zachvévy Cili razy.

Davno je z akustické praxe zndm pfipad, Ze bod mé& vykonavat!
dva soucasné harmonické pohyby v téze pfimce, jichz frekvence se lisi
o maly zlomek. Vezméme nizsi oj za zakladni, a druhou vy3$si oznatme,
eu-f-z/w. Poloha kmitajiciho bodu jest dle (27 6) dana vzdalenosti od
rovnovazné polohy

s= s,jisin (ot-j- $.2srn (0) 4"

Psali jsmeznameni 4~ a nezavedli zadny fazovy rozdil mezi obéma
kmity.Uvidime ihned, Ze se tim obecnosti nestala Gjma. Klademe
prosté cpi= o, (pi= /1(0.t.

Vysledny pohyb bude podobny harmonickému, ale v jeho vyraze

s= smsin ((Ot-f (p'0 (a)
bude jak sm tak <p\ proménlivé s Casem, coz jsme pravé oznacili
¢arkovanim.

Ze vzorce (27 li) nebo jeSté Zivéji z trojuhelnika amplitud (obr. 29)
vidime, Zevysledna amplituda v okamziku t je dana

Sm — Smi 2 4— 29 sm3 Cos (U . 1), =)
takZze v ase t~ 0 je s'mmaximalni, rovno | sWl | 4~ |s«2 pv Case T
minimalni, rovno |sw\|— |sm2|,
s D viase t—T= E-:opet maximami
7 Y, 710

, P /o~ atd. Mezi dvéma maximy nebo
1 " v, minimy lezi doba r, rovna periodé
-‘:‘wf —t - -4 (kmitové dobé&) harmonického po-
' \ “me - hybu o kruhové frekvenci z/eu*
/ Vtéto dobé vykona pomalejsi slozka
. ‘ vee kmitt?, rychpejgfpakrﬂo—4-‘](o)-
kmitl, tedy pravé o jeden cely

Obr. 29. kmit vice.
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Je-li sM = snp, je maximalni amplituda 2sml} minimalni rovna
nule. v okamziku t pak obecné = 2sml . cos—g-C, jak je nejlépe vi-
déti z prislusného trojuhelnika amplitud, v némz bod P pomalu krouzi
kolem Ov

Pro proménlivou fazovou diferenci (p\ v (a) dostavame z (27 9)
obecné
502 /ito .t
tyy'o= ©

sm\ -f- sm2 COS z/fc) . t’

Zase je z obrazce nejlépe patrno, Zze v t./io)= 0 je nulou, do-

spéje k maximu klesne na nulu za klesne na mini-
mum (zaporné maximum) — (p'm, pak zase na nulu a pod. dale.
| | \
| I\
t \)
Obr. 30.

Casovy rozvoj tohoto kmitani znazorfiuje pro sml= sm2 pFiblizné
obrazec 30. SlySime-li kmity vétSich amplitud jakoZto ton, cini tento
zjev dojem ténu sldbnouciho a znovu se sesilujiciho, slyS§ime zachvévy
neboli réazy (battements), a to v poctu == QTt =N2—  za vtefinu;
N2aN=jsou kmitofty rychlejsich a pomalejsich kmitd.

29. Skladani harmonickych pohybl v roviné a prostoru.
Obecné kmitani harmonické.

Vidéli jsme v rovnicich (26”), Ze lze rovnomérny pohyb kruhovy
rozloZiti na dvanavzajem kolmé (v osach 1 a j) jednoduché pohyby
harmonické tézefrekvence a amplitudy a se vzajemnou fazovou dife-
renci \ 7t. Ovéem také naopak sloZzenim takovychto dvou pohybl vznika
pohyb Kkruhovy.

Lee jest nam FeSiti nejobecnéji otazku tuto: Témuz bodu pfFisluseji
harmonické pohyby rdznych amplitud, frekvenci a fazovych konstant
v rlznych smérech prostoru. Jaky bude pohyb vysledny? Jedinou
odpovédi jest obecny princip interference f — ZIT\, dle néhoZ se skladaji
slozkovd okamzitd posunuti jakozto vektory v posunuti vysledné.
Pisménou  chtéli jsme dFive oznaéiti na prvy pohled patrné, Ze se
déji vSechny elongace v téze pFimce. Jezto zde tomu tak neni, piSeme
za elongaci z rovnovazné polohy O (0,0,0) pismenu /, jako u posicnich
vektord. Obdobné s (27 b) mame

f— UFnysin («vi+ gRp> («)
kde vSak nyni nastupuje soucet vektorovy na misto algebraického.
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Kdyby veskeré pohyby byly téze frekvence a téze faze, mohli bychom
trigonometrickou funkci vytknouti pred znameni souctu a obdrzeli bychom
vysledny pohyb harmonicky v pFimce F= F msin(co™t-\-(p")9 kde vysledna
amplituda ¥m= 2J¥ny.

Ulohu obecnou mliZzeme pFevésti na jinou: Jaky bude vysledny
pohyb, skladame-li t¥i rGzné pohyby harmonické ve tFech na sobé
kolmych smérech?

Muizeme totiz kazdy jednotlivy slozkovy pohyb

v= sin (co’t-f- <fv)
nahraditi semikartézsky

fv= Frv-f-jyv + fov= Ixnysin(o)vt-|- 9AN) + IMw (&M -(- Mv) +
-f- t*mv sin (covt 4 *(f})
tfemi harmonickymi pohyby téze faze a frekvence podél jednotlivych
os, jichz amplitudy jsou préméty amplitudy dané.

Kdyz tak uginime se viemi slozkovymi pohyby, mlzeme pak
sloziti vzdy pro sebe veSkeré pohyby v ose 7, v ose j a v ose k dle
§ 27, na pf. jsou-li vsechny téze frekvence, pomoci mnohouhelnika
amplitud a zbyva ndm pak jen sloziti tyto tFi vysledné slozky, abychom
obdrzeli zadany pohyb vysledny.

Tak vSeobecna uloha neskyta prehledného FeSeni. Proto se ome-
zime na pfipad jednodudsi, a to skladani dvou harmonickych po-
hybl téze frekvence; deji se oviem v roviné jejich sméry
prolozené, kterou volime za rovinu [§j. Amplituda pohybu v ose 7
budiz ru fazova konstanta (f*— 0, podobné v ose J amplituda 2>
fazova konstanta cp2  (f0. VSeobecnosti se tim Gjma nestala, nebot’
fazovou konstantu (fY jsme mohli uciniti nulou vhodnou volbou okam-
Ziku, od néhoz zaCindme pocitati ¢as. Pro vysledek rozhodujici jest

pouze fazova diference pohybd (p2— 95— 9V principu interference
je vysledny pohyb
7 ag-f-ar2  ( -f-<0). >

Kdybychom stejné, jako ovladame obycejnou geometrii analytickou,
znali geometrii vektorovou, nepotfebovali bychom mnoha dalSich Gvah.
Védeéli bychom, Ze rovnice (b) znaci elipsu. Takto vidime pouze, Ze
vysledny pohyb se déje v roviné a budeme jej dale diskutovati, po-

¢inajice jednoduchymi pfFipady zvlastnimi.
2, | 1. Je-li (p0- 0O, resp. rt, ...déje se pohyb
% ly v pfimee (obr. 31)

“ G r= (ir~fr2) sin (Ot~ Mimsin cot, kde [Fm\i2= r{2*}-r  (0)

ijY To ostatné jiz vime z pfipadu nejobecnégjSiho.

* 2. Je-li je dréha dana rovnici

Gbr 31 F=U"'-\-Jy = Irisina)t+ Jr2cosO)t. (d)

To je rovnice elipsy o poloosach a r3, vztazena
k hlavnim osam. Znameni u druhého ¢€lenu rozhoduje pouze o sméru

obéhu podél ni. Jet rovnice (i/) prfimym navodem k zndmé konstrukci
elipsy, jak je nastinéna obr. 32. Postup AC odpovida kladnému, postup A rCf

/
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zapornému znameni druhého ¢lenu pravé strany vy
pri vzridstajicim cot. Pro &= 0 je

. Tt . ‘ %

r= +jr2 pro t ¥ pak r= irL = A

Jinak mlzeme z rovnic, ve které se roz- -n_\‘v
pada (cl), totiz |’ ¢ ol

RS T e L
X — risin(Ot,  y— + r2coscot, “I\ R PN
vylougiti proménlivy Ghel cot povysenim na . L\ 13 "/,_\"
Ctverec a seCtenim a obdrZime rovnici drahy | ,\.-' A/
v kartézskych souradnicich ' i/
4 i B
+ - i= -
i= 1 (« e s

Rovnice vektorova dava vsak téz smér
obéhu. Kdyz rl=r2, vznikne stejnomérny pohyb kruhovy

f— ix-j-Jy = i?\'sin cot+Jrcos cot. 00

Dosli jsme tedy opacnou cestou k vysledku témuz, jako v § 26.
Rychlost a zrychleni pFi pohybu v elipse jest

v= V= tcorxcoscot -j- j(Or2sin cot
a= T= —  risin (Gt-\- JORr2cos (Ot— —= co2F. 0)
VSechny tyto veli¢iny ¥, v, a obdrzime ze stejnomérného pohybu
kruhového (/), kdyz vektorové slozky, rovnobézné s osou J, nasobime

stalym faktorem—:=cos a. Geometricky Fe¢eno: Mame-li stejnomérny po-
I

hyb kruhovy v roviné O XY (nebo [i/J), ktera svira s rovinou OXY (nebo
[?]]) dhel «, takze cos(YrOY)=jy=cosa, a promitneme-li jej do této
roviny, vznikd popisovany nami pohyb elipticky, nebot jest primét
rychlosti (i zrychleni) roven rychlosti (zrychleni) primétu. JeZto pro-
mitnuty pohyb zachovavad zakladni vztah a= — d02F, nazyvame jej
harmonickym pohybem v elipse, jako jest dle rovnice (25d)
stejnomérny pohyb kruhovy harmonickym pohybem v kruhu.

Jak vidime ze vztahd (7), nebo jesté nazorngji z obrazu primétu,
kolisd rychlost v dréze eliptického harmonického pohybu mezi hodno-
tami (Orx na koncich malé osy a o2 Ila koncich osy velké, kdez se
pohybuje nejpomaleji. Je-li a= 90°, kdyZ tedy elipticky pohyb dege-
neruje v oby€ejny pohyb harmonicky v pFimce, je r2= 0 a bod
se ovSem na koncich pro okamzik zastavuje.

3. Staly fazovy rozdil cp0 je libovolny. Rovnice drahy (€) znati
elipsu (i je-li = jejiz hlavni osy vSak nespadaji v jedno s 1a 7.
Poznadme to nejsnaze, vyloucime-li z obou rovnic, ve které se (b) roz-
pada, promeénlivy Ghel cot, rozvedSe sinus sloZzeného Uhlu. ObdrZzime
tak rovnici drahy

r ixy cos <ma
AV W
ZnaCi obecné elipsu, jezto jest to kuzZelosecka, ktera cela probiha

Knéera, Zéaklady mechaniky. 4
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Mohli bychom také prepsat (6) na identické
o (jrx-\-Jr2coscp0) sin cot -j- Jr2sin cpOcos cot= A sin O)t -j- B coscot. (i)

A a B jsou vektory Casové stalé, které obecné nejsou navzajem kolmé.

Snadno se presvéd€ime, Ze [ vyjadfené (i) vyhovuje obecné rovnici
pohybu harmonického

P— — (1)
jsouc jeho obecnym integrdlem. Znali elipsu, vztazenou na dva sdru-
Zené priméry 2A a 2B, priméty to dvou navzdjem kolmych priméri
kruhu, jehoz Sikmym primétem elipsa vznikla. Tak na pf. jsou sdru-
Zenymi poloméry v obr. 32 OA a OB, je-li 0B1JL OAx. Ze vskutku
(2) znati elipsu, pozname pak fysikéalné takto: Byla-li na pocatku ¢itani
¢asového /= 0 vychylka pohyblivého bodu z rovnovazné polohy rovna
F0 a rychlost v0, musi F0= B a vO= Aco, takze misto (2)

r— — sin cot-f- rQcos(Ot. (&)

Volme pak pocatek ¢asu t— 0 tak, Zze se bod pravé nachéazel v nej-
vétSinebo nejmensi vzdalenosti od rovnovazné polohy, Zze tedy bylo
Do sméru r0 poloZme osu ? do ro osu j, takZze rO= rOlr

= Pak je

r= ix 1Jy= i\—osmcot-Jt-ercoscot

a obdobnym zplsobem jako dfive nalezne se rovnice drahy, tedy elipsa;

14=i.

Ovsem zde lezi osy x, y jinak, nez dfive, jsouce hlavnimi osami
elipsy. Jest nyni zfejmo: Bylo-li Go= 0, byl-li z rovnovaziné polohy
vychyleny bod, ktery spliuje podminku harmonického pohybu v § 26
uvedenou, vypu$tén bez pocatecni rychlosti, vykonava pfimkové kmity
, f= FOcosoot. Byla-li mu udélena rychlost to ve sméru p vychylky ¥Or
jsou jeho kmity rovnéz pfimkové

r=p sinoot-[- rocosw/j = Q vmsin (cot -j-<p0)-

Byla-li mu udélena rychlost pocatecni vO v jiném sméru, kond kmity
obecné eliptické, které se stanou kruhovymi, byla-li rychlost vO
a co do velikosti rovna vO=corO.

Dllezité je vsSak, Ze nezavisle na vychylce ivo jefrekvence
ve vsech pripadech taz, Cili: Kmity i v obecnémpfipadé jsou
isochronni; doba kmitova nezavisi ani na amplitudé ani
na tvaru drahy.

A konetné jesté i dalsi ddsledek mulzeme uginiti z rovnice (/),
Jeji nejobecnéjsi integral byl rovinny, harmonicky (elipticky) kmit=
Kdybychom ji byli rozepsali dle nekomplanéarnich, libovolnych (ne-

lzepsat
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orthogonalnich) smérd 7/, k", bylo by, piseme-li kosouhlé soufadnice
pro okamzik 7]

p=iS+frj+srf=- + £"£)=-"
Ekvivalentni tfi diferencialni rovnice déavaji harmonické kmity téze
frekvence, ale rliznych amplitud a fazovych konstant v osach. SloZenim

museji dati pohyb rovinny a to obecné elipticky. Prvou ¢ast tvrzeni
Ize doloziti také ta\k: Maji-li tfi integraly

§= AiSin(Gtdr B 1cosO)ty 7]= A2sm(UtA-B2cosClt, £=A$sinCuat+ B$cosCut

uréovat dvé nezndmé sin cot a cos ojt nenulovymi hodnotami, musi de-
terminant a1 £
A2 B2 —i] =0.
"3 £

Je tedy geometrickym mistem moznych poloh pohyblivého bodu rovina.

Netfeba snad ani na to upozoriovati, Ze obecny pohyb har-
monicky dle své definice rovnici (J) je pfikladem pohybu cen-
tralniho (820), takZze plo3nad rychlost jest stald, u pohybu v pfimce
ovsem nulova. UZ proto musi byti rovinny.

Vyvody tohoto paragrafu maji velikou d@lezitost pfi vykladu zjevl
optickych.

30. Obrazce Lissajousovy.

Pfimky, kruh a elipsy, které dle predchazejiciho § 29 vznikly
skladanim dvou navzajem kolmych harmonickych kmitl téze frekvence,
jsou nejjednodudsimi pFipady
t. zv. obrazcl Lissaj ou- Fo———4
sovych. V obecném pfipadé L\ R
jednd se o kmity frekvence | N /
rizné pco a qco, takze obec- HX¢ ,,"
nou rovnici  Lissajousovych |
obrazcl jest

7= Irj sinpoot-j- f ! { | 4
+ Jrzsin( qa-f-y0). (a) g IOy \——
Jeji analytickd diskuse :
omezuje se zpravidla na pfi-
pady, kdy jak p tak g jsou
celistvyymi malymi Cisly 1,2,3,
4,5, .., ajest i pak dosti roz-
vlaéna. Odkazujice v té pfi€iné
na pojednani Strouhalovo¥*),
ozfejmime zde pouze jedno-
duché FeSeni grafické. Obr. 33,
Naznac¢ime si na obou
osach kmitl polohy kmitajiciho bodu, odpovidajici urgité alikvotni Casti

*) Dr. V. Strouhal Analytische Darstellung der Lissajous’schen Figuren.
Véstnik Ces. spol. nauk. 1902.
4*
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celé periody a prolozime jimi soufadnicovou sit. Stane se tak nej-
jednodusSeji, rozdélime-li kruhovy obvod na jisty (sudy) pocet stejnych
obloukd a povazujeme pak harmonicky pohyb za primét kruhového.
V obrazci jsou to Sestnactiny obvodu. Je-li kruhova frekvence v ose
horizontalni pco, ve vertikalni <(® postoupi pohyblivy bod v horizontal-
nim sméru o p dilk, zatim co soutasné postoupi ve sméru vertikal-
nim o q dilkd.

Vyjdeme-li tedy dle dané diference fazové od jistého bodu sité |
a postoupime horizontalngé dle sméru kmitani o p dilk( (v obrazci
o0 jeden), pak vertikalné o q dilkd (v obrazci o dva), dojdeme k druhé
poloze 2 na obrazci a tak pokraCujice nalezneme dostatecny pocet
bodd, jimiz lze drahu prolozili. Na hranicich obrazce, které tvo¥i te¢nou
k draze, obraci se oviem postup nahoru v postup doll, v pravo na levo

a naopak. Obr. 33 znazornuje krivku F— Ir9sin cot sin A2toc -j-

Obrazce Lissajousovy, a nemaji obecné té zakladni dlleZitosti pro
celad odvétvi fysiky, jako jejich nejjednodussi pfFipad p = q, jsou prece
vdéénym objektem demonstracnim. (Kyvadlo Blackburnovo a pod.).
Demonstrujeme-li je odrazem svételného paprsku na dvou ladickéach,
kolmo k sobé kmitajicich, jest vyhodno, kdyz jednu z frekvenci na
priklad g o maly zlomek ,rozladime"™ na (<?-Agq)m. Jest to tak,
jako by po celou Ffadu kmitl se frekvence presné rovnala qto, ale fazova
diference prochazela spojité Fadou hodnot od 0 do 2rt (nebo naopak).
Na obrazci pak nazorné mGzeme sledovati, jak rlizné mozné tvary,
odpovidajici urgitému poméru p:q za rdznych fazovych rozdild spojité
v sebe prechazeji. Y Case, ve kterém se obrazec vratil v pavodni
tvar, proSed vSemi moznymi, pfFibyl (nebo ubyl) jeden cely kmit
z poctu, ktery bychom obdrzeli vypoctem z frekvence presné rovné qco
Jest tedy neproménnost obrazce velice citlivou znadmkou naprosté
stalosti obou kmitovych dob. resp. kruhovych frekvenci poj a qco.

31. Skladani pohybd kruhovych téhoz sméru.

Skladani stejnomérnych pohybl kruhovych jest pro optiku podobné
ddlezitosti jako skladani pohyb( harmonickych. Lzeje na toto redu-
kovali,rozlozime-li pohyb kruhovy dle § 26 na dva harmonické. Le€

mlzeme postupovati také p¥imo, vychazejice z rovnic
(25a) a (25d) &8 2g a opirajice se o princip inter-

ey ference (27 a),

L Nejprve budiz poznamenano naésledujici: Za

jednickovy vektor (p kolmy na (j a pFislusny ,.trans-

versalni** slozce rychlosti u9 (viz 88 16, 19 a 25),

mlzZeme psat [fA| nebo |*«], pFedstavujeme-li si €

jakoZzto neproménny jednickovy vektor, kolmy na papife a z ného ven
vystupujici.

Vektorovym soucinem vystihneme oba rnozné smeéry otaceni
(f a — o, jestit (obr. 34) = [éZ] a — 9— [13].
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1. Dva stejnomérné pohyby kruhové téhoz sméru a libo-
volnych frekvenci. Pocnéme pocitati ¢as od okamziku ¢=0, v némz
pruvodiCe obou pohybl spadaly v pFimku OX, majice tyZz smér
(obr. 35). Je-li uhlova rychlost
prvého pohybu QIf druhého pak

»

> wi> budou v okamziku t ¢ >
thly M10 X= (4w, M20X=co2. e p
Slozky ix— OMX a 7 \

2= OM2” r2p2 tvofi  dhel — el

(c02— Wj) ty takze \ ’ ~A
= ¢°s((02— 0Qdi) t-

Vysledna poloha  pohyblivého

bodu jest _
F~1'Q= A+ 2= —j-
Ze skalarniho ctverce vi- Obr. 35.
dime, Zze
r2—rx f- 72~ 2rlr2cos (coo— Q. (a)
Vzdalenost pohyblivého bodu od stfedu O se tedy méni: V dobach
(coo— o) t= 0, 4, ... jest r=rt-\-r2 v okamzicich, kdy

(co2—co”t—rt, 37t, Ot jest r=rx—r2 Periodou celé té zmény
jest T— 2rt : (co2— cox).

Rychlosti slozek jsou dle (25a) vx= <driiPi= 0Q)irl [€?i] a
M2="Cl2r2(p2= (02r2[E82]. Rychlost vysledna jest

«= t?j-)-t7a= [E, («!/e!?! -j- O*ra?g)]= 0,[?, + 7]
(firs — Cb) rik((], v= (a,r[epj— (i»2— w,) rx[i£,J.

Rychlost neni kolm& na p, nybrz m& malou slozku sméru
— — (pv Ze tak musi byt, jest patrno ze zmenSovani r.
Zrychleni jest podobné dle (25d)

a= — CUSrlEi — WerQ] — — (02 (r1Q1  r2Q) -f-
+ (coa3 — wr) = — (0)./ — col3 npt. 60
Nema& smér — p do stfedu O, nybrz pro slozku sméru ~ smer

v obrazci naznaceny. PFi tom neni kolmé na rychlosti, jak se dozvime
ze skalarniho sou€inu vn, ktery pfi vzajemné kolmosti musi byti
roven nule. Vypocteme-li jej, obdrzime

va— (c02— cox) (22 -f- 0jj) co™r’s [

V pocatku pohybu jest tento vyraz kladny, tedy uhel (va)< 90°.
Dvojnasobnéd plosna rychlost vzhledem k bodu O, t.j. 2&= [fi;]
neni stalad, nybrz jak vypoctem snadno zjistime (FE= o)

[Fv]= 28 = §(cotr24- coxr2-f («i -f co2) rtr2cos (co2— cox) t),
tedy v Casech

é«, -« |>\* =% Zj\t ét) II g|lrr]]IJ’
Dvojnasobné plosné zrychleni vzhledem k O jest

[™]= [(A+ 7ih (~ wi2fi—"a8)]= —6'V — «if
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Co do velikosti jest Uraérno okamzZité ploSe rovnobéznika OMxMMA.
Y casech (co2— co”t— O, i, 2rty.. jest nulou, v ¢asech (w.,— co”)t=

= -, eee je maximalni r”, ale méni pfi tom své znameni. Jest

samo funkci harmonickou.
Okamzitou ahlovou rychlost 0) — (p pohyblivého bodu M kolem O
obdrzime dle vzorce (17d) jakoZto

Dosadiv$e jiz nalezené vyrazy, shleddme, Ze obecné neni stala. PiSeme-li
@®2= coY-j- "dcol, obdrzime snadno, Ze jest

A i -f- rxr2cos & €py. t
r* -j- ra2-4- 2rirscosA(O1.t

Jen je-li rl= r2, je Ghlova rychlost o stala a rovna
w= ®1+ = (®i+ O -

Vysledny pohyb, dvéma spiraldm podobna epitrochoida, jest
pro tento zvlastni pripad zndzornén obr. 36 dle 'fysiky Thomson-
Taitovy nebo A. Grayovy. Jest zFejmo,
2 Zze vznikd drahova kfivka uzavrend, jsou-li
2 ool a (2 Cisla souméFitelnd. Tento slozity
/ typ pohybu nema pro fysikalni zjevy za-
‘ \  kladniho vyznamu. Pojednali jsme o ném
. _ | obsirngji nez ve vSech mné znamych spisech
\ } | proto, abychom na ném ukazali, jak snad-
\ - & nymi a prehlednymi Uvahami vede zacCasté
vektorova analyse k vysledk(im, které Ize
dokéazati analyticky z vypo&tl byt ne ob-
tiznych, prFece rozvlatnych a velmi nepfe-
hlednych.

2. Dva pohyby kruhové téhoz sméru a téZze frekvence.
Zde musime uciniti jiné ustanoveni o pocCatku pocitani casového,
nebot privodite obou pohybl, nebyly-li nahodng téhoz sméru, ne-
spadnou nikdy v jedno. Budte faze obou pohybd cpl= cot-f-cpdl a
<2 — (Ot-\- (p@2, kde (foz> (poi a v °br. 35 budiz vyznaena poloha
v Case = 0, takZe nyni 1"O X — cp0i, M20X— (p02 Jako dFive je
+ + a >3=T,i3+ (35+ 2»"lraco«(gDo8—<SRaip» («)
nebot’ nyni-
= cos(MgoMt)= cos(<flP— Osoi)-
Rychlost a zrychleni jsou
v=0ifj + cofa= o (¥l -f ¥ = @f,
S= — w3(Fi-ff)= — wa. (@
Ze srovnani s § 25 vidime, Ze vznik& stejnomérny pohyb
kruhovy téze frekvence oo coZ je ostatné v tomto jednoduchém
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pFipadé samoziejmé. Prlvodi¢ r je nejvétsi, rovny ra pro
N2—"N01= 0, 2rt, 47t nejmensi r= | rx—r2 | pro (foa— pOx—
= Tt, &, brt,

Vyslednou fazovou konstantu nalezneme takto: N&sobme rQ=
— Mf?i "'r2?72 jedniCkovym vektorem (i0 sméru OX jednou skalarnég,
po druhé vektoridlné. Vznikne

*Wo= fiMo+ fiwWo a ?2[*,?]= i-iF?0?i] + »a[?0?Z]>
¢ili dle vyznamu soucinl, je-li MOX ahel (po,
rcos(f0= i\ coscpd -j- r>cos(p® a  8rsin (p0= &i\ sin 0L -f- Frasitiq)oa

Nésobime-li druhy vztah jednickovym, z papiru kolmo ven vystupujicim
vektorem §, vymizi z ného vSechna £ Jest to obdoba kraceni v rov-
nicich algebraickych. Dé&lenim plyne pak dal$i vztah

vism (fOi -- r2smy @
r+cos 0i + r2cos cp2

Je patrno, Ze lze tento postup snadno roz$ifiti na tfi nebo vice
stejnomérnych a stejnosmérnych pohybd kruhovych téze frekvence.

()

32. Skladani kruhovych pohybd protismérnych.

P¥i skladani kruhovych pohybd protismérnych mdzeme vzdy po-
dobné jako v § 31, 1. poCiti pocCitani Casové v okamziku i= 0, kdy
oba privodite maji tyz smér OX,
takZze M10X=colt, M20 X=co2t.

Ponechavajice diskusi obecného ¥
pfipadu €tendfovi, zminime se o ’ o
dvou dilezitych pfipadech zvlast- ] N
nich. 1. Uhlové rychlosti ) —

jsou téze velikosti oj, at %

ovSem opacného sméru. Pak iy,

F=rp= ft+ Fs= >

a jezto zde
Clpz= cosMOM: = G320, -
A . Obr. 37.
plyne ze skalarniho Cctverce
r2= r42-f- 723 -f- 2i\racos 2cot. (a)

Vzdalenost kmitajiciho bodu od stfedu O je v casech

0, 7t, 2rt  nejvétsi r= rl-\-rz,

©t Jt . . _
»-9-, -9- nejmensi r = trL— r2\
Jezto zde (pL~ Vi— jes”™ rychlost
v= 0)rL[Fft] -f Wro[p28] = QI[E, Ft— F2j.
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Dvojnasobna plosna rychlost vzhledem k stfedu O jest
[Fv]= af=! -f- Fj), [s, Fj — Fj]l = (rt3— r22) s, (e
tedy stald. Zrychleni
a= — @(FL-)-f2 = — Q¥F. (ch

Jest tudiz patrno, Ze se jednd o0 obecny pohyb harmonicky
v elipse poloos r\-f-r2 a \rl —r2|.

Na hofej$im vyraze pro rychlost mGzeme vybudovati velmi jedno-
duchou konstrukci jejiho sméru, t. j. sméru te€né v bodé M. Ucifime
v obr. 37 MxMf= — MXM = —F2, pak OM'= Fl— Fa Rychlost jest
na OMr kolma, ma tedy smér MP 1 OM\ a co do velikosti je Umérna
délce 03/.

Jsou-li ve zvla$tnim pripadé poloméry obou kruhovych pohybl
‘stejné, H= 7, je

r2= 2v2(1l-pcos2cot)= Ar 2cos2cot, t. j. r= 2i\ coscot. ©)]

Vektor OM=—=¥= rl-j-¥f2 spadd vidy v jedno s +0X, vznika
pFimkovy pohyb harmonicky amplitudy 2rl Molzeme tedy také naopak
linedrni kmitdni harmonické nahraditi dvéma kruho-
vymi protismérnymi pohyby téZe frekvence a téhoZz po-
loméru rl= ~r. Tato véta je dllezitd pro optiku, na pf. pro elemen-
tarni vyklad zjevu Zeemanova, nebo Fresnellv vyklad otaceni roviny
polarisacni.

2. Dva protismérné kruhové pohyby téhoz poloméru
rl==r2, ale ponékud rlGznych Uahlovych rychlosti, coi a
0)2= col-j-Jo)ly skytaji druhy pro optiku ddlezity p¥ipad (obr. 38).

Jezto nyni — cos (2ot -|- z/itfj) t, je podobné jako dFive

= = ¥Fx-f-f2= rx(ql-(-p2, v2= 2ri2(1-f-cos(2cot-j- z/ttjt),
cili v=2rtcos (col-j-\zJcot) t= 2racos” (cot -p- cod t. (f}

Vzdalenost pohyblivého bodu od stfedu O méni se harmonicky,

dostupujic v €asech \ (cox-j-cd?t= O, 2jt, .. hodnoty 2i\ na
N jedné strané, v cCasech upro-

stfed mezi nimi leZicich téze

hodnoty na druhé strané od

stfedu O. Od maxima k ma-

ximu na téze strané uplyne cas

2ti il e %
) ; t— -—-—-——— Cili kmitoCet
s oot -f- \Acot
N = - N vysledny jest
» 3 T=HA"N+ir)=
. =i (" + iva).

Vyslednd rychlost kmi-
tajiciho bodu jest

v= (0 cp! -f- 0 2r2(p2 = coi [C, Fi— F2] -f- zlodr1[ "],
vysledné zrychleni

Obr. 38.

a= — 002/t — 0)22F2= — @2 (Fx-j- F2) — 2w 1z/ft?1¥3— (/lco " 22*.
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Aclkoli se tedy vzdalenost A meéni Cisté harmonicky, celkovy pohyb
neni ¢istym pohybem harmonickym. Dvojnasobna ploSnd rychlost jest
2] = [(fi-j- #2), (°i [Mi1  QR[*a®])]— wi [Ob “h %a)» [giiil] +
+ [Co+ @), fo*]]— fa*+ V —ue (n2+ 2178j=
— £ (to2— «1|) Nae (L + cos (0 -f-w3) 1) =

— £2(w2— tify) rBcos2 (toA[“w2) t. (9)
Uhlova rychlost co, kterou se pohyblivy bod M kolem O oté&ci, Cili
Uhlova rychlost otaceni okamzitého posicniho vektoru r jest tedy stala,
nebot’

— i# 2 - 2 W%

Smér otaceni jest smér rychlejsiho pohybu kruhového. Pohyblivy bod
probiha tedy hvézdicovitou kf¥ivku (hypotrochoidu), ktera jest uzavienou
(ys sebe se vracejici) kFivkou, jsou-li coi a m2 souméfitelna Cisla. Opi-
suje ji také ,gyroskopickéw kyvadlo, na jehoz konci je pFipevnén
rychle rotujici setrvacnik. Zcela podobné jako u pohybu epitrochoi-
dického jest zde plosné zrychleni funkci harmonickou.

33. Tlumeny pohyb kmitavy.

Velmi Casto se v pFirodé setkavdme s déji, které nejsou Cistymi
kmity harmonickymi, jako je dava rovnice (26”/), ale mohou jim byti
velmi podobny, jsouce ovlddany ponékud obecnéjsim vztahem

$8° — — ooxS° — 20é%°. (@

Jezto dle naSeho predpokladu maji viechny vektory smér téze
primky + §°, mudZeme po nasobeni timto jednickovym vektorem psati
rovnici skalarni

s-)- 2b's-j- cozs= 0. (£)

Okamzité zrychleni sméFuje sice do rovnovazné polohy, ale neni
prosté Umérno vzdalenosti od ni, jako ve (26 </), nybrz zmenSuje se
vzdy o obnos Umérny okamZzité rychlosti. Staly a podstatné kladny
faktor Umérnosti piSeme 2b\ ¢lenu 2bs budeme Fikat ,len od tFeni“,
jezto v praktickych pripadech mechanickych méFi velikost tfeni, které
pohybu brani. Faktor b ma ovSem dimensi [71-1], faktor o touz.

Dana rovnice (b) je linearni homogenni rovnice diferencialni dru-
hého Fadu s konstantnimi koeficienty a ma tedy integral tvaru s=e”(
takze i = s= Dosazenim do (b) plyne rovnice charakteristicka

A2 -j- 27A-f-o2= O s kofeny = —Ni (0

Obecny integral méa tedy tvar
s= C " I*j- C2"F,
kde C\ a 62 jsou integracni konstanty¥*).

Nutno rozeznavati tfi pfipady dle toho, je-li b2"=co2.

*) Netfeba snad ani pFipominat, Ze téZze integrani metody mohli jsme
uziti u (20d).
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l. b2> co2. Pohyb apefiodicky.

Jak tak ?2 jsou podstatné zaporné. PoloZzme
— K=f*i, kde /i4>M i>0.
Pak s==Cx~W -)- Cee~W a §= —jniCxe’*— Cea~"lt (d)

Integrac¢ni konstanty vyc€islime z hrani¢nich podminek:Zac¢ne-li
na pr. pohyb v ¢ase t— 0 v bodé $=,50> 0 rychlosti 6= 0, je dle (d)

Q= Cl-j-C2 0= —fliCi—

tedy A= vl vi © TRV
(jitfrw — 1Ae-W),

Vih — Pi th — Pi
Jezto fiL< A2, ma ve vyraze pro rychlost negativni Clen stéle
prevahu a rychlost jest negativni, sméFuje do rovnovazné polohy. Po
dostatecné dlouhém Case se stanou é a s prakticky rovnymi nule, to
jest, pohyblivy bod, vySed z polohy s0, vraci se do polohy rovnovazné,
posléze ¢im dale tim pomaleji. Tento typ pohybu nazyvame aperio-
dickym. Znadme ovSem podobné zastavovani se u pohybu rovnomérné
zpozdéného, le¢ jsou zde dva podstatné rozdily: u tohoto pohybu musela
z pocatku existovati jistd rychlost, ktera se zmenSuje aZz na nulu a
pak — existuje-li plvodni negativni zrychleni i naddle — obréati
rychlost svllj smér a znovu roste aZz do hodnot nekonegnych. U aperio-
dického pohybu vSak v Case t= 0 byl bod v poloze sO bez rychlosti
(i= 0), s postupujicim ¢asem nabyva rychlosti rostouci az do maxima

= 01) v Case tl= N ff log nat i~j* které obnasi

A J——

- 1Ib2-
° "\ -f yir—ap) ib2- -or

Odtud znovu rychlost klesa, az theoreticky v Case nekonetné dlouhém
nabude znovu hodnoty nulové. Za naSich zaGate¢nich podminek nemdze
se s v ¢ase od t= 0 do t= co
stati zapornym, t. j. pohyblivy bod
- neprekroCi rovnovazné polohy. Ovsem
\ Ze vychylka s mohla byti nulou shodné
: s naSimi podminkami v zaporném cCase
t= —tt. Jest tedy cCasové rozvinuti
aperiodického pohybu dano kFivkou
obr. 39. Te¢na v ose F= 0 musi byti
Obr. 39, rovnobézna s osou ¢($= 0). Inflekeni

bod odpovidd maximalni rychlosti.

Il. b2<”02 Vlastni tlumené kmitani.
Oba kofeny A jsou komplexni

| 2= —bzxi®co2— 2= —Db*iy, kde*) i= f-T.

*) Neni snad obavy pfed zdménou i=\j—1i s jednickovym vektorem
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Obecny integral jest tedy
5= e~ht(<vV + Cx-M). (e)

RozepiSeme-li imaginarni mocniny exponenciely dle vzorce Eule-

rova, jest
s= e~ht ((Ci -f- C2) cosyt -f-y (Cj — C2) sin yt)-

U diferencialni rovnice, jejiz koeficienty jsou vesmés realné, vy-
stoupil komplexni integral; to znamena, Zze jak jeho realnd cast, tak
imaginarni jsou jejim FfeSenim, jak ostatné mlzeme zpétnou diferenciaci
dokazati. Jest tedy Uplnym integralem jejim

s= e~ht(A cos 11 (41— b2-)- B sin t]/to2— b2), 0]
ktery miZeme obdobné jako v 8§ 26 pfepsati na
s= sme~htsin f — Hi-f 990.

Hodnota sinusu kolisa mezi + 1, ¢ili maximéalni vychylky z rovno-
vazné polohy mezi kfivkami +snme~bt. MGzeme tedy mluviti o kmitech
s ubyvajici amplitudou. Prlchody kmitajiciho bodu rovnovaznou po-
lohou 5= 0 jsou od sebe oddéleny dobami t=7t:"0j2— b2, le¢ déji
sepostupné  vzidy opaénym smérem. Od jednoho prichodu k nasle-
dujicimu tymz smérem (na pf. z leva na pravo) uplyne doba

n=j=% )

kterou nazyvdme dobou kmitovou nebo periodou tlumeného
kmitadni, a¢ se vlastné nejednd o déj presné periodicky, nebot amplitud
ubyva a rychlost v tychZz polohach kmitajiciho bodu se neustale zmen-
Suje. Také mezi dvéma nejvétsimi vykyvy na opacnych strandch
(sinus= +1) lezi doba -JT*, na téze strané tedy doba 7*. Lee mezi
prichodem polohou rovnovaznou a maximalni elongaci neuplyne doba \Tb,
jako u pohybu cisté harmonického, nybrz doba mensi, kdeZto ndavrat
z polohy krajni do rovnovazné vyzaduje &asu vétsiho nez ~ t\. Dlkaz
jest snadny:

Bylo-li v Case t= t0, 5= 0, tedy v (<) je (p)= — \co2— b2. t.
Maximalni elongace nastane v case tI7 v némzZ je rychlost 5= 0. Do-
sazenim po kraceni sme~bt tedy ,

— bsinya)2— b2 (fL— t0) -)- yoo2— b2 . cosy0)2— b2(t1l— t0) = o
1 _ la* — # n _ A_r*
I(OZ—. b aretg - =" N £)= X N —
kde £ je pravy zlomek. Znameni odmocniny jest totiz brati kladnég,
takze oblouk, odpovidajici trigonometrické tangenté, dané koneénym

kladnym ¢&islem, lezi v prvém kvadrantu a je men$i nez \ tC Na ndvrat
z maximalni elongace do rovnovazné polohy zbyva z doby i\ patrné

fi— <0=

1+
Doba kmitova, zde ovéem na rozdil od kmitd harmonickych ne-
tlumenych nofend jen bud od krajnich poloh nebo prlichodd rovno-
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vaznou polohou, nezavisi na amplitudé. Jsou tedy také tlumené kmity
isochronni.

Srovname-li (A) s (26 c), vidime, Ze kmitova doba kmitd tlu-
menych je vétsi nez T netlumenych; jest totiz

Tb t.-W_ N G
Ki-A

Posledni pfiblizny, znamenim = oznaceny vyraz plati, je-li tlu-
meni velmi nepatrné, Avelmi malé proti <y, neboli kratce psano A< co.

Amplitudy kmitd ubyva dle zakona sme~bt, to jest Fadou geo-
metrickou, pfibyva-li ¢asu Fadou aritmetickou. Byla-li k-t4& sk= smé~ht7
nastane nasledujici (k-f- 1)-ni po ¢ase % a bude tedy sk+ i— sine~60i+ To\
Pomér libovolnych dvou po sobé nasledujicich je staly, rovny k a na-
zyva se pomérem UGtlumu (nékdy pregnantné Gtlumem) a jeho
pfirozeny logarithmus A dle Gausse logarithmickym dekre-
raentem.

— = —— = k= ebTi, lognatm-k- = logncitk= A = bt\. ()

A se snadno vycisli z méfeni amplitud a davéa, zname-li dobu
kmitovou fb, bezprostfedné konstantu b zakladni diferencialni rovnice.
Konstanta (0 pak plyne ze vzorce (A).

Dosazenim jednodu$e dovodime

o r + 5 - »

IIl. oj= b. Hrani¢ni pfFipad aperiodicky.

Y obecném integralu je dle (c) nyni = k2— — A Vyraz
s= (C\-f- Cjje—~ht pFfestdva byti obecnym integradlem, obsahuje jedinou
integracni konstantu C\-j- C2. Z theorie linearnich rovnic diferencial-
nich vime, Ze nyni je integralem nejen e~bt, ale i teX takze Gplny
integral méa tvar

«=(Ci + CaO e~ 1g/)

MlzZzeme totiz, znajice Caste¢ny integral redukovati fad di-
ferencidlni rovnice o jeden substituci s= u.e~bt, kde u je nova pro-
ménna vzhledem k t. Dosadime-li do (A), plyne pak u= 0 ¢&ili u— C2t
a druhy casteény integral C2te~bt.

K témuz vysledku dojdeme, dame-li X bliZiti se k X znenadhla, a na-
zirame-li na\ = XjakoZto na pfiklad limitni. Je-li totiz X= X + oa limo= 0, je
5= C + Ce(k'+V *= eU (Ci+ oBeS),
nebo rozvineme-li enji v fadu a spokojime se prvou mocninou velmi malého &
»= ex“(C\ + (7,(1 + 8f)) = e**«7, + <+ <98.1),

coz je identické s (i), piSeme-li za integratni konstanty (7, C, a (7.8 v (/)
< a (7.
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Prlbéh pohybu neskytd proti aperiodickému pohybu (1.) niceho
nového; clen e~ht klesd s €asem a rovnéz te—bt, nebot e—ht klesé rychleji
nez t stoupa. Pocitame-li vSak cas, ktery uplyne, neZ jistd pocéatecni
vychylka so klesne na dany zlomek i, obdrzime vysledkem, Ze se tak
stane nejdfive, je-li pfiblizné splnén hrani¢ni pfipad aperiodicky. Na-
hlédneme to i bez pocdtu. V rovnici (cl) rozhoduje o pozdéjsim prd-
béhu pohybu hlavné ta z obou exponencialnich funkci, které pomaleji
ubyva, tedy, jezto flx< ona, ktera obsahuje jiv Cim je jiil= | ]
absolutné vétsi, tim rychleji klesa s, A | XLj je absolutni hodnotou
nejvétsi, je-li pravé b= co.

Proto u kmitavych systémd, spliiujicich rovnici (£), jichZz uzivame
pfi méfeni a u nichz mGzeme atlum méniti, realisujeme pro zrychleni
prace aperiodicky pfipad hranicni.

Ponechavame c¢tenafi, aby diskutoval pohyb bodu dany rovnici (&)
pro zacatecni podminky t= 0, s= 0, §= v0= stalé. Jednd se pak totiz
o pfipad pro praxi fysikalni velmi ddlezity, ktery nastava u balistického
galvanometru nebo kyvadla. PolozZi-li jako dfive T(4~27t a co:b= Oy

takze rozliSuje naSe pfipady |I., Il. a Ill., nalezne, Ze prvy obrat

(vychylka balisticka) nastavd v case

T
— g—% natF (o), (m)
kde

Prvy vyraz pro F (o) ma reéalny tvar pro O< 1, druhy pro a> 1.
Dosadi-li tx do integralu, ukaze, Ze balisticka vychylka je

oz 5 2> w .

Pfi tom je v pfipadé periodickych tlumenych kmitd

n = tldl—, a=-"L=.
— 1 Vaz— 1

Vysli jsme zde z rovnice (a) pro tlumené kmity v pfimce, protoze (b)
ma dlezity vyznam také pro jiné obory fysikalni nez jen mechaniku, inter-
pretujeme-li vhodné vyznam veli¢in's, 2b a tu2 KeSit se stejné na pf. oscilacni
vyboj Leydenské lahve. Obecnéjsi pFipad kfivocarych kmitd mechanickych,
danych rovnici

r+ 2br+ 2= o (@)
a integralem
F= AeK Ze**] )

kde r, r, r nemaji tyz smér a A a B jsou vektorovymi integraénimi konstan-
tami, mdZe Ctenaf obdobné diskutovati sam.
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34. Kmitani vynucené.

K vyvoddm ptedchazejicich paragrafl pripojime zde dal$i Casty
a dalezity pripad kmitani v pFimce, které jest obdobné dano rovnici

s -f- 208 -J- (025 = 1 (1). (a)
Téaz rovnice se vyskytuje na pF. v nauce o stFidavém proudu.

Nejprve vlozime sem nékolik pozndmek z theorie diferencidlnich rovnic:
Rovnice typu (a) nazyvd se Uplnou linearni diferencidlni rovnici druhého
fadu. Jest pomérné jednoducha jezto koeficienty u 5, § a s jsou konstantni a
nikoli, jak obecné by mohly byti, funkce neodvislé proménné t. K Uplné rov-
nici patfi redukovanda, u niz ,ruSivy élenw t. j. pravd strana se rovna
nule. Da se dokazati nejjednoduseji pfimou substituci, Ze, jsou-li 5, a s2 ¢astecna
feSeni rovnice redukované, je s= (7,5 + CX2 také feSenim rovnice té. Je-li
znam obecny integral redukované rovnice (zvany komplementarni funkci
rovnice Uplné), v nasem piipadé rovnice druhého Fadu tedy pravé napsany
integral (7,5, + t752, mOZeme obdrZeti obecné FeSeni GpIné rovnice kvadra-
turami Lagrangeovou metodou variace konstant. Spociva v tom:
Povazujeme napsané FeSeni za obecné pro Uplnou rovnici, ale v ném (7, a C2za
funkce nezavisle proménné t, které jest urciti. Utvofivse

8= (1,5, + CX2-f (7%, 4~ CX2
pfipojime podminku
(75, 4- OX2= o. (b)
Podobné postupujeme dale. V nejvyssim fadu, zde hned druhém
s= (7,5, 4" CX24~ (1,5, 4~
pfipojime podminku
<75, 4~ C22 (c)

Dosadime pak 5, 5, s do dané rovnice, majice na paméti, ze s = (7,5,4“02s2
je za konstantnich C integralem redukované rovnice a tedy dava pro pravou
stranu nulu. Zdstava tedy vysledkem dosazeni systém rovnic vzhledem C, a C2
linearnich (b) a (c), z nichz

s2 * It 51 */W
- 5% o) YT 2 BY

Pravé strany jsou Cistymi funkcemi t, a obdrzime tudiz (7, a C2prostou
integraci.

Ponechavajice provedeni této obecné metody ve zvlastnim pfipadé,
jimz se dale budeme zanaseti, Ctenafi, obratime se k jednodu$$imu zpdsobu
feSeni, jehoZ &asto lze uZiti. Redeni redukované rovnice obsahuje dvé libovolné
konstanty; v feSeni rovnice Uplné tedy k nim jiZz konstanta dal$i nepfistoupi.
| lze dokéazati, Ze obecné FeSeni Uplné rovnice sestava ze souctu Uplného FeSeni
rovnice redukované a libovolného partikularniho integralu rovnice tplné. Tvar

tohoto Céaste¢ného integradlu da se nékdy z fysikalniho smyslu rovnic uhad-
nouti a diferenciaci a dosazenim FeSeni do dané diferencialni rovnice verifikovati.

Budeme se zandSeti nejcastéjSim pripadem z fysikalni praxe,
kdy rusivy &len f(t) je periodicky. Pak jej mlZeme (§ 27c) rozvést
ve Fourierovu Fadu f(t) —ft(t) -[-/* (t) -]-... Stadi vsak, nalezneme-li
feSeni pro jediny ¢len j\ (t) obecného tvaru csin (yt-j-«), nebot vy-
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hovuje-li rovnici s jedinym f\ (t) na pravé strané FeSeni sly a po-
dobné pro /i (€) FeSeni takze

i+ 26%i T" =/i (0>
§3-j- 270 -j- C02%}= 12 (1),
jest patrné sectenim
fixp).toiiiasa) (vt )= 10+,

. 9% je fFeSenim pro pravou stranu j\ (t) f2(t). To lze roz-
iti na libovolny pocet ¢lenl. Budeme tedy feSiti rovnici

S -j- 2b§ -f- (U2s— Csin (vt -}- «), &)
kde ovSem C a a jsou dané konstanty.

I mlizeme uvazovati takto: NaSe tlumené kmity resp. aperiodicky
zmirajici pohyb jsou ruSeny periodicky kruhovou frekvenci v. Po dosti
dlouhé dobé bude tedy jisté prevlddat rudivy c¢len periodicky, a jim
vznikne pohyb periodicky téze frekvence v, ale oviem nezndmé ampli-
tudy s'ma fazové diference ip. Partikularni integral bude tedy miti tvar

tj
$i¥

/ — smsin (vt -f- a — ip). (e)

Misto sinusu mohli jsme ovSem stejnépravné psati cosinus, coz

by zménilo pouze fazovou diferenci 'ip. Kdybychom utvofili sFa iF
a dosadili do dané rovnice (d), mohli bychom urciti s'm a ~ jakozto

funkci oj2, C a v, majice na paméti, Ze rovnice musi platiti pro
vsechna t.

Pocitani provadi se nejsndze pomoci ¢asto uZivaného obratu na-
sledujiciho : Nasobme rovnici (d) veli¢inou —1 a pfictéme k ni

obdobnou rovnici
a-j-2ba co2a= Ccos(vt (f)
Zveme-li komplexni proménnou o-\-is = uy dostdvame
u -f- 2bd -)- c2u~ C(cos{vt-j-a) isin{vt-|-dd)= cé " a\ (9)
Re$ime-li ji, bude realna ¢ast komplexniho integréalu pFisluseti rovnici (/),
jeho imaginarni €ast pak na$i dané rovnici (d). Dle svrchu uvedeného
pfedpokladame céastecny integral tvaru

u= Aei(?t+ a\(A
Vytvoime
u= ivVASW +a-Vv, U= —yW (vt+ «-<I)
a dosadme do (g). Plyne
j (_  _L2ibv+ 2= Ce
Abychom uvedli vysledek na vhodnéjsi tvar, poloZme
@Q— V2= K cos'lp, 2bV = K sinlp,

2 A
takZe K =W(&--~)3+ 4AV, ;)

a AKer= Cen Cili
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Hledany c¢astecny integral rovnice (g) mé pak tvar
0 .

- £ \cos(vt-\-a -ty)-\- isin(yt-\-a — ty)}
a jeho imaginarni ¢ast, odpovidajici rovnici (V),
s = ~ sin(rt-\-a — ty), (1)

znati kmit vynuceny. Integraéni konstanty zde oviem neni. Uplné
FeSeni rovnice (d) jest dle toho, co bylo FeCeno,

s= -j- C%%4 — sin (vt a@—ty),
nebo bylo-li a 12 komplexni, existuji-li tedy kmity vlastni
nebo volné, dosazenim
s= sne-Msn(J/ cor— bxt-f (po-f C o ====s i n rfi), (1)

Prvy C¢len, kmity vlastni, klesd s Casem, zpravidla dosti rychle, takze
po nepfili§ dlouhé dobé zbyva pouze ¢len druhy, kmitani vynucené.
Periodickym ruSivym ¢lenem v zakladni rovnici vznikd tedy kmitani
netlumené, amplitudy stadlé C:K a periody téze, jako ruSivy €len sam.
Mé& vSak proti nému fazovou diferenci ty, kterd je podminéna dle (i)
¢lenem od ,tfeniu, jsouc Umérnd b. Nejsou-li oj a v valné rozdilné
a je-li b malé, takze wvlastni kmity nezmiraji pfili§ rychle, vznikaji
superposici kmitl volnych a vynucenych razy dle § 28. Kdyby nebylo
Clenu od tfeni (A= 0), byly by trvalé.

Velikost amplitudy vynucenych kmitl zavisi na rozdilu frekvenci
kmitd vlastnich a vynucenych. Je-li v — oj, je amplituda ta nejvétsi
a rovna c:2bv, tedy tim vétsi, ¢im je ,tfeniw mendi. Tento dllezity
pfipad v— c nazyvadme resonanci.

Kdyby za resonance bylo b— 0, mély by amplitudy vynucenych
kmitld dostoupiti hodnot nekonetnych, a¢ oviem teprve po uplynuti
nekone¢né doby*). Ztracif. nadS partikularni integral smysl a nutno jej
nahraditi jinym sf= ;5C—_t.sinOJt. V pfirodé tento pfipad nenastava,

0j
nebof existuje vzdy byt. i malé, pfece konecné b.

MizZeme-li za stalého v méniti periodu vlastnich kmitd, tedy oj,
je amplituda sim funkci tohoto co. Nan&Sime-li pak pomér o:v za
abscisy v, pomér amplitudy, patfici k co®>P, k amplitudé maximalni
(pro oj-- v), tedy smiti:/w za ordinaty y, obdrzime tak zvanou re-
sonanc¢ni kfivku. Ma rovnici

1— * —. kde s= <D fm)

y(*a_1)2 4*2 v
Jeji tvar je znadzornén pro dva rlzné pfipady obr. 40. Zenneek
oznaCuje nazvem ,ostrost resonancea kfivost v jejim vrcholu, kterdz

o

*) Se stanoviska energetického jest to pochopitelno: Rusivy ¢len kone¢ny
musi kmitajicimu systému dodati nekonecny obnos energie (jet tmérny Ctverci
amplitudy), coZz nutné vyZaduje nekonecné doby.
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djest 4 : £\ Tento pojem je ddlezity vSude tam, kde resonanéni k¥ivkou
uréujeme v ze znamého proménného co.

Absolutni velikost resonanéniho maxima, t. j. amplitudy za resonance
jest tim vétsi, €im mensi je ,,tfeni “b, a je pFiblizné*) obracené tmérna treni.
Také za stdlého rozladéni c02—v2
odpovida menSimu b vétsi amplituda. |

Vynucené kmitani je proti rusi- 00 7T
vému clenu zpozdéno ve fazi o X : |
které vzdy lezi mezi 0 a tt, a to pro . )

co mezi 0 a\fit, pro co< v mezi | :

\jt a7t. Zaresonance 0= Vv je S

to znamenda, ruSivy clen ma maxima e e N4
v okamzicich, kdy rychlost kmitajiciho 09 10 1

bodu je nejmensi. Obr. 40.

Zjev resonance je velmi ddlezity
pro rdzné obory fysiky, nebot jak patrno mohou pomérné malymi
rusivymi cleny (mala C) vzniknouti trvalé kmity veliké amplitudy.

35. Pohyby centralni. Pohyb planetarni.

V § 20 jsme se jiz zminili o pohybech centréalnich, takovych,
kde zrychleni ma kladny nebo zaporny smér privodice vedeného
.z pevného bodu O, takze u= Vidéli jsme, Ze se vyznacuji
rovinnou drahou a stalou ploSnou rychlosti, takze

:rip= C— stale. («

U kazdého takového pohybu je zrychleni celkové dano svou

radialni slozkou, slozka transversalni je rovna nule
(= « - (r—/9¥9 G ip= 0. Qy

Velikost vektorového soucinu |ffv] je dle jeho

definice dana soucinem z velikosti rychlosti =

a kolmice OD= I, spuiténé z bodu O na smér {
vektoru v (obr. 41), t. j. na te€nou k draze AB. ¢
Jest tedy

[[re]l= rf=e a »-y, «@ fy} oy

v)rl

takZze velikost rychlosti je v kazdém okamziku
obracené Umérna kolmici /.

Z vyrazu pro ap mdZeme pomoci stalé plosné rychlosti eliminovati

¢as, zname-li drahu v souradnicich polarnich, r jakozto funkci cp.

Obr. 41.

dr dr dep. dr C dél)
Jest totiz ==@ep-t2 ~ ( d(f\
df _ dF dep , d* 71\ dep C2 d2i V\
dt dep dt AN dep2Vr [ dt r2 dep2l v J

*) PFesnéji poCitano nastavad maximalni amplituda, jak Ize zjistiti. polozime-li
diferencialni kvocient jmenovatele K dle v rovnym nule, je-li v8= w?—2b7]
tedy za frekvence ponékud mensi nez (« Zpravidla vSak byva 2bl« u2

KufFera, Zaklady mechaniky. 5
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Dosazenim do vyrazu pro ao pak plyne
c fi/lh , 1\

Dle tohoto vzorce mazeme u centralniho pohybu vypocisti zrychleni,
zname-li drahu, nebo naopak jej mdzeme povaZzovati za diferencialni
rovnici drahy, jiz nalezneme integraci ze znadmého zrychleni.

Jeden centralni pohyb jiz zname; jest to obecny pohyb harmo-
nicky. Zde se chceme zabyvati druhym neméng dulezitym a pomérné
jednoduchym p¥ipadem*).

Dle Newtonova zakona plsobi od slunce na planetu zrychleni
obracené Uumérné c&tverci prlvodice a k slunci sméfujici, takze

a= — —Ifl g, kde jii— stalé. (e)
Pr&Istavme si slunce pevné v prostoru. Jaka bude obecné draha
planety? Vime jiz predem, Ze bude rovinna; v jeji roviné (obr. 41)
zvolme pevny smér OX, od néjz pocitejme Ghel (p privodice. Pak dle (d)

M$ (t) «*>

Nasobime-li p, tedy

A 4 4 13 13
fep™\-) H r crolepegstm|r*(T“5)™“ (1 ~8}
Rovnici (26d) téhoZz typu jsme integrovali v § 26, a vime, Zze mlzeme
jeji integral psati ve tvaru

L IL . _
== & A cos (cp— cpQ,
&

Cili prepsany v 0)

Ca
1+ A—cosUf <)

To jest rovnice drahy v soufadnicich polarnich.

Pro pohodli ¢tendfovo vsuneme sem nékolik poznamek o rovnici kuZelo-

seCek v polarnich soufadnicich.

Bud dan bod O (ohnisko) jakoZto

pocatek polarnich soufadnic a

- pfimka (fiditelka,directrix) ve vzda-
A lenosti OH = g (obr. 42).

A= - Jest zndmo, Ze body M v ro-

U % ving OHH\ jichz vzdélenosti od

5 bodu O a pfimky HH ' maji staly po-

o lon A mér, vypliuji kuzelosetku, a to za

Iy oM - c_< | elipsu,

Obe. 49 , -—e—stalé, e= 1 parabolu,

MK e P>l hyperbblil*

*i Obsirngji je pojednano o centralnich pohybech v Boltzmannovych:

Vorles. uber Prinzipe der Mechanik.
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Konstanta e jest numerickd excentricita (C¢iselna vystfednost). Jezto

OMs r, MK = g—r cos < plyne dle definice
r —e, Cili r= -— —u h
% g—rcosp 1+ ecos 0
jakozto spole€nd polarni rovnice kuzeloseCek. PFitom jest ge pruvodi¢ pro
@— 90° (resp. 270°), tedy g¢ p = OMv kde OMxJ_OH, a nazyva se polo-
viénim parametrem (semi-latus-rectumi kuZelosecky. Uhel jest v (h) po&itan odo°®
do 360°, pocinaje od vrcholu P (perihelia, pfislani) kuzeloseCky blizsiho k Fidi-
telce (a ohnisku O). Kdyby byl méfen na pf. od pfimky OX! (<I*POX’= b,
<f£ MOX'— <), znél by jmenovatel v (h) 1+ e cos (— ), kdyby byl méfen
od pfimky OA (A je aphelion, odsluni u astronomickych elips), znél by
1—ecosy. Perihelion a aphelion nazyvaji astronomové apsidami, pfimku
PA pfimkou apsid a uUhel 9 méfeny od perihelia, pravou anomalii.
U elipsy specialng je velkd osa 2a= AP rovna souttu pruvodi¢d pro

$= 0° a P= 180° tedy

0 P P P
*a=T+-e + T=-e=T=§"' Cha=T=5§- ®
Vzdalenost c = OOl = OtO' ohniska od stfedu Cili linearni excentricita je
c= «_OP=1-LR. - r® = T° 2= ¢a, (8]

Ze znamé vlastnosti elipsy, z2 OM  MOr= 2a, plynepro bod M' na
malé ose elipsy OM'= M'0'= a a zveme-li OiM’=- b maloupoloosou elipsy,

a2= b2+ c2 ¢Cili b= “ ayl —e2— A
Y VI —e2 @
Proto 2
ipra(l —cd= ~. 0
Plocha elipsy jest jak znadmo
-ab = sfloVi —«2 = «— - — (m)
(1 —ed*

Vidime nyni, Ze drahy (g) centralnich pohybl dle Newtonova
zakona jsou obecné kuzZeloseCky. Pfi tom (p= (p() odpovidd perihelu,
C?:[i=p poloviénimu parametru a AC2:ji= Ap= c Ciselné vystried-
nosti drahy, takZe A ~e:p = l:q. Integracni konstanty A a (p0 na-
jdeme, zndme-li pro libovolné misto drahy (ri9 rpx) rychlost vx co do
sméru i velikosti.

Jedné-li se o uzavfenou, tedy eliptickou drdhu planety (v uZsim
astronomickém smyslu slova), jest jeji obézna doba T dle (a) a (m)

T T T

llis — ™ j*dt, T=—jdS=yfrtazrn 1— o2,
0 o o

nebot opsané plocha je plochou elipsy. PovySenim na druhou a pomoci (i)
plyne z toho

i-7),  aii w

5%
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Je-li konstanta (i u vSech planet tdZ, musi také vyraz na levé strané byb
u vSech tymz a tak nalezli jsme ze zdkona Newtonova tfi zdkony Keplerovv :
1. Planety pohybuji se v elipsach, v jichz ohnisku je slunce (rj).

2. Prlvodi¢ ze slunce k planeté vedeny opisuje v tychz dobyh
tytéz plochy ((a) u vsech centralnich pohybl platné).

3. Ctverce ob&Znich dob dvou planet jsou v témz poméru jako
trojmoci velkych poloos jejich drah (w).

Historicky postup byl ovSem opacény. Kepler, pfFivrzenec helio-
centrického Kopernikova nazoru svétového, objevil, genialni intuici jsa
veden, po dlouhych vypoctech na zakladé vyborného pozorovaciho ma-
teridlu Tychona de Brahe jmenované tfi popisné zdkony, a Newton
vyvodil z nich jednoduchy kinematicky nebo lépe mechanicky jejich pod-
klad. Také tato opatnéd analytickd cesta neni obtizna: Z prvého za-
kony Keplerova plyne

Vv
1 -}- ecos (f

Druhy zédkon pravi:

r2(p = C — stalé,
Cili diferenciaci

2ri(p r2(p= o,
a jezto r neni nulou, délenim

2fep-j- r(p= 0.
Dle (19b) nema tedy zrychleni transversalni slozky, je Cisté radialni.
Jeho velikost uréime z (r/), jezto

1 1 e di 1\ e . 2 (\\ e 11
—= — —cosep, — | 1= sin(p, — —I- —COSCP — e
r-p p dep Vv ) P d(p~\r) P v T
C21
— pT~™rK

Sméfuje tedy k slunci. Ze tfetiho zadkona Keplerova pak plyne jako dfive (ji)
No= 4N — = stalé,

takze, piSeme-li tuto konstantu ve tvaru 4rt2:ni, obdrzime Newtonlv
zédkon tak, jak jsme jej psali v (e).

Jest patrno, Ze Newtonllv zakon je obsaznéjsi nez Keplerovv ;
ukazuje, Ze jsou mozny i jiné kuZeloseckové drahy nebeskych.téles
nez pouze eliptické, i kdyz je povazujeme kinematicky za pouhé body.
Mimo to vymezuje pfesnou platnost Keplerova tfetiho z&kona pod-
minkou, Ze hi v (e) ma byti totéz pro vSechny planety. D& se také
roz§ifiti na prfipad, kdy rozméry nebeskych téles nelze podrfaditi
abstraktnimu pojmu hmotného bodu.

MU0zeme jesté ukazati, jak dovodime drahu planetarniho pohybu ze
zédkona Newtonova bez pomoci vyrazu (d) operacemi vektoranalytickymi.

Dle (e) jest
a-i r = H'r (0)

r*
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a tedy _

[rr}= Q gili [rr]= C p)
kde C jest vektorovaintegracni konstanta a to, jak vime, dvojnasobnd plosna
rychlost. Znasobme (0) a (p) vektorialné:

iL\j&l= - A [F[FEl= — 0 (F(rr) - rr2).

Diferenciaci dle ¢asu plyne z identity

77=r2 rr = rr,
a tedy z (q) 5

—l [rCJ = l r ---»—-r%F

p. r ra »

Obé strany jsou xiplnvmi diferencialnimi kvocienty dle ¢asu

4E«)-s(F')-

takze integraci

Lf?2C]1=1F + ef, 0]
kde jsmeintegracni vektorovou konstantu rozepsali na velikoste a jedni¢kovy
vektor i. Nasobime-li skalarné vektorem 7 obé strany

y F\rCl= r 4*figr. (s)

Levou stranu lze dle (p) pfepsati na
TP 7]= = £[27]= i<
Piseme-li za konstantu na pravé strané p a cos (re) = cos o, piSe se («)
jp= I ercoscp
coz neni nez polarni rovnice kuzelosecek v témze tvaru jako dfive. Jest patrno,
Ze vektor | udava smér delSi osy.

36. Pohyb v pFimce dle Newtonova zakona.

Podobné jako obecny centralni harmonicky pohyb v elipse se muze
ve zvlastnim pfipadé zvrhnouti v harmonicky pohyb v pfimce, mlze se,
také pohyb ,planetarnia v kuZelose€ce zvrhnouti v pohyb v pfimce.
Byla-li totiz v nékterém okamziku plo§na rychlost rovna nule, zlstane,
zachovavajic svou hodnotu, trvale nulou a [Ft;]= 0. Jest to, nehledé
k nezajimavému pfipadu klidu F= o, v- o0 tehdy, ma-li (za libovol-
ného konecného r) rychlost v smér tyZz nebo opacny, jako pFhvodic.
Pak je trvale v~= 0, tedy $= 0, (p= stalé. Zakladni vztah dle (35/>a<?)
nabude tvaru a— 'fp= — takZe po nésobeni jednickovym
vektorem p zbyva integrovati skalarni rovnici

dr (

Nasobme podobné jako na konci § 26 obé strany Fdt- obdrzime
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a integraci
7 — flL-'Ii- 1n2,

kde --w2 je integraéni konstanta. Zvolme velmi jednoduché pocate¢ni
podminky: V €ase t= 0 bud pohyblivy bod v miste r= r0v klidu. Pak

rh ®

Znameni zaporné museli jsme voliti, jezto bod, jsa zrychlovan smérem
k O, nabyvad rychlosti takové, Zze vzdalenost r s rostoucim c¢asem t
klesa. Dalsi integraci

To
provedeme, kladouce na pravo r= r0cos? Pak, nepiSeme-li zatim
meze zmeénéné,

t.] — = rol2cos2# .d&— rQ@ (1 -j- cos2#) d& - r0O(& -j- \ sin 2$)

o
ir
+Vror— r2> 00
r ro

jezto oba ¢leny po dosazeni dolni meze jsou nulami.
Do zrychlujiciho centra O. t.j. r— 0, dostal by se pohyblivy

bod v ¢ase t0= ~ nabyvaje zde rychlosti nekone¢né. Snadna
Aoy 2fi !

Gvaha nas poucuje, Zze by je probéhl a dospél v ¢ase dal$im t0 bodu

ve vzdalenosti — r0, takze by vykonaval kmitavy, oviem neharmonicky.

pohyb periody T =4t{

Jak wuvidime, udili zemékoule (poloméru R) vnéjSim hmotnym
boddm zrychleni — (ji: rd (j, sméfujici do jejiho stfedu O. Na povrchu
zemékoule, tedy pro r= R, jest toto zrychleni ij= — gQ, takze i  dfir.
Kdyby k ni padal hmptny bod z klidu v nekone¢né vzdalenosti (>0— co),
dopadl by na jeji povrch, kdyby ovSem nebylo odporu vzduchu, rych-
losti ve, kterd dle (b) jest dana vztahem vrl= 2gR. Jest tdz, jaké by
nabyl padaje za stalého zrychleni gz vySe rovné poloméru zemskému R.
(Vypocti z rovnic (22 1i))

Obecné pfi padu z nekone¢né vzdalenosti do vzdalenosti r na pf.
k slunci, nabude hmotny bod konetné rychlosti vK dané

K tomu pfipneme nasledujici zajimavou pozndmku: liekli jsme,
Zze integracni konstanty obecného pohybu ,planetarnihoo lze urciti,
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zname-li pro libovolny bod drahy rychlost pohybu co do sméru i ve-
likosti. Lze v3ak dokazati, Ze jeho typ (el., hyp., par.) mlZeme stano-
viti, zname-li pro urc€itou vzdalenost r rychlost v pouze co do velikosti.

Element drahy dsu M (obr. 4 1) mizeme psat (ds)2— (rdep) 2 -j- (dr)2.
Z infinitesimalniho trojuhelnika a A OMD plyne, Ze

. sin <jC OMD= — = r—  &ili
r ds r
a srovnanim obou vyrazl
A — 1
2 A Jiepd w

PiSme pro chvili za ~ —7, takze na$ zakladni vztah (35&Zad)

pro velikost zrychleni a pfejde v
«= — + ) = — M«s- 0)
du 53 - b 1 dr du dep 1 2 _0
dep~ dep\ r r2 dep dep dr r2

Dosazenim (<) do (® dostavame

Z n
a diferenciaci levé strany dle /% a coz jest totéz, uZitim operace P
na pravé strané
2 dl 9 du d2udep du dep
2 dr dep dep2 dr 1 M Z*’
neboli dle (g) a (/) ~ ~= (A | K _

Prvni a tfeti clen této dvojité rovnice davaji nam drahovou
kfivku v soustavé Z r, nebo dovoluji prostou kvadraturou vypocisti
kolmici Z na te¢né pfi libovolném zrychleni a= f(r). Vidime z ni téz
daldi vlastnost libovolnych centralnich pohybd. Ma-li draha vzhledem
k bodu O byti konkadvni, musi, zvétSuje-li se v, také Z se zvétSovati,
to jest dl:dr musi byti kladné a tedy a zaporné. * Zrychleni musi
sméfovati do bodu O. KdyZ se naopak kolmice ZzmenS$uje s rostoucim r,
tedy, je-li zminény diferencialni pomér zaporny, je draha vzhledem
k O konvexni, vypoukla, coZ nastava, sméfuje-li zrychleni od O pry¢.
Tak na pf. u dradhy hyperbolické odpovida zapornému a vétev hyper-
boly blizS§i k ohnisku O; druh& vzdalenéjsi vétev odpovida zrychleni

Vypoétéme nyni Gtverec rychlosti v2 pro privodi¢ r a Uhel ep.
Spojenim (35¢) a (h) je

L)
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Rovnice drahy dava
u - k= AN 4-A {cp— ®a)
takze po vypocteni diferencialniho poméru
No+o2n Acos(CPp-<p, )+ A*L*=tI["+ A"-
Ale jak vime z diskuse integralu (35 v § 35, je

A * --f£i= Ae-~ = — - —
H ( a

kde oviem a je velkd poloosa drahy, takze obecné

>=,fc-zx) ' (i>

je Ctverec rychlosti v libovolném misté r drahy.
Kdyby ,planeta” padala z nekonetné vzdalenosti do O vlivem
zrychleni — u : r2, stihla by misto r rychlosti v , danou ((i). Jest tudiz

» \% Cc* C2
a ap- #H{—H” <H
Vidime tedy: Je-lirychlost ,planety™ v jistétm misté v a rychlost
dopadu z nekonet¢na do tohoto mista v tu odpovida
WR<0%, ~<1 draze eliptické,
Vv*= e=1 ,» parabolické,
v2> ux, e> 1 ,» hyperbolické.

0 pohybu relativnim.

37. Uvodni poznamky.

Dosud vzdy jsme vztahovali polohu hmotného bodu k soustavo
soufadnic pevné v absolutnim prostoru, k absolutné pevnému pocatku O.
ZaCasté vSak jest znac¢né pohodIngjsi vztahovati proménnou polohu
a tedy pohyb bodu k soustavé souradnic -T', ktera neni pevna, nybrz
sama se pohybuje vzhledem k absolutnimu prostoru, to jest vzhledem
k absolutng' pevné soustavé -T. Rikame, Ze soustava 2JF sama jest
nadana absolutnim pohybem. Kazdou zménu, jako na pfF. zménu
polohy, velikosti, rychlosti a pod., vztaZzenou k soustavé S nazyvame
zménou relativni. Jenom ona jest patrna pozorovateli, ktery sam
by byl pevné spojen se soustavou souradnic ji by stanovil, nevéda
tfeba ani, zdali a jak se sam (spolu se soustavou JJ') pohybuje
v prostoru absolutnim. VeSkerd naSe pozorovani, vztazend k soustavé 21*
pevné spojené se zemékouli, jsou tedy tohoto razu. Absolutné pevného
systému 21 nezname*), absolutni prostor jest vytvorem abstrakce

*) O rliznych néazorech na tyto otazky referuje Voss v €lanku: ,,Prin-
cipy racionalni mechaniky" (Encyklopedie mat. véd ném. a franc. vydani,
sv. IV, 1).
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lidského ducha (8 12). Staéiz ndm, Ze s ddstatek vyhovuje viem
praktickym potfebam soustava soufadnic 27 pevné spojenda se svétem
stalic, ba Ze zpravidla Oplné dostavi soustava spojena se zemékouli.

Abychom mohli oceniti vliv relativnosti nasich popisdi a pozoro-
vani, jde o to, sestaviti vzorce, dle nichz bychom nalezli absolutnf,
t. j. k 27 vztazeny pohyb hmotného bodu, znaibe-li jeho pohyb rela-
tivni, k 2Z vztaZzeny, a ovsem téz absolutni pohyb soustavy 27r samé.
Jedno jest patrno ihned: Jedna-li se o Casovou zménu néjakého ska-
laru — mysleme na pf. na proménlivy objem plynovy —, jest zména
relativni taz jako zména absolutni, nema-li pohyb soustavy 27', jehoz
se UCastnime, vlivu na meéfeni éasu, prFisuzujeme-li tedy jedné vteFiné
totéz trvani v pohybovaném systému 27', jako v pevném 27. Tato po-
znamka ijeni zbyte€né samozfejma, nasazujet pravé v tomto bodé své
Gvahy ddlezity ,,princip relativnostiu.

*38. Postupny pohyb vztazné soustavy.

Bud 27 (obr. 43) pevna sou-
stava souradnic s poCatkem O, ; € 7P,
2? pohybliva s pocatkem 6', ktery ! T
vzhledem k 27 je dan, polohovym -
vektorem c. Libovolny bod pro- 7
storu P je charakterisovan polo- /g
hovym vektorem rEEEhc-\-jy -f- lez 2\ L -
vztazenym k 27 a polohovym e -
vektorem —t,] fy -|-Vz ¢
vzhledem k 27'. Zménu f v jed- g

LY Lodr _ ,
nicce casové, t. j. ~ = va, nazy-

Obr 13
vame rychlosti absolutni,

podobnou zménu vektoru totiz —=v, rychlosti relativni.
Zvlastni tvar pismeny d necht, nam pFipomind, Ze jest zménu vy-
tvofit! vzhledem k systému 27'. Jest tudiz

i dr ) _dz _dS o drf e o,
ra= Ht=170t+ 37 (tAITE  *r=Tt="dt *J dt dt - *(9
Patrné jest

f=$%--¢ *)
Kdyby systém 27' stadl nehybné v prostoru absolutnim, vzhledem k 27,

dr ds ds
t. =0, tu

dt -~ dt ~ dt ()
Ma-li vztazna soustava 27" pohyb postupny ¢ili trans-

lacni, t. j. pohybuje-li se tak, Ze nové polohy os zlistavaji neustale
rovnobézné se starymi, tu libovolny bod P zméni svou7polohu v pro-

. . . .o
storu i tehdy, zustal-li vzhledem k 27 v klidu, je-li g 0. Za
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jedni€ku casovou pfFisel by z P do Pf. Jeho rychlost absolutni nazy-
vame v tomto pripade rychlosti z vedeni vv (nebo z und3eni,
entrainement, velocity of transportation. Fuhrungsgeschwindigkeit);
jet pravé unaSen, veden pohybujicim se systémem 2JF, s nimzZ si jej
mlzeme mysliti pevné spojeny.

Zménil-li vedle toho svou polohu v soustavé maje relativni
rychlost vr - — — i lyJest celkova zména
PINV= tly-\-P'I\ Zili (d)

Tato Uvaha a tedy i vysledny vztah plati obecné: Ve zvlastnim
pripadé postupného pohybu soustavy -T' jest patrné PPf CCr, t. .

VW= C, (\,/ih - *- < dé d‘svt— r —}—VI’._r

Diferencujeme-li (e) dle casu, je

dva d?_dvr (P¥F_(PE rPS /a
dt dt dt' dp dt2 1 dP
anebo
na=znv-+ fir, Gh

nebot' patrné jest Va=F = &a zrychleni absolutni, 2= av zrych-

d
leni z vedeni, a-?s"zarzrychleni relativni. Jednoduchy vztah (/)

plati véak pouze pro translaci Hr. VSimnéme si, jak rlznése chova
vzhledem k translaci soustavy Hr bod a vektor. Zustane-li bod P

fixovan v pohyblivé soustavé, zm &ni sejeho prlvodi¢ ¥ v soustavé
pevné a to za jedniCku Casovou na T— F -f- r. Ziistane-li vSak vektor

na pi. CP=8= ¥— ¢ fixovan v soustavé nezméni se vektor §

v soustavé pevné, nebot CPPr CP=3§ je tyZz vektor, jezto rovnobézné
preneseni na jiné misto neznamend Zadnou zménu vektoru. Jezto

] . ds ds
zménavektoru jest zase vektor, jest dle tohoto poznatku— ~ ,
t. j. zména vektoru § vzhledem k pohyblivému systému rovna zméné
vzhledem k pevnému systému a rovnéz zména rychlosti vr

dvr dvr dX
dt dt 'dP

Toho jsme wuzili jiz v rovnici (/) a proto mizeme tento ¢&len zvat
relativnim zrvchlenim.

*39. Obecny pohyb vztazné soustavy.

Ma-li vztazna soustava 2J' pohyb obecny, t. j. vedle postupného
také jesté otacCivy, jsou pomeéry slozitéjSi. Kdyby existovala pouze
translace, t.j. kdyby 2 r preslo z polohy C do (fl (obr. 44), byla by

rychlost z vedeni PP¥= U Ale otogenim z polohy Cfl do C'l19 které
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nastalo za jedni¢ku ¢asovou rychlosti : 5 e
€), danou vzhledem k systému pev- f
nému 27 prejde vektor § z polohy re e
<fP do GPI (délka dP' a C'lI\Fje, 2
ovsem taz), takze celkova rychlost \ Vi

z vedeni, kterou ma bod P se sy- ) P

stémem 27 pevné spojeny, jest A= ot J Ko
. PV A py™pmp) . S s AT
a W] —CjHF—E)] @ -~

Pro P'PrL uzili jsme znamého ) Obr. 44.

vzorce (16e).

Jestlize bod P jeSté k tomu zménil svou relativni polohu vzhledem

ds
k soustavé 27. maje relativni rychlost vi= — = P \P r jest celkem

_ Xl ol Ap e L dg
Va= V,— W Cili Pa__/atl___clil_l_[©” + oit *)
coz lze psati, preneseme-li d v levo, a vzpomeneme ¥ --¢ -
ds ds
dt ~dt J (?)

Smysl jest:
PTP"= P\F r-f PIP\.

Tento velmi dUlezity vzorec pouduje nds o absolutni zméné vektoru 3
vzhledem k pevnym soufadnicim, zname-li jeho zménu vzhledem k sou-
Fadnicim, nadanym libovolnou translaci a zndmou rotaci 6). Od translace
nic nezdavisi, jak jsme vidéli jiz na konci predchazejiciho paragrafu,
od rotace pochdzi druhy ¢len pravé strany. Vzorec (c) je obecny,
nebot x mdze byti libovolny vektor, nemusi to byti pravé pouze
vektor posicni.

Nyni se miZeme ptati, jak se to ma se zrychlenim. Absolutni
rychlost byla dle (38d) va= vr-i- v. Jeji absolutni vzrlst s Casem je
absolutni zrychleni, takze

dva dvr , dvv
“a~ dt
Abychom obdrZeli absolutni zménu rychlosti cr, musime na tento vektor
pouZziti vzorce (c) a psati

(d)

r,r i 43 ds . ds X

SAASEIS PR ¢ 5o = ard o (e
Tt T v PEis T g Ay o ¥

Clen dt = e jest zména rychlosti, jak ji vidime v systému 27

dvr _
=4t =

pohybovaném, a to zména v tomto systému posuzovand, Cili zrychleni
relativni ar.
Posledni ¢&jen v (cl) obdrzime takto: Diferenciaci (a) dle ¢asu plyne

dtyp .o, r T, ds
i =ct M t th
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- L ds . ] L
V poslednim €lenu je — zména absolutni, takze musime dosaditi za ni (c) a

dvv ds
fit O ()

Vsimnéme si prvych tFi ¢lenl pravé strany. Jest to patrné (dle strany
levé) absolutni zména rychlosti z vedeni bodu, ktery by mél v systému 2T

pevnou polohu, byl s nim pevné spojen, takze by— = 0. Neni to tedy

nic jiného nez zrychleni z vedeni av

= Ct [fite]+ [C[C]. - ?
Dle tohoto vzorce mlzeme pocitati skute¢nd (absolutni) zrych-
leni bodu tuhého télesa, které postupuje a zaroven se otaci, neménic
pri tom svého tvaru. Posi¢ni vektor s jest oviem pFi tom vztazen na
bod C télesa. Clen [R)[6)$]] nazyva se u Anglicanl ¢asto zrychlenim
centripetalnim, dostfedivym.
Dosadime-li své vysledky do (d), jest celkem

zar  av~r kde dt = 2[<ovrd *)
jest tak zvané zrychleni Coriolisovo, dle francouzského fysika,
ktery v letech 1835 nauku o relativnim pohybu systematicky spracoval
a na existenci tohoto ¢lenu dlrazné upozornil. Jiz vsak znamenity
Clairault témér sto let pfed tim védomé a spravné tohoto Clenu
uzival. AngliCané jej zovou slozenym zrychlenim centripetal-
nim (compound centripetal acceleration). Explicite zni cely vzorec

(PT (fis [5 (E— 2)]>+fe»[0(F-5)11 + 2 rof;st L S=r—r. (9

Priklad. Jakozto prikladu na pravé odvozené véty mizeme
uziti vyvod § 16 a § 19 o rychlosti a zrychleni v soufadnicich po-
larnich. Obecny pohyb (v roving) bodu M (obr. 20a a 24) milzeme
chapati jakozto absolutni pohyb bodu, jenz by se pohyboval podél
privodiée OM pohybem relativnim, pfi &emz prlvodi¢ sam jakoZto
systém pohybovany 27 se otaCi kolem osy 6)° bodem O kolmo z pa-
piru vedené a to rychlosti (p= 0) v prostoru absolutnim. Bod O (obr. 20)
je soucasné bodem O i C obr. 44, takze ¢ 0. Posicni vektor §= pa

. S . . o . . ds o)
zmény relativni jsou pouze zmény podél prlvodice, takze — = F(j a

(—jéz FQ, V 8§ 16 a 19 zavedeny jednickovy vektor (f Jest patrné

Dle (a) je rychlost z vedeni vv= \(dr] — r<p[GpQ\= r(p(p. Rychlost
relativni podél privodite je vr=z tq a celkova rychlost absolutni dle (/)
va— r<j(p - ry.

To neni neZ vzorec (16 a).

Lo . d2s
Relativni zrychleni vr~ d—t-__|()
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Zrychleni z vedeni (<) jest, jezto (j— (pdj{) a & je stalé,
nv— \ojp] ~\~\o) [wi]] = (pr'\0j°QJ -i- 92r\io0\0)0(j\] = nptp — /$>*E,
nebot dle (S (/)
IW[6)o5]] = W((DOQ) — Q(6)&j°) — — Q,
ponévadz
f* 1jf, tedy (w°)= o0 a (@Dg°)— 1.
Zrychleni Coriolisovo je
_ds
2 0]-a
Celkem dle (//, i)
aa= r(j -J- riptp — r(p~Q-p 2r(p(p,
coZ neni nez dfive nalezeny vzorec (19b), jenZ pravé jiz Clairautovi
byl spravné znam.

40. Revise axiomatickych zakladd kinematiky.

I. V kinematice zkoumé&me pohyby vzhledem k absolutnimu, ho-
mogennimu a isotropickému, klidnému prostoru a absolutnimu ¢asu f,
t. j. pfifazujeme v8em bodim prostoru v okamziku t0 jedno-jedno-
zna€né vSechny body prostoru v jiném okamziku tx (na pf. po uply-
nuti doby velmi kratké) a pravime pak, Ze se body ty z prvé polohy
pohnuly do- polohy druhé béhem doby tx— t0. Nemohli bychom oviem
dojiti Zaddaného duSevniho obrazu o télesech a jejich pohybech, kdyby
veSkera mista nekone¢ného prostoru byla sobé navzajem Uplné podobna,
rovnocenna. Proto vyznamendvadme omezené, byt i nesmirné veliké
mnoZstvi navzajem odlisnych bodl prostorovych od ostatnich, pfipina-
jice jen na né svou pozornost a nazyvajice je hmotnymi body nebo
hmotnymi c¢éasticemi*). Jiz tim jim pfipisujeme jistou vlastnost odlis-
nosti od okoli, kterd je uschopriuje byti nositeli fysikalnich zjevl nej-
jednodudsiho razu, totiz pohybl. Této vlastnosti fikime pravé hmotnost.
Z jedno-jednoznatného pfifadéni jediného ur€itého bodu v prvé poloze (t0)
jedinému urcitému a s prvym totoznému bodu v poloze druhé (v case
a naopak, mlzeme pfi postupu zdo tL vyvoditi pFedpoklad 0 ne-
znicitelnosti hmoty, pfi mySlenkovém postupuzpétném z tl do t0 pak
pfedpoklad neprostupnosti hmoty.

1. Polohové parametry (soufadnice nebo polohovy vektor) hmot-
nych bodl pFedpokladame spojitymi a libovolné &asto spojité diferen-
covatelnymi funkcemi ¢asu. Ve spojeni s prvou vétou umoZiuje se tim
vvtvofiti pojmy rychlosti a zrychleni.

I1l. Zrychleni, a tudiz i rychlosti, jsou vektory a skladaji se,
pfislusi-li témuz bodu, dle pravidla vektorového souctu.

Na téchto axiomech shoduji se Boltzmann i Hamel, jinak
dva zastupci protichddnych néazord o zakladech mechaniky.

*) Hertz uv hmotny bod se skladd z nekone¢ného mnozstvi hmotnych
¢astic. Hmotnym bodem jest mu hmota v nekoneéné malém prostoru. Boltz-
mann (Wied. Ann. 60, 231. 1897) ukazuje, Ze jest to zbyteCnou a nevhodnou
komplikaci.
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41. Kinematika a dynamika.

V kinem atice hmotného bodu, kterd nés dosud zaméstnavala,
popisovali jsme pohyby pomoci jednoduchych pojmd polohy, rychlosti
a zrychleni. Nachazeli jsme se v oblasti Cist¢ geometrie pohybu, v niz
k zdkladnimu pojmu prostoru pristoupil druhy, ¢as. Nemluvili jsme
dosud o ddvodu, pro¢ v pfirodnich zjevech naskytaji se nam nékdy
tyto, jindy jiné typy pohybd — to jest pohyby, které maji velmi blizce
tyz prlbéh, jako jisté nami zidealisované charakteristické typy. Tim
vSak neni ukojena vrozen4 tuzba lidského ducha, kterd se ptad po
pfic¢iné zjevl, hledajic mezi rlznym déjstvem svazek pficinny, kau-
salni .nexus. Pravé touto tuzbou veden vytvofil lidsky duch pojem
sily a dalSi na ném spocivajici, prace a energie, které pfipjal k pod-
kladu, substratu vSeho pfirodniho déni, vné né&s hypostasovanému
trvalému jsoucnu, substanci, hmoté. Jakmile mluvime o silach na
hmoty pdsobicich, a hledame zakonitost tohoto pUsobeni, pfechazime
z kinematiky do fysiky. Omezujeme-li se na pdsobeni, které se pro-
jevuje pohyby, jedndme o vlastni mechanice neboli dynamice. Jest
tedy mechanika, kterd se délivd na nauku o sildch v rovnovaze, statiku,
a o pohybech silami zplsobenych, kinetiku, vpravdé naukou o po-
hybech a silach.

O pojmu sily, jeho potfebnosti ¢i nepotfebnosti a podobnych
otazkach bylo, jest a bude mnoho sporl rlznych filosofickych 3kol.
Nemizeme se jimi zde obirati a nemlZeme také Ciniti pfedmétem
svych vykladd noeticky podklad a zdGvodnéni tohoto pojmu, nemame-li
z oblasti fysiky zabihati do metafysiky. Proto v nasledujicim para-
grafu pouze ozfejmime, co asi vedlo lidského ducha, ze pojem ten
v jeho nyngjsi' podobé vytvofil.

Svlj vlastni nahled mlZeme shrnouti asi v toto: Jak jinak v Zadné
védé neni mozno, stavime budovu kinetiky na idealnich koncepcich, na nichz
spociv4, podobné jako geometrie na svych axiomech. Pracujice vSak k tomu,
aby naSe véda nebyla neuzite¢na, nybrz pomahala nam ovladati pfirodu, musime
stale dbati toho, aby naSe vysledky byly ve shodé se skuteCnosti, s pfirpdnim
déjem, s pokusem, experimentem. V této shodé, podafi-li se nam ji dociliti,
vidime ospravedInéni svych koncepci, pfedpokladu, hvpothes, theorii. Proto
také nevznikla moderni mechanika historicky rdzem, jakozto abstraktni celek,
nybrz hned, jaknfcle jednotlivé zéakladni koncepce byly vytvoreny, byly zkou-
Seny experimentaci na skute¢ném pfirodnim déni a po pfipadé obménovany,
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az se docililo souhlasu s nim. Abstraktni mechanika musi jiti ruku v ruce s prak-
tickou, miti styky s fysikou a inZenyrstvim, jimiZ se ozfejmuje, na nichz se
zkousi a které ji vedou k novym ukoldm, k pokroku. Jinak vznikl by ab-
straktni mechanikou jakysi vé$ak, na néjz by se veSely pfiklady z geometrie
a analyse a nikoli vlastni theoreticky zaklad pro onu velikou pokusnou, po-
zorovaci a méfici védu, kterou zvefcie fysikalni mechanikou.

42. Sila a hmota.

Denni zkuSenost podava nam tisiceré doklady, Ze mlzeme zpd-
sobovati nebo niciti pohyb namdahanim svych svalu, tahem ¢&i tlakem,
jichz korunnim svédkem jsou nam pocity hmatové. Zvykli jsme mlu-
viti o sile, kterou plsobime, a o niz z télesné své zkudenosti vime,
Ze jest vektorem, majic urlitou velikost i smér. Pohyb jest tedy zpl-
sobovan silou.

Ruka, kterou tla¢ime, se deformuje; také, alespofi nékdy, pozo-
rujeme deformaci télesa, které chceme uvésti do pohybu, na p¥. pruzné
spiraly, kauGuku. Usuzujeme tedy, Ze také ono téleso na nas plsobi
silou, kterou pocitujeme jakoZto odpor, a kterou oznalujeme stejné
nazvy tah ¢&i tlak. Ma zfejmé smér opacny neZ sila od naSich svall.
Tyto poznatky zevSeobecfiujeme i na pfipady, kdy takové deformace
pfimo nepozorujeme. Vime totiz, Ze alespofi nékdy mulzeme ji uCiniti
viditelnou, uzZijeme-li sily velmi veliké. Myslime si, Ze deformace
za malé sily byla pfili§ nepatrnou, nez aby byla na prvy pohled
patfnou. Mimovolné jsme vedeni k nazoru, Ze vétsi sile odpovida
vétdi deformace, Ze tedy silu mlzeme vhodnou deformaci méfFiti.

Od pfimého, hmatem bezprostfedné daného pocitu projevu na$i
vlastni sily pfichdzime k nazoru, Ze nejen Clovék, ale i télesa mimo
néj mohou pUsobiti silami za vhodnych okolnosti, jako nas tlagila nami
stlacovana spirdla. Odpoutdvame tedy prFedstavu sily od ¢lovéka a
hypostasujeme ji i do anorganické pfirody.

Sila. jejiz ,acinkemu jest deformace, a sila, jejiz ,aCinkem" jest
pohyb, jsou totozné; taz sila mlze dle okolnosti zplsobit ten & onen
zjev. Nejbéznéjsi do o€i padajici pfiklad toho ndm podavéa sila zemské
tize. Kamen, ktery tla¢i a deformuje ruku, na niZz spociva, pustime-li
jej, pada. Teéleso, které zavésime na nenapiatou pruznou spirdlu, pu-
stime-li je, zpGsobuje svou tizi kmitani spiraly. Kdyz vSak zcela zne-
nahla posunujeme ruku, na niz téleso spocivalo, smérem dold, zmen-
Suje se tlak na ruku, ale ovSem zvétSuje se deformace spiradly, kterd
kone¢né dosdhne jisté kone€né velikosti, kdyz tlak na ruku Uaplné
pfestal. Ruku miZeme pak odstraniti, aniz se co zméni. Ponévadz
neni zZadné na snadé lezici pfi€iny, pro¢ bychom se museli domnivati,
Ze sila tize télesa se zménila, predstavujeme si véc tak, Ze zprvu cCéast
a konecné cely tlak na nasi ruku pfejala sil/C od deformované spiraly
pochodici, kterd téleso tahne vzhdru. Sily mlZeme skladat i.

Sila se tedy mlze projevovati vznikajicim pohybem — u&inkem
dynamickym, nebo deformaci — uG€inkem statickym.

Jiz v dosavadnich zkuSenostech jsme se setkali s dvojim druhem
sil — silami plosnymi, které plsobi, jsouce rozdéleny po jisté
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plose, takZe na kazdy plosny element plsobi jistd malda Cast celkové
sily, a silami objemovymi, jako tize, které plsobi na jednotlivé
objemové elementy télesa. Mulzemef kamen roztlouci na mensi kusy
a vdechny padaji (alespon pokud jsou dostate€né veliké) znatelné
stejnym zplsobem k zemi. Soubor vSech kusl sebe mensich pdsobi
stejnou deformaci téze pruzné spirdly# jako celek. Kdybychom ovsem
rozmélnili kamen na jemny prach, padd ve vzduchu znacné pomaleji
nez vétsi kusy. Lee jest pohodlno, neméniti ni€eho na koncepci sil
objemovych, a vidéti toho prFi¢inu v néjakych novych pilach, jichz
GCinek se*stava patrnym pravé nasledkem onoho rozmélnéni. Co se
vlastné stalo? Rozmélnénim se mnohonasobné zvétSil povrch télesa.
MGzeme-li si tedy mysliti néjaké pohybu prekazejici sily, jichZz velikost
roste s povrchem télesa, jako na pf. tieni vzduchu, mizeme ,vysvétlili“
popsany déj, aniz bychom se vzdavali své zdkladni a svou jednoduchosti
se doporucujici myslenky, Ze existuji sily objemové na kazdou ,stejnou*
jedni¢ku objemovou, byt sebe mensi, stejné plsobici.

Nyni k tomu pohybu. Hodiine-li hladkou téZzkou kouli po
roving pokryté piskem, v brzku se zastavi. Na rovné tvrdé pldé bézi
jiz dale, na hladké ploSe ledové jeSté dale. Patrné musime zastavovani
se koule, tedy zménu jeji rychlosti pfipisovati néemu mimo ni —
plsobeni podkladu na kouli. ,,Plsobeni* jest viak synonymem s ,Gg&in-
kovanim “ jisté pFiciny a tou pFicinou klademe pravé silu, zde silu
odporu. Jest tedy zména rychlosti zplsobena tim, Ze sila od
podkladu U¢inkuje na béZici kouli. Na snadé lezi extrapolace: Kdyby
nekoneéné hladky podklad na kouli vibec neaginkoval, a nebylo od-
porové sily vzduchu, tedy kdyby vibec sily vn&jdi nebylo, neménila
by se rychlost. Pfesnéji tedy mdzeme, ovSsem hypotheticky, Fici: Sila
zplGsobuje zménu rychlosti, to jest zrychleni, resp. zpozdéni. Muze
tedy také zrychleni jednoho a téhoZz télesa byti mérou sily.

Ale ne samo, jakmile se jedna o télesa rlizna. K pojmu sily
musi se pfidruziti dali, ktery rovnéZz vznika spoluptsobenim pocitQ
hmatovych, totiz pojem hmoty. Nejndzornéji k nému pfFichazime ze
statickych zkuSenosti o deformacich. Zavésme na jemnou spiradlu nej-
prve jednu kulicku, feknéme olovénou, a pak druhou z téZze latky, ktera
zplsobuje totéz prodlouZeni. Zavésime-li je obé soucasné, nastane
prodlouzeni blizce dvojnasobné. Zdstane tymz, slejeme-li obé kulicky
dohromady v jednu vétsi. Sila tize — objemova — zUlstala tedy tofiz
na kazdy objemovy element, necht se tvar télesa jakkoli zménil, a
,vaha", to jest silovy projev zemské tize. jest u velké kulicky dvoj-
nasobna. Kdybychom v8ak méli po ruce tfeti stejnou ,malou** kuli¢ku
o ,vaze" polovicni nez ona velkd a nechali velikou i malou spole¢né
padati k zemi, zjistili bychom, Ze padani obou je stejné, tedy zrychleni
totozné. Dvojnasobna sila zpUsobila tedy u veliké kulicky dvojndsobné
vahy totéz zrychleni, jako ti malé sila jednoduchd. Neni tedy sila
méfena prosté zrychlenim, nybrz zrychlenim nésobenym zcela ur€itym
faktorem, ktery nam dava pokus se spirdlou. Tento faktor, Umérny
vaze,' nazyvdme hmotou télesa a pravime, Ze velikd kulicka ma
dvojnasobnou hmotu nez mald. Silu méfFime tedy soucinem
z hmoty a zrychleni.
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Nase jednoduché vyvody nejsou dovoZenim pojmd sily a hmoty, nybrz
pouhou ukézkou, jak asi midZze k zivému nazoru (a to predevSim nazorju
danému vlastni tdlesnou zkudenosti) pfistoupiti tvdréi mohutnost lidského
ducha, aby mohla vytvofiti novy, zkuSenosti pfimo nedany pojem sily. Déje
se tak abstrakci (analysou) a opétnou synthesou, Baconovym ,dissecare
naturam4 rozkladem pfirodnich d&jd na jednodussi prvky, vybranim podstat-
nych a novym jich sloZzenim. Lidsky duch pohyboval se sice vZdy témito dra-
hami, le¢ dospél k rlznym vysledkdm, dle toho, které prvky vybral z velikého
mnozstvi pozorovanych jakoZzto ,podstatné4 Tak na pf. pravé naopak ucil
Aristoteles, nejsystematictéjSi duch starovéku, Ze pohyb ,spontdnné4} sam
sebou, bez vnéjSich pFi€in mizi, takze k udrzovéani stalého pohybu je potrebi
sily. Télesa délila se na t&zka, rychle spéjici dold, a lehka, stoupajici nebo po-
maleji klesajici, tak aby se dostala do ,pfirozeného# poradku, dle néhoz télesa

lohy vys§i. Teprve moderni mechanika uvazuje asi tak, jak jsme nastinili.
Jejim zakladatelem je genialni Galileo Galilei (1564—1642;, ktery ve svych
dodnes ¢teni hodnych ,Discorsi4 (1638) prvy systematicky zkouma tak Casty
zjev volného padu metodou, jeZ jest smési experimentd a logickych i intuitiv-
nich Gvah. Nachazi nejen, Ze vSechna télesa ,podstatné4 stejnym zpdsobem
padaji k zemi, ale naléz4 také zékon, dle néhoZ padaji. Stejné genialni Isaac
Newton (1642—1727) stavi pak budovu mechaniky na pevnych zé&kladech
nékolika axiomu. Tak nazyvadme ostfe formulované navzajem nezavislé a
sporu neobsahujici, z jednodu$sich vét neodvoditelné *) predpoklady, na nichz
Ize dlsledng a bezvadnymi logickymi soudy celou stavbu védy vytygiti.

Kyze formalni stanovisko Kirchhoffovo. dle néhoz v popise pfirod-
nich d&ji ma sila pouze nominalni vyznam, jakoZto pouhy ndzev pro soucin
z hmoty a zrychleni (t. zv. ,hmotové zrychleni#4 Massenbeschleunigung nékte-
rych) se nyni vétSinou opousti.

43. Zékladni véty.

Newton ve svych nesmrtelnych ,,Philosophiae naturalis principia
inathematica4 (1G87, 2. vyd. 1713), kdyZ byl definoval hmotu jakoZto
soucin z objemu a hustoty (lépe specifické hmoty), stavi za zaklad
dynamiky nasledujici tFi ,,axiomata sive leges motus4t:

1. ,,Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel mo-
vendi uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis
cogitur statum suum inutare.4 Cesky: ,Kazdé téleso setrvava ve svém
stavu klidu nebo pFimocarého, rovnomérného pohybu, neni-li nuceno
.vtisknutymi4 silami stav svllj zméniti.4

2. ,,Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae
et fieri secundum linedm rectam, qua vis illa imprimitur.4 Cesky
slovné: ,Zména ,pohybu4 jest Umérna hybné vtisknuté sile a dgéje
se v primce, v niz sila se vtiskuje.4 K porozuméni zastaralych termind
dluzno uvésti, Ze slovem motus =r pohyb definoval d¥ive jiz Newton soucin
z hmoty a jeji rychlosti, ktery nyni oznacujeme slovem hybnost

*)‘Dle Thomson a (Lorda Kelvina) jest axiom véta, jejiz pravdivost
musi byti pfiznana, jakmile jsme jasné pochopili vyrazy jimiz jest vyjadfena.
Kuéera. Zaklady mechaniky. 0
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nebo impuls; sily pohyb zplsobujici nazyvame ,ponderomotorickymi,

nel>0 hybnymi. Volny hladsi prfeklad by znél: Zména hybnostijest
Umérna hybné vnéjsi sile a spada s ni do téhoZz sméru.
3. »Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem:

sive corporuin duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et
in partes contrarias dirigi.t Cesky: ,Kazda akce (plisobeni) ma v zapéti
stejnou reakci (protipdsobeni) opatného sméru: &ili vzajemna plsobeni
dvou téles jsou stejné velikd a opacného sméru.u

K témto vétam druzi se Newtondv ,pfidavek 1a 2% v ném
uci vété o rovnobéZniku sil.

Pfes nehynouci zé&sluhy Newtonovy nelze upfiti, Ze moderni
kritika pravem proti logické vystavbé jeho axioml leccos namita.
Definice hmoty, jak Newton ji podéava, jest nepotfebnd — poskytujef
véta ta vlastné definici hustoty, nebo lépe fe€eno, hmoty specifické,

t. j. hmoty obsazené v jedni€ce objemové. Prvy zékon, vlastné definice
sily nulové, jest zbyteény, jsa obsazen v druhém. Nazyva se nékdy
vétou o setrvacnosti. Druhy zakon sam nepodava definice hmoty,
proto nemiZe stati na prvém misté. Teprve z tfetiho zakona Izevy-
voditi definici poméru hmot a proto patfi pfed zakondruhy. Véta
o rovnobéZniku sil méa byti obsaZzena mezi axiomy.

To jsou asi namitky Machovy, od néhoZ také pochazi mysSlenka,
definovati hmoty ze zdkona akce a reakce. Mach formuluje*) za-
kladni véty na zkuSenosti zaloZzené a axiomatické zakladni definice takto:

a) Véta zkuSenostni: Proti sobé& stojici télesa urcuji za
jistych podminek, které musi experimentalni fysika udati, na sobé
navzajem opacpa zrychleni ve sméru jejich spojnice. (Véta o setrvac-
nosti jest v tom obsazena.)

A Definice: Pomér hmot (Massenverhaltnis) dvou téles jest
zapornym pfevratnym pomérem vzdjemnych zrychleni.

c) Véta zkuSenostni: Poméry hmot (Massenverhaltnisse)
jsou nezavisly od druhu fysikalnich stav( téles (jsou-li elektricka,
magneticka atd.), ktera podmifuji vzajemné zrychleni, a zUOstavaji
také tytéz (totiz poméry hmot), byly-li ziskdny nepfimo nebo pFimo
(prostfedné nebo bezprostfedné).

() Véta zkuSenostni: Zrychleni, ktera nékolik téles A, B, C, ...
uréuje na jediném télese K, jsou na sobé nezavisla. (Z toho plyne
bezprostfedné véta o rovnobézniku sil.)

e) Definice: Pohybujici sila je sou¢in z hmoty (Massenwert)
télesa a zrychleni na ném urceného.

N¢

Ur&ime-li dle definice (b) pomér 12 hmot dvou téles a 7712 podobné
pBu téles ky a sr3a iBu sij a kv plyne dle (c), Ze plati jji.2. 3= s
MUzZeme tudiz poloziti
m, rtu nu
m.-—, (4=-, Hn=-,

kde mx cliarakterisuje téleso Kv w2 podobné Ji2 a jen A 3; mx m2jsou
hmoty téles téch.

*) E. Mach: ,Mechanik in ihrer Entwicklung,w 7. vyd. 1912, str. 241.
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MachQv empiricky, resp. empiriokriticky namét rozvedl ptesnéji Boltz-
mann*), vztahuje jak jinak téZko mozno, vétu (a) pouze na hypothetické
hmotné ¢astice. Stavi tudiZz atomisticky zaklad mechaniky na centralnich
zrychlenich ¢astic. Yskutku se zpravidla at oteviené <¢i skryté postupuje
v mechanice dle tohoto velmi né&zorného a v zakladé velmi jasného obrazu.
I Hamel, jeho odpdrce ma ve své pro zaGate¢nika sice ponékud obtizné, ale
jinak velmi pékné knize ,Elementare Mechanikw 60-strankovy oddil ,0 tuk
zvané mechanice bodovéw Boltzmann nedokresluje pfechod od soustavy
bodové k télesu zvlasté pak nemluvi o koncepci sil plosnych, kterd atomistic-
kému zakladu mechaniky ¢ini nejvétsi obtize.

V béznych i velmi dobrych ucebnicich mechaniky nevénuje se zpravidla
Gvah&m o jejich zakladech mnoho mista. Tak prikladem veSkeré anglické uceb-
nice stavi mechaniku na nezménéné axiomy Newtonovy, ba Thomson a
Tait a z nejnovéjsich i Webster tvrdi, Ze vibec neni mozno nahraditi je né¢im
lepSim. ZacateCnik prendSi se Zivym nazorem o hmoté a sile snaze pfes logické
a metafysické obtize pfesné formulace téchto pojmd, neZ fysiku péstujici filosof
nebo matematik, jenz chce miti naprostou jasnost o zdkladech, na nichZ buduje.

Axiomy Boltzmannovy. Uvedeme na tomto misté axiomatické
pfedpoklady ve formulaci Bcltzmannovo, které zvIasté zacateCnikovi jsou
velmi pfistupny, spocivajice na prihledném atomistickém obraze o hmoté.
Kadi se k prvym tfem axiomdm kinematickym, uvedenym v § 40 a jsou:

IY. Kazdé dvé hmotné Castice plsobi na sebe navzajem, udélujice
sobé navzajem zrychleni. Je-li jejich vzajemna poloha charakterisovana vektorem
od prvé k druhé tazenym F12= ri12pl2 nezavisi toto zrychleni ani na absolutnim
Case ani na sméru jednickového vektoru p12 v prostoru, jsouc jediné funkci
velikosti vzdalenosti r12 Je-li smér zrychleni c¢astice druhé nésledkem pfi-
tomnosti Castice prvé —pl2 t. j. sméfuje-li k prvé, jest smér zrychleni, které
udili druhy bod prvému -f-pl2, sméfuje tedy k bodu druhému; Fikame, Ze se
pfitahuji. Naopak mohou ony sméry byti také u druhé, —p>u prvé
Castice, kdyZ se odpuzuji. Kratce mdzeme Fici: Vzajemna zrychleni jsou vzdy
centrdlni a opatného sméru.

V Pdsobi li prvy bod na druhy zrychlenim «2= +”jx2 F(r12)pl2 druhy na
prvni zrychlenim G12= j+ F(r,2)pi2 (plati bud obé horni nebo obé dolni zna-
ménka), nejsou obé zrychleni obecné stejné velika, ale pomér obou velikosti,
dany prostyma Cislem p12 je pro tuto dvojici bodu ve viech Casech a vzdalenostech
veli¢inou nezménitelné touZz. Podobné u cCastice 1 a 3 pomér zrychleni
Cb,= T Bna)("n)?13 a G13= + ~(r~p,” tedy pI3 Predpokladame pak, a di-
sledky jsou ve shodé se zkusenosti, Ze Castice druha plsobi na tfeti zrychle-
nim Gp==+ [R{U(r3)pe3, ticti na druhou zrychlenim Ug= :+ " (/))?23>kde
nezménitelny pomér p23 lze vypocisti ze zndmych jx2 a jai3 dle predpisu

Hi2 - A23=113- («

Abychom tomuto prfedpokladu dali soumérnéjSi tvar. pFifkneme prvé

Castici libovolnou ale za vsech Casd a na viech mistech nezménitelnou kladnou

veli¢inu ?/,. Podobné pFirknéme c¢aslici druhé veliCGinu m2 a tfeti w3 které
vSak nejsou libovolny, nybrz vazany podminkami

*) L. Boltzmann: Vorlos. uber Prinzipe der Mechanik, 2 dily, Lipsko,
1897 a 1904. - >
6*



takze i ony jsou nezménitelné Casem i mistem. Formalné stejné vytvorené

\"‘—23=.~h vyhovuje pak uvedenému, zkuSenosti potvrzenému vztahu (a). Do-
n

sazenim plyne (necht uZijeme hofenich ¢i spodnich znamének, pfi pfitaho-
vani nebo odpuzovani)
= — wW»Aj,
w,a13= — wi3d3L (b)
W>3= —nh((\2
Jest patrno, Ze stejnym postupem mizeme pfifknouti i ¢tvrté a dalsim
¢asticim veli¢iny W4 a nésledujici, které vesmés jsou fysikaln6 téze dimense.
Nazyvadme je hmotami ¢astic. Z hmot vSech C¢astic jest jedna libovolnd,
veSkeré ostatni vSak jsou touto jedinou a zkuSenostnimi fakty ureny. Ze
zplisobl odvozeni plyne, Ze jsou to veliCiny skalarni
VI. Pro souCiny z hmoty C¢astice a jejiho zrychleni, jako vystupuji v rov-
nicich (b), zavadime nazev sila 11a ¢astici plsobici. Misto abychom Fekli:
,Druha ¢astice zplsobuje u prvé zrychleni 0,.2w pravime: Druha &astice plsobi
na prvou hmoty m, silou Wia|2= / U. kterd& ma v zapéti zrychleni (12 jeZ ob-
drzime, délice silu hmotou Gastice, na niz plsobi. Sila je patrné vektor téhoz,
sméru jakozrychleni; jsou tedy predpokladanésilysilami centralnimi.
Pasobi-li natutéz castici nékolik n  sil, bude dleaxiomu IIl, 8§ 40, vysledné
zrychleni dano vektorovym souc¢tem jednotlivych
« «
A, — £ «lv= — £ Aw (c)
vV 2 ™iv=r2
V dlsledku definice sily mGZeme soudin wijii, hmoty a vysledného zrych-
leni Castice zvati vyslednou silou/,. na ni pUsobici, takze

«

V 2

nam dava pravidlo o skladani sil, ¢i o mnohouthelniku sil.

V8imnéme si je$té rovnic (b) a preloZme prvou do nové zavedeného
nazvoslovi. Na levé strané stoji sila, kterou pisobi druha &astice na prvou
na pravo pak sila, kterou plsobi prva CGastice na druhou. Obé jsou si aZ na
znameni rovny. Opacné znameni znamena opacny smér. Vyjadfuji tedy rovnice
() tfeti axiom Newtonlv.

Rovnice (d) v pfipadé, Ze vysledna sila /, =0. pravi, ze » = 0. €ili je-li
7t polohovy vektor k libovolnému pevnému pocatku O vztazeny,

dt,'-'= °' »i= stalé = «,, r,= ?2«+ [0

Nepusobi-li tedy na €astici zadna ,,vnéjsia (od jinych castic pochazejici}
sila, pohybuje se pfimocafe a rovnomérné, oviem v absolutnim prostoru. Byla-li
jeji rychlost v0 jednou nulou, zdstava ji i nadale, Gastice zlstava v absolutnim
klidu. To neni nez prvy axiom Newtonlv, Casto oznafovany nazvem
véta o setrvacnosti. . -
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« Druhy axiom Newtonlv za stdlé hmoty neni neZ prepsanim rov-
nice (d) na

/, »> &, nj,~ - = m, o=

Zde zatim nemliZeme ni¢eho tvrditi o pFipadé, kdyby wi, bylo promén-
livé s éasem, nebot u hmotného bodu (hmotné C¢astice) jeji definici je pro-
ménlivost hmoty mx vylouCena. Ale ovsem muZe se méniti hmota soustavy
Castic, o niz teprve jest nam jednati. tim. Ze nékteré pfibudou ¢&i ubudou. Jiz
zde lze Fici Ze ani v tom pfipadé nestoji na pravé strané snad mv - mv.
nybrz vzdy mo” mr, které ovSem ma za nezménéného m pouze platnost pro
uvazovany pravé okamzik.

Ha mel o sile. Hamel odmita pojem hmotného bodu jakozto
zaklad pro vystavbu hmoty a vychazi od hmotou vyplnéného objemo-
vého elementu, jichZz soubor vypliuje spojité prostor a tvori télesa
fysikalni. Vyty€uje také Fadu axiomu razu Ccisté matematického, na
nichz lze vybudovati mechaniku jakozto védu Ccisté matematickou,
hové tim sméru mysleni, jenZz se nyni t&Si znaCné oblibé. Prehlednéji
neZ v citované knize uvadi je v pojednani: ,Uber die Grundlagen der
Mechanikw (Math. Annalen 66, 1909, str. 350—397).

Po naSem soudé se jeho Uplné abstraktné matematicky zaklad mecha-
niky nehodi pro knihu urenou zacateénikdm, ktefi daleko snaze operuji
v mysleni prihlednym obrazem hmotnych ¢&astic a jejich vzajemného pdsobeni.
Ostatné spoCivd na ném prevazna vétSina vSech dosavadnich uCebnic mecha-
niky, pocinaje klasickou Poissonovou ktery védomé obraz ten stavi v popiedi
na pocatku minulého stoleti, jako Boltzmann na za€atku stoleti naseho.

Zde budiz jen kratce reprodukovan myslenkovy postup, jimz Hamel
v knize své ukazuje, Ze sila neni prostym Kirchhoffovym ,,hmotovym zrych-
lenim4 (“assenbeschleunigung, jakoZto ¢isté matematicky vyraz hmota X zrych-
leni, via): Pro pohyby jakozto nejjednodussi pfirodni zjevy dostdvame urcité
zakony, a to pro pohyby ur€itych druhu zadkony typické. Tak jsou pohyby
vrzenych téles na zemékouli vesmés typu 7= \gt2+ v -f 70 (viz 2"2a). Pro
tuto tfidu pohybll je charakteristické, Ze g je pro totéZ misto na zemékouli
staly vektor; vQa fo jsou pro rlizné individualni p¥ipady rGizné. Podobné typic-

kym zakonem pro pohyby tél nebeskych jest 359 n= — pro pohyby
spirdly, na niz jest zavéSeno néjaké téleso, zakon (26/) 5= Smsin (st 4- g0 nebo
totozny (26d) $= «= — 5. Tento zdkon mlZeme nejsnaze velmi pfiblizné

potvrditi pokusem s rGznymi spirdlami a rlznymi na né zavéSovanymi télesy.
Dejme tomu Ze pro

spiralu prvni a télesa Kv Kv ... nalezneme on, <2, ...

spirdlu druhou a télesa Kv Kz ... pak o2 B2 ...

Srovnanim nalezenych hodnot snadno potvrdime, Ze wit:u2i =—=u42:
atd.. Gili Ze pomér téch to pro rliznd télesa nezavisi od toho, které spiraly
jsme uzili. MuZe tedy zaviseti pouze od téles Kv R.,...

PoloZme tov = \"v :mji- kde K zavisi jen od spiraly,m jen od télesa.
Jedno z m poloZme libovolné rovno jedni¢ce, €imz ostatni jsou urceny. Ta mjL
nazyvdme hmotou téles, zde télesa K*. Pro¢ vSak volime tak slozitou za-
vislost na m? Nechame-li kmitati libovolnou spiralu za malych rozkmitd nej-
prve se zavéSenym télesem Kv pak s KZa potom s obéma 7ij K., soucasné
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zavéSenyma, nalezneme doby kyvu T\s T-i & které wvyhovuji vztahu
Ty* + T2— Tvil, nebo dosadime-li T"=2k: « (26¢) mt-f wi2= wti, coz jest
velmi vyhodny aditivni zakon pro hmoty. Pro pohybovy zakon pak plyne

dosazenim za «2 tvar mifi= — Xs, kde X pfi celé trid<) pohyb( zavisi pouze
od uzité spirdly. Tohoto pokusu nelze ovSem uziti za definici hmoty, nebot-
bude stizen ruznymi chybami — kmity budou tlumené, m ndm vyjdou jen na

nékolik proceifi spravng, jezto &ast spirdly, vzdy rdznad kmita s sebou a pod.
Lee pokus ukazuje pfece Ze hmota télesu pfifcena je jednim z faktorii setrvac-
nosti. Yyraz — X$ nazyvame silou, kterou spirala na zavé$ené téleso K pdsobi.
Neni to prosté hmotové zrychleni wm, vZdyt neni v ném explicite ani hmota
ani zrychleni obsazeno, ale typicky zakonity vyraz pro hmotové zrychleni u celé
tfidy idealisovanych pohybl, je to zakon hmotového zrychleni a ten
pravo nazyvame silou. Podobné je Newtonskou pfitazlivou silou slunce na pla-
netu hmoty m vyraz —m\io:r2a p. Dle Hamelova nazoru nelze pak fici,
»Sila je pFi¢inou pohybu®, nebot sila neni zjevem nebo datem pfirodnim nybrz,
vytvorem mysleni. Mizeme v3ak zvati soubor pfirodnich zjevl &i dat (geo-
metrické, fysikalni nebo chemické povahy), na jichz zékladé jsme s to tvrditi,
Ze jista sila existuje, pfi¢inou sily, nebo pfi¢inou ur€ité tfidy pohybovych
zjevl. Y nasich pfikladech je pFi¢inou sily po prvé spirala sama a jeji oka-
mzité prodlouzeni (Ci zkraceni) $ po druhé slunce a nebeské téleso ve vzdale-
nosti r od ného. Yolnost, aby pohyb vskutku nastal, nepocitime k pfi¢inam,

je-li sila ostatnimi daty co do sméru i velikosti urcena.

44. Matematicka formulace zakladu.
\ Jednicky hmoty a sily.

Nepoustéjice se do daldich Uvah o plvodu, podstaté a opravné-
nosti pojm0, kterych nadale budemeuzivati, nybrZspoléhajice na
intuitivni nazor, na denni zkuSenosti zalozeny, uvedme si je znova
v matematické formulaci na mysl. Urceni €asu, a pokud neni vyslovné
jinak Feceno, i ur€eni mista vztahujtez se na absolutni €as a ab-
solutni, klidny prostor.

Kazdému hmotnému bodu (,,Castici4) pFipisujeme jistou s Casem
neproménnou konstantu, kterou nazyvame jeho hmotou m.

Sily na ni pdsobici méFime souginem hmoty a zrychleni. Pdsobi-li
na tutéz Castici rdzné sily FIt F2 ..., neméni se Ginek jedné pfi-
tomnosti druhé, takze sila vysledna neboli vyslednice (resul-
tanta) F sil slozkovych (slozek, komponent) Fx P2 jest
dana jejich vektorovym souttem. MlzZeme tedy psat

= _F\ _ (PF civ d( . (@
TOX K ma=-m rciY*m dt  dt vm'v)' 3)
kde predpokldadame hmotu m stalou.

Y této vété jest tedy obsazeno pravidlo o skladani nebo naopak
i rozkladani sil, dle néhoz mizeme nékolik sil nahraditi jedinou, nebo
jedinou nékolika.

To je vse, co potFebujeme znati p¥i budovani dalsich pojmi
dynamiky hmotnéhi™ bodu. BudiZz vyslovné poznamenano, Ze hmotnym
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bodem mizeme mysliti téleso nesmirné malé nebo i rozmérl koneénych,
je-li isolovano, nebo jsou-li v3echny jeho rozméry nesmirné malé proti
jeho vzdalenosti od jinych, na né& pdsobicich ,,hmotnych bod(*“. Zrych-
leni @ musi ovSem byti ve viech Castech jeho kone¢ného objemu totéz.
Prikladem jsou planeta a slunce, abstrahujeme-li od jejich pohyb0
otacivych.

Jsou-li slozky danych sil FhF3 ... v osach pravouhlych sou-
Fadnic, tedy jejich pTUméty na tyto osy X j, X2, . YIf Y2 .., 21922 ..
a slozky vyslednice P podobné X, Y, Z, dava (a) semikartézskym
rozepsanim
iX-\-jY-\-kZ— T(XX-j- X2-j-¢¢) "HI (¥ i+ Y2+ee)*-)"ELON + "2+ o>
Cili X=2XX Y = 2ZYhzZ=2.

K K K
jakozto vyraz véty o rovnobézniku (lépe polygonu) sil, nebo vyraz
vektorového scitani.

Podobné plyne z druhé Casti (a), &ili tak zvané rovnice po-
hybové ve tvaru vektoridlnim

F=m? dle (18cct) X - mx, Y=my, Z— mgz, ()

kterézto pohybové rovnice hmotného bodu v soufadnicich pravodhlych  »

budeme pro kratkost zvati rovnicemi Newtonovymi. Prvy je napsal

v tomto tvaru Maclaurin (Treatise on Fluxions, 1742). Je-li F — 0,

t.j.X= Y=2Z~ 0, je disledkem prva véta Newtonova ¢= 0, F — v{

F— VM -j- FO, nastava primocary, rovnomérny pohyb hmotného bodu.
Ma-li klidny bod za plsobeni sil PI7F2,. .. zGstati v klidu, musi

FAZF\=0, Cili = =

tedy bud veSkeré sily byti rovny nule, nebo polygon sil byti uzavreny.
Vztahy tyto nazyvdme podminkami rovnovahy hmotného
bodu.

Dle dosavadnich zakladnich rovnic neni moZno obycejnou mecha-
nickou hmotu vyjadfiti pomoci délky a Casu. PFipisujeme ji vlastni
fysikalni dimensi, oznacovanou fJ/j. Jedni¢kou hmoty v absolutni
soustavé mér je jeden gram, priblizné to hmota obsazend v 1 em3
vody za teploty 4° C, prFesné tisici ¢ast normalniho kilogramu, kusu
slitiny platiny a iridia, chovaného v mezinarodnim Bureau des poids
et mesures v Pavillonu du Breteuil (PaFiz).

Sila mé fysikalni rozmér \M LT ~2] a jeji absolutni jedni¢kou je dle
zakladni rovnice sila, ktera udéluje hmoté 1 gramu zrychleni 1 cm/sec2;
nazyva se dyna a piSe 1gr cm/se<i. Milion (103G dyn je megadyna.
Technicky méFime nékdy sily vahami urcitych téles v poli zemské
tize. Jezto vaha 1 gramu v tomto poli udéluje hmoté 1 gr zrychleni asi
981 cm./sec2, ponékud rdzné v rlznych mistech zemského povrchu, je
vdha gramu rovna asi 981 dyn, Cili dyna je asi 0 2% Vvétsi sila nez
vaha miligramu. Vaha 1 kg, kterou je dobfe na rozdil od hmoty kilo-
gramu oznacovati kg*, je dle toho asi 981000 dyn= 0,u8l megadyn.
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45. Nékteré sily. Silové pole.

Dle svych definic vime, Ze vSude tam, kde se hmotny bod po-
hybuje jinak nez pFimo¢afe a rovnomérné *), musime predpokladati
existenci néjaké sily. A tak miOzeme, zméFime-li zrychleni u rdznych
pohybl, nalézti vyraz pro plsobici vyslednou silu. Ovsem muzZeme
také naopak, zmé¥ime-li silu jakozto funkci polohy hmotného bodu.
vypoftem stanoviti charakter pohybu. Jsout takovato méFeni moZna
pomoci statického stanoveni sil, jak uvidime, pozdéji. Tento postup
jest vS8ak v praxi daleko FidSi nez prvy.

Dle zé&kladnich vét mizeme nyni preloziti do dynamického zp(Q-
sobu vyjadfovani celou Fadu poznatkd kinematickych. Tak na pr.
rovnice (18 J) nam pravi: PFi obecném kfivotarém pohybu hmotného

o Lo o c . - N . P .
bodu m pusobi sila dand svoji slozkou ve draze m( Sf a na ni
L, v2
kolmou sloZzkou v normale, slozkou centripetalni m — v. Nebo z (25 ct):
TiV2
Plsobi-li na hmotny bod m sila —(, vznika stejnomérny pohyb
30

kruhovy a naopak. Ze vztahu (29j): Pdsobi-li na hmotny bod m
sila — mcl2¥, vznikd pohyb harmonicky, obecné v elipse, ve zvlaStnich

pripadech v kruhu nebo podél p¥imky. Konetné (35e): Silou — [

vznika obecné pohyb hmotného bodu m v kuzeloseCce, po prFipadé
v pFimce.

Posledni dva pFiklady poslouzi ndm vhodné k osvétleni pojmu
silového pole. Provedme nasledujici myslenkovy pokus: Nesmirné
maly hmotny bod (hmoty vi) budiz uveden do rdznych mist P pro-
storu a tam (nejjednoduseji bez jakékoli pocatecni rychlosti t0~ 0)
prenechan sam sobé. Pozorujme, zdali a jak se poCne pohybovati.
Andlysujice matematicky sva pozorovani, omezena na nejblizsi okoli
mista P, vypoCtéme zrychleni a bodu m. Pak mlzeme tvrditi, Ze
v misté P plsobi na na¥ hmotny bod sila F — ma urCité velikosti
a urcitého sméru. Opakujice tento mySlenkovy pokus v mnoha mistech
pokusného prostoru, mlzeme alespoii v jednoduchych pFipadech nalézti
silu F jakozto analytickou funkci mista, charakterisovaného polohovym
vektorem ¥, vztazenym ke vhodné volenému pevnému bodu 0 (F= 0),
Cili jakozto funkci ,,bodovouu. Cely prozkoumany prostor, zvany silo-
vym polem, milZeme mapovati, myslice si v kazdém jeho bodé zna-
zornénou pfFislusnou silu P, nebo je$té lépe F:m = ay silu na jednicku
hmotnou**), €ili t. zv. intensitu silového pole. Ze vzniku tohoto
pojmu je patrno, Ze intensita pole je veli¢ina jednoznacna; nemuzet
sila v témZ bodé miti ani dva sméry ani dvé r(izné velikosti. Velice

*) Za valné vétSiny pohybu pozemskych lze je prakticky vztahovati
k libovolnému bodu, pevné spojenému s nékterym mistem po”chu zemského
(viz Mach).

**) Jedné-li se o ,,hmoty* jiné nez mechanické, tedy na pr. o elektrické
nebo magnetické, jimz prislusi jiny rozmér neZ [M], nebude oviem intensita
pole miti rozmér zrychleni.
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snadno utvofi si kazdy obraz silového pole pro uvedené priklady
u— —ar/* nebo 4— — Oba jsou pfiklady silovych poli radialnich.

V nasem pocinani vézi oviem uZ hodny kus abstrakce od p0-
vodniho pojmu sily; myslime ji jakoby odpoutanu od hmoty, na niz
pUsobi a pfFipjatu na kazdy geometricky bod prostoru, tedy existujici
i tehdy, neni-li v bodé tom hmoty, na niz by pUGsobila. Ale ziva
predstava silového pole je prospésna. Vime totiz, Ze kdybychom do
urc¢itého mista privedli libovolnou hmotu v dostatecné malych
rozmérd, bude na ni pdsobiti sila rovna soucinu z hmoty té mza pfi-
slusné k m intensity pole alt

Na tomto misté nejlépe pochopime smysl omezeni, které jsme
ulozZili v 8 44 objemu hmotného bodu. Ye spojitych silovych polich
bude se intensita pole v nekonecné blizkém okoli mista P i co do
velikosti i co do snvéru nekonecné malo liSiti od intensity v bodé P
samém. ,,Hmotny bodu smi miti nejvySe takovy objem, aby ve viech
jeho castech byla intensita pole prakticky stejnd, to jest, aby se
neliSila od hodnoty stfedni nad mez, danou pfFesnosti fysikalniho méreni*).

V presné homogennim poli, jehoZ intensita jest vSude taz,
a= prostorové staly vektor, mdzeme volné téleso libovolnych
rozmérli povazovati za hmotny bod.

OvSsem mohou se silova pole méniti s ¢asem; naSe dvaliy pak
plati pro urcity okamzik casovy.

46. SilokFivky.

Silové pole mlZeme mapovati jesté jinak. Mysleme si, Ze do
libovolného mista P 1 (obr. 45) pfivedeme hmotny
bod, pro jednoduchost hned o hmoté jednickové.
Podléhaje sile aly potne se z klidu pohybovati
v jejim sméru, takZe béhem nekonecné kratké
doby se octne v misté nekonecné blizkém P 2. Tam \
ma viak intensita pole d2 smér a velikost nekone¢ng 1 />
méalo odlisné od al. Smér nového pohybu — opét ‘ —
z klidu pocinajiciho — z P2 do Pz jest tedy e
u°2. Postupujeme-li podobné déale, obdrZime jakoZto Bl
limitu lomené &ary PIP2Pz.... KkFivku obecné .
prostorovou, kterd se vyznaCuje tou vlastnosti, Ze

*) Zde po prvé a také nadale vSude, kde prechazime od pojmu hmot-
ného bodu nebo nesmirng malé Castice k télesim koneénych dimensi, vystu-
puji v mechanice podobné prfechody jako mezi matematikou pfesnou (pre-
cisni) a prfibliznou (aproximativni), o nichz pékné pojednava F. Klein (An-
wendung der Differenzial- und Integralrechnung auf Geometrie, Lipsko 1902).
MUzeme vilbec Fici. Ze mechanika se zaklady razu spie matematického, vy-
chazejici z pojmu objemového elementu (Hamel), si po¢ina podobné jako mate-
matika precisni, kdezto mechanika, vybudovana na fysikalnim pojmu atomistic-
kého hmotného bodu (Boltzmann) musi se pfi pfechodu k spojitému vyplnéni
prostoru hmotou odvolavati na zaklady matematiky aproximativni. v niz mizi za-
kladni a filosoficky pfesné nepFeklenutelnd' rozdil mezi spojitym a nespojitym.
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te€nda k ni v libovolném bode vedend udava smér intensity pole.
Nazyvame ji sil okFivkou, nebo — snad lépe, jezto na pr. v poli
homogennim je pFfimkou — siloCarou.*) Jest patrno, Ze se dvé
silokFivky nemohou nikde navzajem protinati, jezto smér sily jest
v kazdém bodé pole veli¢inou jednoznaCnou. Svazkem co2 silocar vy-
plnili  bychom cely zkoumany prostor, celé silové pole; davaji nam
zatim pouze jediny ur€ujici Udaj intensity pole jakoZzto vektoru, totiz
jeho. smér.

Mdzeme v3ak vhodnym obratem dociliti toho, Ze nam nase velmi
nazorné silokFivkové mapovani pole poskytne i druhy potfebny udaj,
totiz velikost intensity. AC véc sama ma zasadni ddlezitost pro ty
obory fysiky, v nichZ se silokFivkového obrazu poli zvI&sté Casto uziva,
totiz pro nauku o elektfiné a magnetismu, zmifiujeme se o ni jiz zde,
jezto celou svou podstatou patii do mechaniky.

Mysleme si kolem bodu P, v némz si

chceme silu znazorniti, libovolnou nesmirné

w3 malou ploSku, na pf. kolmou na silokFivce, pfi-

i ‘ slusné bodu P, a v duchu prolozme silokFivky

P ey ...~ vsemi body jejiho obvodu (obr. 46). Vznikne

(S Utvar trubicovity a dle toho silotrubici

p zvany (Far ad ay (v sfondyloid), ktery vzdy

Qkr ma tu vyznacnou vlastnost, Ze jeho plastém

zadné silokFivky ani nevstupuji dovnitf ani

nevystupuji ven. A nyni predepiSme definitoricky: Silové pole nebudeme

mapovati vSemi silokFivkami, nybrz zcela urcitym poc€tem silotrubic

tak volenym, Ze libovolnou malou ploSkou dS, myslenou kolem P

kolmo na sméru sily, prochazi poCet dN silotrubic takovy, Ze podil

dN :dS, to jest pocCet silotrubic (dostatecné malou) jedniCkou ploSnou

prochézejicich, je numericky roven velikosti intensity pole v bodé P.

Mapujeme-li pole takovymito jedni¢kovymi silotrubicemi, z nichz kazda

odpovida jednic¢ce sily, obdrzime obraz, ktery dava vSechny potrebné
Udaje o rozdéleni sily v celém poli.

Misto presnéjsiho vyrazu: pocet jedni¢kovych silotrubic, pro-
chazejicich plochou ds, Fika se Casto kratce pocet silokFivek; myslime
si totiz kazdou jednickovou silotrubici zastoupenu jeji centralni silo-
kFivkou**). OvSem si musime byti védomi, Ze Cislo dN nemusi byti
Cislem celistvym, coZ si u silotrubic mizeme predstaviti, u silokFivek ne.

Nejlépe jest uzivati pro dN vyrazu tok sily (nebo snad i silo-

*) Leckdy ¢teme, Ze silokFivka je draha volného hmotného bodu v silo-
vém poli. V této obecnosti neni véta ta spravna, nesmi totiz hmotny bod nabyti
nikde kone¢né rychlosti, musi jej tedy zdrzovati sily (odpor prostiedi), které
maji vSude.smér zporné intensity pole. PFi dynamické demonstraci silokFivek
magnetickych (pél dlouhé vertikalni jehly pluje po povrchu vodnim v magne-
tickém poli) byva tato podminka dostate¢né spinéna.

**) J. J. Thomson rozliSuje tyto ,.silokFivky* od ,,Faradayovych jednic-
kovych silotrubic*, nebo kratce ,Faradayovych trubic*, z nichz kazda obejima
44 nasich jednickovych silotrubic. Na koncich Faradayovy trubice sedi totiz
jedniCkové naboje elektrické, na zaCatku kladny, na konci zaporny.
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tok) plochou dti, jejz jsme zavedli jiz v 8§ 8 pro skalarni soucin
z plochy &S, povazované za vektor, a vektoru sily, zde &, tedy pro
vyraz adti. N&zorné jest patrno, Ze tok sily dN nezavisi na orientaci
prifezu dS kolem P, Ze jest tyZ u dti jako u dti', sklonéného k dS
0 Uhel a. Snadno se presvédCime, Ze tomu vyhovuje také definice
matematicka, Ze tedy adti— adti'» Jest totiz patrné
dti= dti . a’ dS’= d&. v, dS=dti'cosa="dS'(a°p),
kde a° jest jedniCkovy vektor ve sméru intensity pole, V jedni¢kovy
vektor v normale k dti'. PFislusSny smér obéhu ploSek dti a dti' je
v obr. 46 vyznacen Sipkami. Jest pak
adti'— aa0.<5r.v = adti'(a°v) = adti' cosa= adti= dN o
adti — aa°. dti . a°— adti —dN.
Numericky obdrzime tok sily bud nasobime-li celou intensitu pole a
prdmétem dtircosa plosky dti' na rovinu k intensité kolmou, nebo na-
sobime-li celou plosku dti' normalni slozkou acosa intensity a.
Z pFimého nazoru je patrno, Ze nevznikaji-li uvnitfF silotrubice nové
silokFivky, jest silovy tok dJY podél celé trubice tyz, takze jsou-li gl a g2
dva jeji kolmé prifezy v mistech, kde intensita pole jest aYresp. a2, plati

(iQi — a2y ai ra2— 7a: (&
Intensita pole je kolmému pri¥ezu silotrubice obracené (mérna.
Z hustoty silokFivek (vlastné jednickovych silotrubic) v Uplném obraze
pole mlzeme tedy usuzovati na velikost sily; v mistech, kde probihajf
husté vedle sebe, je intensita pole velika, kde Fidce, mala.
Tokem sily uzavienou plochou (obr. 45) definujeme /m(j, tedy
0

souCet silotokl vsemi plodnymi elementy povrchu, jichz smér obéhu
jest dle § 6 urcen vnéjsSi kladnou normalou. Uzijme této definice na
¢ast silotrubice, znazornénou v obr. 46 a ohrani¢enou na obou koncich
libovolnymi ploskami dSi a dti'. Na levé strang jest

fydtig = a\dti\ = a"dSx(—a’i594) — — aldtil= — dNv

Ze pri libovolném elementu ploSném dti\ na levo musi vyjiti Cislo
zaporné, jest patrno, nebof v sou€inu aldti\ = aidti'l (4°iPi) jest (&°i™i)
kosinus Uhlu, leziciho mezi 90° a 180°. Zaporny pocej; silokFivek — dNI
odpovida silokFivkam, do uzavieného prostoru vstupujicim. Na strané
pravé mame

adti' = adti = adti (g°@°) = adti= dN.

Vychazi zde c¢islo kladné," odpovidajici silokFivkam, z uzavrené
plochy vystupujicim. Plastém silotrubice silokFivky ani nevstupuji ani
~nevystupuji, nebof. u libovolného plosného elementu jest a J_ v, tedy
ajp= 0. Celkova hodnota toku sily jest tedy dN — dNIly a integral
udava, o kolik silokFivek vice z uzaviené plochy vystupuje, nez do ni
vstoupilo. Jezto kazdou uzavienou plochu v silovém poli (obr. 45)
mdlZeme si pfedstaviti vytvofenu z podobnych ¢&asti silotrubic, jest tomu
tak i v pripadé vseobecném. Jest tedy

jads = N, NG
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kde iVjest pocet silokFivek, které v uzaviené ploSe nové vznikly (x¥>0),
nebo které ze vstoupivsich v ni zanikly (N < 0). Ne-

e —— vznikla ani nezanikla-li Zadn4, jest N = 0. Pak Fikame,
R Zze vektor a je v poli solenoidalné rozdélen, Ze
\ = nema v ném ani vznik({ ani zanikl, nebo jednim
g asSS slovem zdrojG. Dlvod nazvu jest tento: Jezto zadna
jedni€kova trubice v poli ani nekon€i ani nezacina,

Obr. 47. musi miti tvar podobny prsténci (00XrjV), znazornény
obr. 47. Pole jimi protkané nazyvame viFfivym.

Kartézsky tvar toku sily (nebo obecné vektoru a) kFivou plochou jest

/S _ I (CSx [~ Cly(isy | ClgdiSg® —

A I\ N\
= /<132 COSVX -j- ciy cos Vij -j- azcosVz) dS = (c*)
=Jj(axdydz -f- aydzdx -j- azdxdy),
nebot’ n n
dSx= dScosVx= dydz, dStl= dScosvy= dzdx, dSz= dxdy, (d)
kde v zna¢i normalu, a sice u uzavrené plochy normalu vnéjsi.
Prekladaji-li se prFes sebe ridzna pole intensit a1? tedy
dle pravidla o vektorovém scitani sil jest intensita pole vysledného
4= ax-j- 43-J- ....yz ¢ehoz plyne
jidg = g(at -f 42-p....) dS = fcixdS -f js2d$ -j-. .. (e)

Toky sil (i jinych vektor(), jsouce skalary, séitaji se aritmeticky.
Rovnice silokFivky plyne z definice, dle niz ma kfivka vSude tyz
smér jako sila. Charakterisujeme-li sméry jedni¢kovymi vektory, jest

ds
X Y . rZ dx , dy , _dz

Fe—dre gCili ~ =
F

Nasobime-li skalarné postupné 7,3, mame
rx dx Y _ dy z dz
~Fr~¢h'  ~F  ~d¥ ~F= ds
a hledana rovnice silokFivky
dx :dy :dz = *Y:Y: Z. )

47. Préace a kineticka energie.
Pasobi-li sila F -na hmotny bod, ktery se posune o d¥~ds.T,
nazyvame skalarni soucin
FdFf = Fdscos(Fds) = dA (a)
praci sily F na trati dfr nebo pfi posunuti velmi malém praci

elementarni. Oznafeni dA nesmi nas uvésti v omyl, Ze se jedna
o Uplny diferencial jakési funkce A. dA jest sice nekonecné mala veliina,
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ale dplnym diferencidlem obecné byti nemusi. Praci tedy obdrzime,
nasobime-li posunuti ds slozkou sily do jeho sméru padajici F cos (Fds\

nebo naopak silu F slozkou posunuti v jejim sméru ds.cos (Fds). Je-li

hmotny bod Uplné volny a v klidu, tu plsobenim sily obdrzi zrychleni

téhoz sméru jako sila <= F :m, a rychlost a tedy

i posunuti maji ve smér zrychleni a tedy i sily

(8 22); prace je dana prostym soucinem sily a po- ,

sunuti. Mél-li vSak bod kone€nou rychlost jiného vy

smeéru nez sila, nespadd posunuti nutné ve smér sily. oS e

TyZ pfipad mlZe nastati, je-li bod nucen pohybo- J

vati se po urCité dradze. Pokud uahel mezi silou a
. . . ° o : A . Obr. 48.

posunutim lezi v mezich 0° a 90°, jest prace, silou F

vykonana, kladna, sila konad praci. Stoji-li sila kolmo na posunuti, je

prace rovna nule. U¢inkuji-li mimo silu F je$té jiné sily, nebo mél-li

hmotny bod pocate¢ni rychlost ro vhodného sméru, muize Uuhel (Fds)
miti hodnoty mezi 90° a 180°, vychazi prace, silou F vykonana, zaporna.
Pak mluvime o praci proti sile F vykonané.
Prace je skalar, nemda tedy sméru. Kartézsky vyraz pro ele-
mentarni praci jest
Fdf = = 1 jF-f kZ) (jdx -f jdy -f kdz) = Xdx -f Ydy+ Zdz. (b)\
Z vektorové definice plyne invariantnost kartézského vyrazu vici

zméné soustavy soufadnicové posunutim a oto€enim, kterd z ného samého
neni na prvy pohled patrna.

Plsobi-li na tyz hmotny bod nékolik sil FI9F 2 je prace
celkovéa dle (3c)
Fdf= (F\ — P2-f- )dF= F\dr + F2F + --—-- (c)

Prace vyslednice F je rovna soutu (aritmetickému, jezto jde a
skalary) praci slozek.
Délime-li (a) ¢asem dt, ve kterém nastalo posunuti dFf, vznikne

F d{: v = Fv cos RPT (d)
kteryzto vyraz, znaCici patrné praci vykonanou v jedni¢ce Casové (do-
state€né malé), nazyvdme pracovni efekt, pracovnost. nebo dle
xangli¢ant vhodné aktivita.

Déje-li se pohyb hmotného bodu podél kfivky néjaké, v jejichz
jednotlivych mistech ma sila rlznou velikost & smér neb obé, tedy
na pf. pfi libovolném pohybu v obecném
poli silovém, jest prace celkova souctem vsech
praci elementarnich, tedy - ,'{ ’

Xyz 2

A= Jpdi= JXdx+ Ydy
0 * *o0o ;
Nazveme-li (obr. 49) tangenciéalni slozku
sily Fs a element drahovy bez ohledu na
jeho smér ds, mGzeme integral pro praci psati
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ve tvaru jiném, jak Casto jej vidame, totiz

s n
A=Jf cos @=
sn Rl

Kdyz v (@) nahradime df — vdtde (14c), F = mi dle (40a),
plyne

dA — mvvdt— mvdv = mi2 = dl) @)

kde
T=\mv2—\m (w2+ v/ -f-vz2. (9)
Stejné . y
A~ fd(xmv3 — \mv2— TO
a /) délenim
z () im dt an a @
dt dt

Poloviéni sou€in z hmoty a c¢tverce rychlosti, oznaeny T\ nazyva se
kinetickd (pohybova) energie hmotného bodu. Star$i nevhodny
nazev je Ziva sila, ktery v3ak dFive znalival soucin mu2 €ehoZ se
dosud pfFidrzuje znama trojdilna francouzska ucebnice Appellova.
V (h) jest ¥O oviem rychlost bodu v misté ¥0, v pak v r. Véty (/)
a (h) pravi: Prace vsech sil na hmotny bod plsobicich, je
rovha zméné jeho kinetické energie (jejimu prFirGstku, je-li
prace positivni, poklesu, jakozto negativnimu pfirGstku, je-li nega-
tivni)*). Nazyva se principem energie v mechanice hmot-
ného bodu. Véta (i) podobné pravi: Aktivita (pracovnost) se rovna
¢asovému vzrlstu kinetické energie.

Jednickou prace v absolutni soustavé mér jest dle definice («)
prace dyny podél drahy 1 em, kterou sjveme erg, 1Ouerg je megaerg
10 megaerg  107erg je Joule. Jest pak

grem _gremr

lers= .em= — j
y sec-' secli ()

Dimense prace a kinetické energie jsou dle (/) totozné
[A] = \ML*T-*]. 0)

V technickych jednotkéach, kde jedni¢kou sily je vaha jednoho kg
oznacend kg*, je jednickou prace kilogrammetr, zvany téZz metrkilo-
gram.

1 kg*m 981000 dyn .100 e m 98'1 .10R erg == 9*81 joule.
Absolutni jednicka pracovnosti je erg za sekundu, technicka kg*m za
sekundu, jichz 75 tvofi ,,kofskou siluu (HP nebo k. s.). Joule za
sekundu jest watt, 1000 watt 1 kilowatt.

*) Slova zména nebo pfirlstek pouzivame pro rozdil: veli¢ina nova
(pfi postupu mistnim nebo ¢asovém) — veli€ina stard. Pokles jest negativni
prirlistek. Pro kladny a zaporny pfirlstek v jedni¢ce Casové &i na jednidce
délkové uzivame kratkych vyrazu vzrlst a spad, po pfipadé s dodatkem
€asovy nebo mistni.
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Jest tedy
1A -9*81 watt, 1HP —75 — 736 watt = 0*736 kilowatt.
sec sec

Misto joule Fikd se nékdy wattsekunda, 3600 joule = 1 watthodina.

48. Né&kolik poznamek.

Nézev prace (travail, work, lavoro) zavedl pro plodny tento pojem
presné jej definuje Coriolis (Mécanique 1829), k obecnému rozsiteni
dopomohl mu pak Poncelet a jeho S3kola. Ackoli prvym namétem
k vytvofeni tohoto pojmu je denni zkuSenost, prece se svou definici
znatné od ni vzdaluje. 0 praci mluvime v obecném Zivoté i tehdy,
drzime-li na pf. ve vztazené ruce tézky predmét, a¢ dle nasi definice
se 7adna prace nekona, jezto je draha nulou. Spise mUlzeme Fici, Ze
oceflujeme v Zivoté praci dle vynaloZzené sily a doby trvani namahy.
Proto by byl jednoznatnéjSim, a¢ pro svou délku nepohodinym, nézev
drahovy integral sily misto prace. O €asovém integralu
sily promluvime co nevidét.

Ozrfejméme si nové zavedené pojmy na trfech prikladech, a to
predevSim na rovnomérném pohybu v pfimce. Jezto je rychlost v0 stala
co do sméru i velikosti, je zrychleni d= 0, a tedy neni ani sily ani préace
potfebi k jeho wudrZovani v idedlnim pFipadé UpIné volného bodu.
Kineticka energie zUstava stala.

P¥i stejnomérném pohybu v kruhu, ktery starym Hekdm (Archi-
medes) se zdal nejvzneengjdim z pohybl ,pFirozenych™, neni zrychleni
tangencialniho (v 825 je «p= 0), a tedy neni tangencialni slozky
sily. Proto i zde je prace sil na hmotny bod puUsobicich rovna nule,
ackoli k udrzeni pohybu musi neustale plsobit sila centripetalni

mar — — midr(Q= ™o
ro
V brzku sezname i jiné podobné sily, vyznacujici se tou vlastnosti, Ze
jsou neustdle na sméru drahy kolmé, sily i vazeb (z vazanosti),
sily reakeéni.

Je-li sila F~ FO stdld co do sméru i velikosti a pohybuje-li
se na pf. hmotny bod v homogennim poli silovém intensity ti— a0 - FO:m
z bodu FO do P po libovolné draze (obr. 50), je

/ r X
1= / FOdf= FOf dF= h\ (F- F0). (a)
ro
Nazveme-li primét drahy POP na smér pole h,
jest prava strana rovna Fji nezavisle na tvaru
drahy PnP, Prace je pro vSechny mozné drahy
taz, tedy také zména kinetické energie, takze
vySel-li hmotny bod z PO rychlosti /0, nabyl v P
nezavisle na tvaru drahy rychlost v, danou vztahem

I mv3*—-1?2nvi2= F Oh. (b) Obr. 50
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Tak jest tomu velrni pfiblizné v poli zemské tize poblize urcitého
mista povrchu zemského. Tu a) g, kde g jest zrychleni zemské tize*
a bylo-li yo= o0, plyne z (b)

v—I / V. g h , ~ @)
kde h je vertikalni vzdalenost bodl Po a 1\

Jest na snadé otazka, pro¢ vlastné zavadime pojem energie, ktery
v mechanice bodu je pfimym disledkem Newtonovych rovnic, takze
nemdze nam dopomoci k FeSeni problémd, které by jimi nebyly Fesi-
telny. A pfece jsou pojmy prace a energie zadkladnimi v mechanice.
Dlvody shrnul pékné Hamel:

1. Formalni sila téchto pojmi vysvitne teprve v mechanice
tuhého télesa.

2. Pojem energie dal se roz3ifiti do ve3kerych oborl pfirodniho
déni (Rob. Mayer, Helmholtz a j.), takZze pro kazdou nami pro-
zkoumanou ¢ast hmotného svéta plati véta zvana principem za-
chovani energie: Zména celkové energie této Casti jest rovna
energii v témz c¢ase z vnéjSka prfijaté nebo ven odevzdané. Energie
isolované ¢asti zlstava stalou.

3. Véta o energii ndm podavd metodu prvé integrace pohy-
bovych rovnic. Rovnici *=/(*) lze vzdy uvést na kvadratury obratem,
jehoz jsme wuzili ku konci § 26. Prvy integrdl neni nic jiného nez
véta o energii pi*o m= 1 a F ~f(s).

49. Potencialni energie a potencidl.

Sily obecné zavisi na poloze a rychlosti hmotného bodu. Méame-Ii
tedy nalézti v daném praktickém pFikladé préaci, t. j. vy€isliti soucet

7 i
A—j P df= = (d)
o 10
integraci, musime znéat silu a rychlost jakozto funkci €asu, t. j. znati

pohyb bodu.

V pfirodnim déni vyskytuji se vSak velmi casto pfipady, kde
k vypoltu prace neni zapotfebi znati prlbéh pohybu, ba ani drahu
hmotného bodu, kde prace zavisi pouze od jeho pocate¢ni a koneéné
polohy. Nejjednodudsi doklad toho vidéli jsme jiz v paragrafu pfed-
chazejicim.

Neni nesnadno obecné vySetfiti, kdy drahovy integral sily
jé na tvaru dradhy nezavisly. VySetfme podminku, kterou musi pfi tom
spliiovati sila. Prace musi patrné byti nezavisla na zpGsobu pfFechodu
z polohy zacate¢ni do kone¢né. Musi tudiz byti funkci pouze téchto
poloh, takZe pro prechod z bodu ¥x do bodu ¥2 miZzeme praci psat

A™M= F d
n
Volme libovolnou tfeti polohu fo a pfejdéme z 7 do FQ pfes fg. Pak

patrné
">(Fu f0) == (], T2 + <H(Fs, ),

-
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Cili 0 (fL; ?,) —0 (¥x, ¥0)— 0 (s, 0),
nebo jednoduseji pséno

4\= UIiFj— Vifs), (b)
kladome-li ex definitione obecné

0 (Fry= C(f) —/'(F,,)= [flr/IF= —jpdf.
r fc

fo jejednou pro vidyuréend poloha nulova af£7(fQvelic¢ina stala.
/I(>+) jest pak jedinéfunkce'polohy, funkce bodova. Pfi tom musi

ro
jpdr - 0, . (rf)
ro
t. j. prace podél uzaviené kfivky byti rovna nule.
Za prechodu z ¥ do nekoneéné blizkého sousedniho bodu ¥ ——<le
mame dle &

4 +rfin A = FdV=U(f)— 6T(F + (e)
coz je ovsem identické s diferenciaci (c) dle horni meze. Elementarni
prace musi dle toho byti Gplnym diferencidlem bodové skalarni funkce i\
Tento diferencial, t. j. zménu funkce r 1>fi postupu o df. lze psati
dle navodu (tl”) ve tvaru

y,/? —dli(f)! —dF.vU. ()
Jezto (f) plati pro vSechnamoZznad dr, musi

P— P ¥F—gradi/' « —

Je-li tedy sila zapornym gradientem néjaké bodové funkce,
mliizeme dle (/> ihned wudati préaci sily. Funkci tu, zde U, zveme
potencialni energii a Ffikame, Ze sila mé& potencidal, jakoz
vlbec zveme libovolny vektor, ktery se da znéazorniti gradientem
skalaru, vektorem potencialnim. Potencialem V chceme
rozuméti potencidlni energii jednicky hmotné, takze U m1\

Kartézskym rozepsanim dle (11 e) dostdvame

) | o .

ALY dr o> ) o: )
dr dr ,, 3c

111 A “ 37" 1 % 37 z - 392 ¢)

z (F) je patrno, pro¢ midZeme ihned psat integral prace, ma-li sila
potencial; v

Xyz Xyz
a= " (Attr+ r</jT+ + ].;;i'//-r *) .
x0i0z0 *0io)
Xyz
- hdWU— —U (xyz)f U(W o) )
x offuzo

Kucera, Zakladv mechaniky.
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stoji pod integranim znamenim Uplny diferencidl. Mohli jsme tudiz
voliti snadny postup opacny, a vySedSe z (j) dovoditi (i). Podobné
mohli jsme Fici, Zze jen tehdy je integral (a) dan obéma mezemi
a roven — -j-If7(F0), je-li FdF aplnym diferencidlem bodové
funkce — U, kteryz dle (11 a a //) jest roven (/). PF¥i takovémto po-
stupu kartézském nevynikly by vSak vlastnosti gradientu, jenz byl
vySetfovan v § 11, v pripadé druhém unikla by naSi pozornosti za-
kladni supposice (cl).

Obycejné dokazuje se ex post touto Gvahou: Je-li potencidl v kazdém
misté jednoznaény a vSude spojity, jest prace podél libovolné uzaviené
drahy rovna nule. Volme dvé rdzné drahy I a Il z bodu 2\ do 1\. JeZto
dle pfedpokladu jest prace na draze nezavisla, jest z P, do P.2 pfes | rovna
praci z P, do P2 pfes Il; po draze uzaviené z P, do 1\ pfes | a zpét pres Il
(nebo naopak) je pak nutné rovna nule. D& se dokazati, ze plati také véta
obracena: Je-li drédhovy integrdl vektoru pfes uzavienou drahu roven nule,
jednad se o vektor potencidlovy a potencial jest jednoznacny.

Jest z (d) patrno, Ze silokfivky F nemohou byt uzavienymi
Carami, nybrz musi mit pocatek a konec, vzniky a zaniky. Pole
potencidlové je nevifFivé a obsahuje zdroje. Kdybychom
totiz podél takové uzaviené silokFivky vytvoFili integral Fd¥, mély
by vektory F a dr bud stdle tyz, nebo stdle opany smér a integral
kone¢nou kladnou nebo zapornou hodnotu, coZz odporuje predpokladu.
Nebo mdzeme usuzovati takto: Spontannim pohybem fymotného bodu
v poli ve sméru F podél uzaviené drahy by dle (47 h) kinetickd energie
pfi kazdém obéhu (dokonaném cyklu) vzrostla o urcity konecny obnos,
aniz by jakadkoli jina zména v poli nastala. Mohli bychom zdarma
obdrzeti libovolny obnos kinetické energie, ktery bychom zase dle (47 h)
mohli proméniti v praci, slovem, méli bychom perpetuum mobile,
kteréZz intuitivné povazujeme za nemozné.

Velikost sily plvne z (//) zndmym zpUsobem jakoZto

N>

tedy Lamédv prvy diferencialni parametr potencialu. Slozka sily
vlibovolném sméru Jjest dle (11d ag) codo velikosti dana

ap_ — a. o
as

Ci jak Fikdme, spaddem potencidlu (ovSsem mistnim).

Mapujeme-li silové pole plochamistaléhopotencialu
(ekvipotencidlnimi) ¢€ili hladinami (v uZSim slova smyslu), jichz
obecna rovnice jest

V ~ const.nebo U= const., (m)

jest dle (/) a vyvodd § 11 sila v kazdém misté kolma na pfislusné
mu hladiné *), silokFivky jsou orthogondalnim i trajektoriemi
du JUu d\T

*) Jest to stejné patrno ze vztahu X :Y:Z —A/r- @ ~
dx dff dz

z Gmérnosti sloZzek sil a smérovych kosinasti normaly k hlading.

. tedy
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hladin, a sméfuji, jezto F — —PU9 od ploch vy$§iho k plocham
nizSiho potencidlu. V hladiné U= const. sila nema slozky Zzadné, pfri
pohybu po hladiné se prace Zadna nekona. Mapovani pole silového
hladinami jest proto vyhodné, Ze potencial je veliCinou skalarni, pro
kazdy bod prostoru staci Gdaj jediny, totiz velikost potencialu a nikoli
dva, velikost a smér, jako u sily.

Z vety (11./) okamZité plyne, Ze. je-li

Pi=—ruu F\— —
je F=F1+ Fi+ ...= F (U 1+ Uat ...).

Maji-li vSechny pdsobici sily potencial, ma také jejich vyslednice po-
tencial, kteryZz se rovna algebraickému soudtu potenciald slozek.

Maji-li veskeré na hmotny bod plsobici sily, které konaji préci,
potencial (sily na drahu kolmé jej miti nemusi), zni véta o energii
dle (c) a (47 h)

A= —U-\-Ug=T—7g, ¢&ili T-\-U= TO-f- UQ, ()

coz lze vyjadriti slovky: Soucet kinetické a potencialni
energie jest velic¢inou stalou. Pro uziti této véty staci, je-li
potencial uréen az na aditivni konstantu, kter4, stojic na obou
stranach, z rovnice vypadne. Pro jednoznacnost potencidlu (a tedy
i pot. energie) z ni plyne, Ze vréati-li se bod nasvé drdze do téhoz
mista, mad co do velikosti tutéz rychlost, jakou mél, probihaje jim
po prvé. Sily potencidlové nazyvaji se pro (0) také konservativ-
nimi. Vétu tu prvy do mechaniky analyticky zavedl Daniel Ber-
noulli (1748), a¢ jiz d¥ive ji nevyslovené uzili Galilei a Huygens.
VSechny sily centrdlni jsou konservativni, jak poznal
jiz Lagrange. Je-litotiz F =f(r) (3 t.j. F— rQ, df = Jidr-f- raf, jest
r Fa § i
A$dF— / firdr+ //('v) r¥'Q ' //('n)dr u{f)— u (fg, (p
ro ro ro ro
nebot' (jd(j jestdle (10<7?) rovno nule. Zvlastniho SetFeni jest potfebi
pouze pro body, v nichz f(r) se stava -nekonecnym.
Sily, které explicite zavisi od rychlosti hmotnéhobodu (odpor
vzduchu, tfeni a p. viz pozdéji),nemohou miti potencidlu. Dejme tomu,
jako tomu Casto byva, Ze takovato sila ma zaporny smér rychlosti — F°,

ktery spadd v jedno s —a~ — v°, kdeédje jednickovy vektor od-
povidajici postupu v dréze (ds).Dejme tomu dale, Ze tato sila
F= —f(v)v° je zdpornym gradientem funkce¢/, tedy rovna —PUr.

Nasobime-li obé strany rovnicevektorem o, méame dle (I) f(v)ds=
=f(v)vdt= dUF Zname-li rychlost v jakoZto funkci Gasu, muZeme
integrovat a obdrzime Ur jakozto funkci Casu. Neni tedy if potencialni
energii, jak jsme ji definovali.

Slusi poznamenati. Ze v nazvoslovi neni Uplné shody. Nékdy se slovem
potencial mini potencialni energie, star§i autofi (Kirchhoff) oznacuji poten-
cidlem — U, uZivajice pro no také nazev silova funkce (force-function), kterého
pro — U uziva také na pf. Webster, Weber, Gans aj.

7*
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*50. Dalsi o silovém poli. Divergence. Vé&ta Gaussova
a Greenova.

Y 8§ 40 jsme mluvili o silokfivkach (vlastné jednotkovych silo-
trubicich), které vznikly (zanikly) v uzaviené plose a udali jsme rovnici
(46A a c), Jak za znamého rozdéleni intensity v poli jejich pocet

mUiZzeme stanoviti plo$nou integraci. TéhoZ do-
cilime zvlastni integraci objemovou takto:

V libovolném misté pole zvolme si ob-
jemovy element dxdydz, v jehoZz stfedu lezi
bod jP. Sméry pravouhlych a pravoto€ivych
soufadnic jsou libovolné. Je-li intensita pole
v bodé P rovna

n= iax-\-jayr hiz.

ma na levé Kkrajni 0ploéce vektor A hodnotu
2 . 3 - .
1=- o n -4 — —
oy a pravé podobné (a4 4‘Oydy), nebot’ vyznam o
jest zména vektoru u pfi postupu o jednicku délkovou ve sméru kladné
osy Y, tedy vpravo, a my jsme postoupili po prvé o \cly vlevo,
po druhé vpravo.

Dle zakladniho svého ustanoveny jest kladnym smér normaly
z uzaviené plochy ven sméfujici, takze je levd krajni ploska dSy co
do sméru i velikosti — ]drdz, prava pak -}-Jdxdz. PFispévek obou
k silovému toku (46 b) jest

du . du v du du
— («—\~dy) juxdz-j- (u-f- \ — dy)jdxdz - dxdydz® - ydxdydz.

Stejnym zplsobem najdeme pfFispévky predni a zadni, a spodni
a svrchni plodky jakoZzto

3" dx dy d dx dy d
grdxdydz a o dxdydz

Jest tedy pocet silokFivek v elementu dxdydz vzniklych

(duT 3<iA

(u+m+Tz)*"09*"
O tolik vice jich z objemového elementu sténami ,vytékd", nez jimi
dovnitf ,vtékad‘y Celkovy pocet silokFivek, vzniklych v konecném ob-
jemu, obsazeném v uzaviené ploSe, nalezneme integraci, takZze srov-
nanim se (46 ¢c)

N=s.jj(axd>ldz+aydzd.v+ u”lrdtj) =f + 7~ + (a)

Tento vztah nazyva se vétou Gauss ovou, ato v soufadnicich
kartézskych. Angli€ané mu Fikaji Greenovo lemma. Pro tok v ose A'
mzZeme psati znamou pomlcku integradni, obdobu integrace per partes

*)
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VSimneme-li si integraéni funkce v poslednim ¢lenu (a), vidime
na prvy pohled, Ze povstavd skalarnim znédsobenim Hamiltonova ope-
ratoru F (11/) vektorem a, &i jak se vyjadfujeme, skalarnim plsobe-
nim F na vektor.

Vysledek nazyvdme divergence vektoru a a oznaCujeme
»div auj takze definici

dlva=Fa=_ + + _ ©

Fysikalni smysl divergence jest patrné ,mnoZstvi silokFivek
(obecné c¢ar vektoru «, nebo &-¢ar), vzniklé v jedni€ce objemové#4
Z pojmu toho plyne jednoduchy vektoranalyticky vyraz Gaussovy véty

Jads = Jdiv & . U, (~
0 0
kde i/a jest skalarni objemovy element. (Neni se snad potfebi obavati
omyli se & jednotkovym vektorem ve sméru § é= sG, nebo nékdy ve
sméru di podél k¥ivky.) Jezto leva strana (d) je nezavisla na zplsobu
rozdéleni v objemové elementy, nezadvisi na ném také strana pravad a
divergence vektoru je invariantou vzhledem k transformaci soufadnic
posunutim a otocenim.
Je-li @ intensita pole, ktera se da vyjadfit potencialem stejné,
jako sila potenciéalni energii®

_ X _ d fu) dv dv dv
a* ~m ~ dF <y dgl &~ dz’
tedy a— — grad V jest
diva= - divgradK= - (| + ~ + ~].--

Ma se zajisté véc tak, jakoby na V plsobil zaporny operator

{d 3, 3v 32,3.3

F~ 1% v Fj+

F 2se nazyvd Laplaceovym operdatotem; psavd se nékdy

nedosti disledng A. F2V nazyvd Lamé druhym diferencidlnim

parametrem. — divu nazyva se nékdy konvergenci, Maxwell zve

je koncentraci. Je-li v néjakém prostoru vSude div a= 0, nemé& o nikde

zdroji, a je vektor solenoidalni, jeho pole vifivé. Semikartézskym

rozepsanim snadno verifikujeme vzorec, v némz U je skalarni bodova
funkce, a libovolny vektor

F(TJa) — nFU-j- UFa jinak psano div {UCi) — agrad U~\~é/div< (7)
Musime totiz miti na paméti, Ze diferenciani operator Hamiltondv
plsobi na oba faktory; jezto zde je plsobeni skalarni, nezalezi na po-
fadu. Prvy ¢len pravé strany mohl podobné jako v (11 g) vzniknouti
operatorem

(AF)= (agrad)= ax~ + a,— -fa, . A

- an+
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Patrné jest
P(4 -|- b)= div (a-f-S) — P&+ Pb— diva+ div I. )
Ptejme se jeSté po uplném diferencidlu, to jestpo celé zméné
vektoru a na trati df — ods. Jest patrno, Ze jest
da = ulax -f-Jday -j- kdaz. )
PiSeme-li za celou zménu veliciny ax podél df dle (11K)
dax= dFPax a podobné pro slozky ostatni, jest
da= dfPnxi-f- dfPay -f- dFfPatX
nebo v prlhledné symbolice )
da~ (d¥P) 4, an
kde operator (dFP) je tyz jako v (11/).
Provedeme-li vskutku symbolicky Ukon, nachézime

+ +>(een)+* (o o0)’

coZ neni nez (;), v némZ aplIné diferencidly jsou rozepsany v explicitni
tvar. 'V (/¢) méanie Uplnou analogii s Uplnym diferencidlem skalaru
v (11 h, z), kde

dU=(dfP)U=dF .PU.
Zde, jak se snadno rozepsanim presvéd¢éime, nesmime vSak zavorek
vynechati, nebot A

da= (dFP"4 4 =dF . Pa.

To jest v jipIném souhlase s pocitdnim vektorovym, nebot P je
vektor a plati o trojndsobném souinu to, co bylo fe€eno v § 8, 1.

V symbolickém operatoru smime zase pfemistit df a P jenom,
pamatujeme-li, na kterou veli¢éinu P ma pUsobit, neboli pidice zde (P-7dF).$
#  Podobné jako P ma i operdtor P& vyznam nezavisly na volbé
soustavy soufadnicové. Je dobfe si jej uvédomiti.

Bud V(X Y, 2) hodnota bodové funkce v bod& P prostoru. Na
povrchu velmi malé koule poloméru r, myslené kolem P, bude v rliznych
bodech miti hodnotu rdznou dle sméru radia z P vedeného. Vsechny
ty body maji soufadnice x -I- £ Y-\-Tj, s-f-f, kde — -j-7]2-j-£=
Dle Taylorovy véty jest

v(*+ i,ytn *+0 = v (*,
+ i 2rrlL : a®
+ + 1 3//a dz2 dydz A-d.vd.r Ad.rdy)\
Vyssi mocniny 7], £ zanedbame. Stfedni hodnota toho stejné
jako rf nebo na povrchu koule je rovna (83 -f~£%)

Stfedni hodnota f, 7], £ nebo vy$Sich lichych mocnin £3 a p. je po
kouli rovna nule, nebot ku kazdému + £i najdeme stejny polet bodd
se stejné numericky velikym — a p. d. Jest tedy stfedni hodnota
funkce V na povrchu koule

. y+ Sv=V+ E£0*' -1+ 2S5 + 21\
1 6 Une \Y 0: J



[50, 511 103
gili P2V:-% OV.
v

Jest tudiz F2V rovno Sestindsobnému stfednimu pfebytku hodnoty V
na kulovém povrchu o poloméru jednickovém (dostate€né malém)
nad hodnotou V ve stfedu koule. Z tého ddvodu néktefi autofi na-
zyvaji F~V ,dispersi Vu. Nezavislost na soufadnicové soustavé jest
jasné patrna.

K vété Gaussové druzi se stejné vysoce ddlezité pro mnoha od-
vétvi fysiky véty Greenovy, které z ni snadno dovodime. PiSme
do (d) za (i soucin kde ¥ je skalarni bodova funkce, kone¢na
a spojitd. Také a je spojity a konecny vektor. Pak dle (cl) a (g) in-
tegrujice stale pfes uzavfenou plochu, mame

fii<P. dS= fdi\(a<P)dO—f(<P . Fa.j- a. KPd0
Za a piSme nyni n~ grad ¥ ~ F ¥ : kde jest ¥ skalarni bodova funkce.
f<P. F¥ .ds - .Fa¥da+ Jf<P . F¥da. m
Zaménme <P a ¥ a odeCtéme novou rovnici od staré. Obdrzime
fi<P. Fv—V. ABE—J <
Jezto dS- dS. V. kde V je jednitkovy vektor ve vnéjsi normale, a dle
(11c) mlZeme pfepsat na
flv -~ —V "AJdSHT a F ~ *)

Ucinime-li v (/) 4 ¥, pak podobné

JV dS= I'> F-Vda~{-([FVfda,

:B1l. Daldi o potencidlu. Rotor. Véta Stokesova.

V § 49 jsme mluvili o pfipadu, Ze se sila d& derivovati z po-

tencidlu, tedy ze
X = —dU, . ., hebo, cgz J‘eto’tcez ax = ——dV .
dv ac

Jednd se o to, nalézti podminky, kdy tomutak jest. Leckdy
z tvaru vyrazlpro slozky silové pfimo tuto moZnost pozndmea uhod-
neme funkci U resp.V. Jindy tomu tak neni. Aby potenciél existoval,
jest dle (49/) zajisté nutno, aby

dz dY n dX dz A dy dX f N
k. N A- 0 o -
dt/ dz ° 82’ dx dx ng. @)
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D& se doivazati, Ze tyto podminky jsou téZz dostaCujici. VSechny
mizeme shrnout v jedinou, zkonstruujeme-li si vektor, jehoZ velikostmi
komponent v pravouhlych osach jsou pravé tyto tfi skalarni veliiny
(a),, nebo veli€¢iny jim ajnérné, na pf. délenim konstantou m vzniklé,,
tedy vektor

Idaz daA (dax 'daA fday dax\
'‘Uf- jla+<Ut - + -1\

Nazyvd serotorem vektoru a apiSe rot a. RozepiSeme-li jej
ve tvar determinantu,ktery sevelice snadno podrzi v paméti, pozname
ihned srovnanim s (6/.), ze je vysledkem vektoridlniho soucinu Hamil-
tonova operatoru s vektorem a, takze definujeme

'§h 2!
rot a: \_JLn\l _Iﬁ’mﬁ!_ (A

Na misto rot & oznacuji jej mnozi po pfikladé Maxwellové curi ru
Je-li ™ skalarni konstanta, je dle (6 r/)

[F, viaJrEErot via— inrota= m]| a], (c)
takze je-li a intensita pole silového, jest podminkou, Ze existuje potencial,
rot a--0, nebo stejné rot F 0. M)

Jezto se potom da vyjadfiti a jakozto — grad V, musi eobecné
rot grad Vee [t, VV\= 0. (e)

Vskutku, dosadime-li za posledni Fadek determinantu (A) znamé
ndm komponenty gradientu, vidime, Zze tento obecné nutny vztah je
splnén. V nauce o otdfeni tuhého télesa pozname ve zvladtnim pripadé
fysikalni smysl operace ,,rotM z néhoz hned bude patrno, Ze je ne-
z4avisla na soustavé soufadnicové.

Jako jsme se nau€ili pomoci véty Gaussovy a Greenovych pre-
vadéti integral vektoru pfes uzavienou plochu
na objemovy a naopak, u¢i nads véta Stokesova
prevadéti integral vektoru podél uzavfené kfivky
na integral ploSny. Hledejme préci, vykonanou

‘ v poli intensity n, ob&hne-li jednicka hmotna

v urCitém sméru kfivku §. Za tim ucelem pro-

= loZme kFivkou tou libovolnou (neuzavienou ovsem)

AT A Brad plochu Sy jejiz konturou jest pravé kfivka dana

y >/ di (obr. 52).
PFfedpisem v § 6 jest urCen smér jeji kladné
Obr. 52, normaly. Rozdélime-li libovolné mySlenymi fezy

plochu S na elementy d§, jest patrno, Ze prace
pfi ob&hu kfivky § bude rovna souctu viech elementéarnich praci £adrF,
které obdrzime obihajice ve srnér,u daném normalou vSechny elementy
<IS. Prace nakazdé vnitfni trati vyjma kfivku * se rudi, jezto kazda
trat. seprobéhnedvakrat, sem i tam. Ovéem musi a byti spojité
a konecné.
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Vycisleme nyni préaci pfi obéhu elementu dg J[dF, iF], omezeného
rovnobéznikem o velmi malych danych, stalych stranach dr a dF; jejich
oznaeni nema znamenati snad diferencidl a variaci, nybrz jen, Ze jsou
velmi malé. Hodnoty intensity ve stfedu stran 1, 2. ;> 4 jsou al7 d2, 03, a4.
Elementérni prace pfi obéhu bude zjevné

2JddP  ntdf -j- d20r — d$dr — d40r= (d2— d4) OP— (63— a”dr.
Ale ao— d4 neni nez zména vektoru d, prejdeme-li ze strany 4 po
trati dr do strany 2. Dle (50 fc) jest tato zména
d2— &4 -- (clfFAd a podobné 03— ax  (dFJ7) a,
takze
Xadr  (clfP) (adF) — (d/47) (adP).

S V mdlzeme nakladati jako s vektorem, pamatujice, Ze pCsobi
pouze na d, ponévadz dr a df jsou stalé. Ostatné snadné rozepsani by
nas o tom presvédcilo.

Pak
—ad? - -(P\AIF) (@OP) — (Faér” (adp),
cili dle (8/)
- :[Pafl]\drdp| | Paldg rota.</g. H
Se¢tenim podobnych vyrazt pro celou plochu plyne pak
fddP = Jrotd . dg - [roty« . fLS. (y)
0

Treti tvar je samozfejmé prepsani skalarniho soucinu, totiz soucin
velikosti plochy a primétu vektoru rot a na jeji normalu. Na§ vzorec jest
véta Stok eso va ve tvaru vektoranalytickém. OkamZzité jej mlzeme
prepsat na kartézsky. Aby se vSak objevil v obvyklé v knihach symbolice,
nasobme obéstrany m, Cili piSme za a silu F o slozkach X, V,Z. Pak
mame r

(Ad,r-j- "idy -j—zdz)

o:

iG 7). (553 as,+ (Gr—32)as,

o oy S
kde oviem jako vzdy lze nahradit dg9=:d g x cos(y\x):.dydz atd.

Z odvozeni (/) a fysikdlniho vyznamu (jf) je patrna nezavislost
rot a na soustavé soufadnic. Z (/) mdzeme také vygisti, jak nalezneme
rotor v jistém misté prostoru. Vedme jim néjaky smér, ku kterému
jakozto k positivni norméale prifadime malou na ném kolmou plosku.
Zjistime préaci pri obéhu a délime ji velikosti plosky. Tak obdrzime
slozku rot d v daném sméru. Volimedi (libovolné) tFi sméry navzajem
kolmé, a nalezneme pro né slozky rot d, je ¢tverec celkové rot d v bodé
zatate¢nim dan souctem c&tverc( tii nalezenych sloZek. Smér vektoru
rot d nalezneme, vyhledavse nejvétsi mozny kladny rotor, nebot primét
vektoru na vlastni smér je ze vSech primétd nejvétsi, roven vlastni
velikosti rotoru.

Prolozime-li touz kFivkou § dvé plochy g4 a g2, které dohromady
tvofi plochu uzavienou, budou pfFislusné jim ploSné integraly (<) stejné,
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nebot odpovidaji téze préaci pfi obéhu Ale ovSem bude normaéla
smeéfovati v tutéz stranu ob&hem danou. PovaZzujeme-li soubor Si -f*~»
za jedinou plochu uzavfenou a obratime jednu z normél tak, aby vsude
norméala sméfovala z uzaviené plochy ven, bude pfislusnd préace pfi
obéhu 5 rovna nule, kfivka naSe se probéhne jednou dokola a zase zpét.
Znaci-li tedy v vSude vnéjsi normalu, bude integral pfes uzavienou plochu

j rotridjS~-0O. )
v
Srovnanim s vétou Gaussovou (50d) to znamenda: Da-li se néjaky
vektor na pf. & vyjadFiti v néjakém prostoru jakozto rotor jiného vektoru
na pf. 4= rot’l, je

fadS —y*rot AdS~ 0, atedy diva= divrotA—0, P[PA] 0. ()
4 o

Vektor a nema v tom prostoru zdroji, u-Gary jsou uzavieng,
a je vektor solenoidalni, pole je zdrojd prosté, vifivé. Da se dokazati,
Ze také plati opak: Je-li tok vektoru a uzavienou plochou roven nule,
da se d znadzorniti jakozto rotor jiného vektoru A. Z kartézského vyjadfeni
plynou pak vzorce (a).

Tak rozliSili jsme oba hlavni druhy fysikalnich vektorovych poli,
z nichZz vznikne pole obecné tiin, Ze se pfes sebe prekladaji.

1. rotp= o0, diva=J=0; a je vektor potencidlovy, pole je nevifivé,
virl prosté, ale se zdroji.

2. rotu4=" diva= 0; a je vektor solenoidalni, pole je vifivé,
zato zdroji prosté.

Pole potencidlové pfichazi v dvahu hlavné v mechanice tuhych
téles a theorii potencialu, kdeZzto v hydrodynamice jednd se velmi €asto
o pole vifivé. Obecné pole elektromagnetické je polem smiSenym.

52. Casovy integral sily. Impuls.

Stava se nékdy, Ze na hmotny bod m plsobi sila velmi velika
po velmi kratounkou dobu ti — i0, tak zvana sila nadrazova. Nechceme
ji zvati okamzitou, jezto dle obvyklé brachylogie jest okamzZitou silou
(rychlosti, zrychlenim) okamZitd hodnota sity(rychlosti, zrychleni) ¢asové
proménlivé. Doba tx je tak kratka, Ze se béhem ni bod ze svého
mista znatelné nepohnul. To, co se jediné da& pozorovéanim zachytiti,
jest, Zze hmotny bod ma po narazu jinou rychlost, nez mél pfed nim.
V takovychto pfipadech zavaddime pojem néarazu G sily, jimz jmenu-
jeme jeji Casovy integral*)

h h . !

G= I'Fdt= J m~~dt= j'd(rmi) - mvl—rmv0=T1—70. . (a)
to to

*) Podobné nazyvame v nauce o elektrickém proudu integralni proudw
ti

Jidt [i = intensita proudu) proudovym néarazem.
*0



157] 107

MUGzeme zde poznamenati, Ze za horni mez lze Casto voliti libo-
volné baif = oc, nebot pocinaje od okamziku txje F = 0, mf,
zlstava dle zakona o setrvacnosti stalé, neni-li ovéem dalsich projevl
jinych sil. V (a) psali jsme a v0 za rychlosti v Casech t+a tO.

Néazvoslovi o téchto déjich je naprosto neustdlené; téméf kazdy
autor uziva jiného. Misto naSeho néarazu nebo sily ndrazové Fikava
se impuls. My ozna¢ime timto slovem a pismenem | takovy néraz,
ktery by uvedl hmotny bod z klidu (tJo=0) do daného stavu pohybo-
vého, takze v souhlasu s (a) jest 7=t?m7, impuls roven soucinu z hmoty
a okamzité rychlosti. Pro tento soucin uziva se Casto ndzvu hybnost
(anglicky dosud momentim v souhlase s Newtonovym motus
movimentum, mouvement); Descartes oznafoval ndzvem ,quantité de
mouvement” pouhou velikost mv impulsu.

Veta («) pravi: NA&raz rovna se zméné hybnosti nebo impulsu.
Jest to ovSem vektor sméru (vx— t;0), jehoZ slozky jsou m (yxI — vx0) atd.
Koneény impuls sklada se z impulsu plvodniho a z narazu dle pravidla
0 séitani vektord.

Matematicky idealisujeme pojem nérazu, nestarajice se o skutec¢nou
dobu trvani déje a kladouce tx— tQv limité rovnym nule. Pak oviem
F musi rGsti do nekonetna, aby jeho soudin s Casem dal hodnotu
konecnou. *

Jedné-li se o silu kone¢nou, musi ji odpovidati v kazdém oka-
mziku naraz AT velmi maly, takze

limmAv= IlimAT, i — limm = P. ,\(/5)

m—- =
At dt At
Tuto vétu, dle niz se sila rovna ¢asovému vzristu impulsu, ag neni
nez Newtonovou definici sily, pro jeji dllezitost v mechanice systémi
nazyvame prvou vétou impulsovou.

Jest patrno, Ze bychom mohli plsobeni konetné sily libovolného
trvani nahraditi sledem nekoneéné malych narazd, nasledujicich po sobé
v nekone¢né blizkych okamzicich (tak se na silu dival Descartes),
jako naopak naraz matematicky ztotozfiujeme s plsobenim nesmirng
veliké stalé sily po velmi kratinky okamzik. Vznikd jim kone¢na zména
rychlosti a vykonéa se koneény obnos préace, ackoli je draha probéhnuta
hmotnym bodem béhem nérazu nekone¢né mald, takZe se ze svého mista
znatelné nepohnul, kdy?Z sila jiz pfestala pdsobiti. Stal-li se naraz vlivem
jiné hmoty, tedy, ponévadZ dle zdkona akce a reakce musela taz sila
opaéného sméru po tyz cas pUsobiti na ono druhé téleso, nastala
1u ného stejna zmeéna impulsu v opacném sméru: OC impuls (hybnost)
jednoho vzrostl, o tolikéZ impuls druhého klesl, soucet vyrazd mv zdstal
staly. To je kofen tvrzeni Descartova a jeho 3koly, Ze se soucet
veli¢cin mv ve svété neméni; v této obecnosti jest ovSem nespravna.

Obnos prace narazem vykonané nalezneme takto: Dle (47 1) je
prace rovna zvySeni kinetické energie

A— 1\ — TO= | mg3—v ) o * i — ®O)o*i+ H«)— iro0o 7+
Tento vztah je nezavisly na zplsobu, jak se sila s ¢asem ménila v ne-

po)-

0
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smirné kratké dobé svého pdsobeni. Patrné je stejné obecné
T ~imv2~~A7v — tt- T2 (d)
Lm

Stary spor Descartovy Skoly a Loibnitze, zdali jest uziti
za miru pdsobnosti sily vyrazu mv nebo mv2 Q- mv2 zval Zivou silou
teprve Coriolis), jest bezpfedmétny, nebot kazdy z obou vyrazi tyka
se jiné stranky sily, prvy pdsobeni v Case, druhy ve draze (prace).

Uvedme jednoduchy, ale dllezity p¥iklad: Bod hmoty m, ktery jest
schopen vykonavati ve sméru Cisté harmonické kmity s—:smsin cot
cyklické frekvence co, obdrzi, jsa v klidu v poloze rovnovéaziné, impuls
/ la. Jaky vykmit nastane? Zména rychlosti narazem jest

e Vo ds . i 1
(dtI/ om cili dle dt sm(U cos COt, o — smG).

ZméFiine-li sma znadme in a oj, je | — mO)sm a prace impulsem
vykonana-\mw2sm2.  Toho upotfebujeme pfi balistickém kyvadle
a obdobné avahy pfi balistickém galvanometru.

Jedna-li se o zmény velmi malé, jako sevyskytuji u sil kone¢nych veli-

kosti, mlZzeme pFepsat (c), dosazujice v, = vO-p ArQ,
azr= \M\VQo+ a0+ Q= Ao mw: \m(AQ2
Pfechodem k limité pak plyne, vynechdme-li index0. jeZto kazdyokamZzik
mdzeme voliti za poCatek narazu
X dT = mv.dv= lav,

Rozepiseme-li Gplny diferencial kinetické energie T jakoZzto funkce rychlosti a
rovnéz stranu pravou

,§T dvx -p -—dvy p:gv dvz = mvxdvx + mvydvy -p mvzdvz, (ey
coz vzhledem k vzajemné nezavislosti dtv, dvy, dvz vede k rovnicim
3T wra= 7%, ol cimvi, 1y, - : )
3V)(_ = y 3\/—y—|mv,]\J y:| 3—VZ— mvz Z.

Tyto vyrazy plynou pfimo Castecnou diferenciaci vyrazu (47n) pro T.
Zde jsme volili 3irsi pfesny vyvod z nasledujiciho dlvodu: Z tvaru
T \mv* plynulo by symbolickou diferenciaci dle vektoru v

ql-mv T @

Cili obdrzeli bychom spravny vysledek, shrnujici 3 rovnice (/) v jedinou, kdy-
bychom pfiikli symbolické operaci diferenciace dle vektoru, provadéné v (<,
dle znamych pravidel poctu diferencialniho, vyznam

d =181 38 plk%z i

'dv
takze
/

i\ 3T _
(AP T= dpe +dvy +dVZ\év W

Operéator (h) jest tedy zevSeobecnénim Hamiltonova operatoru.
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Ze (47#) plyne dosazenim (/i
3T 3T 3T dr
2T= vhirx+ v» + vt w nebo -T=0"- <»
coz jest Eulerova poucka o homogennich funkcich pro T druhého stupné.
Z posledniho vyrazu kinetické energie v <d) plyne obdobné
dT 1
di m
cili
3T 3T 3T
dix= VW 31, A 3T = Vz- (w

53. Moment sily. Druhy rovnovéahy.

Ddlezitou Glohu hraje v mechanice pojem momentu sily. de-
finovany dle 8 7, je-li moment ovy bod 0 poCatkem souradnic, jakozto

M 17F\ v ;/r3

A Y Z (©
Je-li jp= Fx-r -f~ jest dle pravidla (6 /)
[>Fj= [FF+ pP2l+ ..., ¢ili jf~5 1+ ifl+ ... A

moment vyslednice roven (vektorovému) souctu slozek, jak bylo ostatné
jiz v 8 7 FeCeno. PFi tom byl O libovolny bod prostoru. Véta (b) o
momentech sil nese jméno obecné véty Varignonovy, ktera se
obyCejné dokazuje elementarné pouze pro momentovy bod O, lezici v ro-
ving, v niz lezi také vSechny*slozky, tedy o momentech sil v roviné (87).
Jejim zvlastnim pripadem jest \?F\ - 0. lezi-li bod 0 kdekoli v pro-
dlouzeni vyslednice F.

Dle § 7 jest M z&roven momentem sily F vzhledem k ose v 0
kolmé na roviné, prolozené vektory ¥ a F, a jeho slozky

Mx~pZ—zY, My :X— .cZ, Mz rY—yX. (&)

jez jsou prUméty momentu na osy 7j, /, neboli prdméty plochy jej
znazorfujici na roviny yz, zr a .r?, jsou zaroven momenty sily F
vzhledem k osdm soufadnicovym 7, /, k.

Nésobime-li obé strany rovnice (20 b) hmotou m, plyne

— l_ﬁ (ij (r , d . clLT (
M /m7 - TIT[F 171 = 77" (7
oznacime-li F = [¢, T\. moment impulsu nebo kratce impuls moment.
Jest to dle § 52 patrné moment takové narazové sily, ktera by v cCase
nesmirné kratkém dovedla vzbudit dany okamzity pohybovy stav
hmotného bodu. Veéta (r!) nazyvd se druhou vétou impulsovou.
Misto kratkého slova impulsmoment mohli bychom také Fikat
moment hybnosti, podle vzoru anglického ,moment of momentdmu. Ani
zde neni néazvoslovi ustdlené, na pf. Klein a Sommerfeld nazy-

vaji U impulsvektorem, coZ neni vhodné, jezto impuls | jest také vektor.
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Pojem momentu sily vystupuje vSude tam, kde se jednd o pohyb
otacivy, rotacni. Mysleme si hmotny bod m spojen s bodem mo-
mentovym O ,vazbou*4, to jest zafi-
zenim, které nedovoli, aby se vzda-

lenost Om zménila (obr. 53), tedy
#'  na pf. neprodluZitelnou nehmotnou
ty¢i délky r, ktera se mlze kolem
LY. T pevného O v libovolném sméru ota-
= ~ Ceti. Hmotny bod nachazejz se v ho-

pce) mogennim poli intensity G, takze
U v kazdé jeho poloze pClsobi na ngj
. sila MH— F vZdy t4Z. RozloZzme silu

/4 tu na slozku radialni Fp sméru -j-
v i (nebo— p) a slozku transversalniFy
‘ v roviné papiru. Z denni zkuSenosti
o vime, Ze Fp se neuplatni pohybem,
r. 53. o N P
nybrz bude pouze tyC napinati.
Slozka Fp uvede hmotu m do pohybu po kruhu o stfedu O, lezicim
v roving papiru, do pohybu oté&givého, rotaéniho. Rikame Gasto,"Ze na m
pUsobi ota¢ivy moment [FFy\, ktery vak jest roven momentu [fF]r
nebot’ patrnéslozka [f/"p] = 0O, jezto v a Fp maji tyz smér. Hmotny
bod nachazi se v polozerovnovadzné pouze tehdy, octne-li se
v misté A nebo B, kde JA=0. Jest tedy podminkou rovnovahy naSeha

bodu véazaného na pohyb po ploSe kulové

3f= 0 ¢ilidle (c) yZ—zY=zX— rZ=rF—yX=0, (e)

kteréz jsou $iri nez podminky rovnovahy volného bodu (44 cf). Mdze
existovat sila vyslednd F > 0, ale jeji hybny G€inek musi byt rusen
,vazbou**, presnéji Feceno silou od vazby.

Rovnovaha v bodé A a B neni téhoZz druhu: v prvém pfFipads,,
kdyby se bod vychylil z rovnovazné polohy kamkoli, vznika slozka Fyy
ktera znovu bod uvadi do polohy rovnovdzné. Rovnovaha je sta-
bilni, stala.

V druhém pFipadé, vychyli-li se bod hmotny sebe méné z polohy
rovnovazné, vzdaluje se vlivem vzniklé tim slozky od polohy B, ne-

vraci se do ni. Rovnovaha je labilni, vratka.

Jsou pripady, kdy bod vychyleny z polohy rovno-

N\ vazné octne se v nové poloze rovnovazné; pak mlu-

vime o rovnovaze indiferentni, volné. PFi-

AM kladem je bod vazany na plochu, k niZz ve vSech

Py A mistech stoji sila kolmo, na pF. nade zaFizeni v poli
el o radidlnim o stfedu O.

s - vt Casto zavadi se pojem ramene sily F

! vzhledem k bodu O, jimZ jest kolmice p z O na

Obr. 54. smér sily spusténa (obr. 54), nebo (obytejné) pouze

jeji velikost p. P¥eneseme-li silu kamkoli v jejim

sméru, zlstavd moment jeji vzhledem k libovolnému bodu O nezménén.

Neménit se ani smér momentu, kolmice na roviné prolozené ¥ a F, ani

velikost, nebot dvojnasobnad plocha trojdhelnika OmA je rovna dvoj-
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nasobné ploSe trojuhelnika OvijA® Zavedenim ramene sily dostava tato

velikost jednoduchy vyraz p.F misto slozitéjsiho rF sin(’r . Oviem
vektoranalytickv jest stejné jednoduSe [pF] — \FF\, nebot je-li trat

mr= | je — i — + a fi/l—o.

54. Prace a kineticka energie pri pohybu rotacnim.

Sila F necht plsobi na hmotny bod, ktery nasledkem vazby nebo
vazeb mizZe vykonavat! pouze pohyb rotagni, kolem osy sméru of
(obr. 55, srv. téZ § 16), prochaze-
jici pocatkem O, tak jako by s ni
byl spojen tuhou tyci délky ri?trvale
kolmou na ose 6)° (tedy W ®°) a
kolem ni otacivou. i > .

Mozné posunuti hmotného bodu A4 -
jest + dF, kde dr — vy dt — [6)] dt T o D fe
dle (16%). “ P
Elementarni préce sily F jest J &
dle (47a) a (8a) [
dA = Fdf= F\Cof|dt= [FfF]a)dt= /

= Aleodt. (a) /
Vzpomenouce vyznamu skalar- ( Y/
niho souginu a toho, Ze X
0)= O)uo= (f(D0? Obr. 55.

mlzZeme psati téz
dA — Aloj cos (0jM) dt — ojdt == dep, ()

kde AU jest velikost slozky momentu (pocitaného vzhledem Kk libovol-
nému bodu O osy) v otadCeci ose, Cili dle § 7 kratce moment sily
vzhledem k otaceci ose. Abychom obdrzeli praci, musime jej néasobiti
zvétSenim dhlu (p, ktery udava polohu hmotného bodu m na obvodé
kruhu o poloméru rx a stfedu Ox, jenZz jest jeho drahou.

Uplné analogie mezi druhym a patym ¢lenem v («) bychom se
dodélali, kdybychom psali

ojdt= 0)dt. g)°== ejpdta)0— depo)0 -- dep, (cj

Cili znazornili elementarni otoceni dep jakozto vektor velikosti dep na-
neseny ve sméru rotaéni osy*). Pak

elA— FdF  Afdép, (ct)

za silu nastupuje pfFi pohybu rotanim moment jeji vzhledem k libo-

volnému bodu rotani osy, za posunuti elr element vektorialniho Ghlo-

vého otoCeni. Soucin (skalarni) obou nazyvame praci otacivého

momentu, a to dle toho, je-li JA kladné €i zaporné, praci momentem
nebo proti nému vykonanou.

*) Nesmime si ovSem plésti nové oznaceni dv s jednickovym vektorem v
y 816!
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Jest dobre, pFedstaviti si vSe nazorné v prostoru (obr. 55). Danou
silu P mlzeme rozloZiti na t¥i slozky: Fy ve sméru drahového ele-

mentu df, Fp ve sméru ¥ a Fn na obou kolmou. F” a Fn jsouce
kolmé na posunuti, nekonaji prace. Celkova prace pochazi od slozky F»
a je rovna

PytF «-Ff\O<It=J-yidp nebof »p= rly.

Moment sily F  Fy -|- Fij-\-Fn vzhledem k rota¢ni ose 0° rovna
se souttu momentu slozek. Dle § 7 jsou to priméty dvojnasobnych
trojuhelniku momenty znézornujicich na rovinu kruhové drahy. Troj-
Ghelnik odpovidajici Fij se redukuje na pFimku, neméa plochy vibec;
trojdhelnik pro Fn (/SOniF,") stoji kolmo na rovinné draze, ma nulovy
prémét, redukujici se na pFimku sméru O”i. Trojahelnik odpovidajici Fy
za to lezi cely v roviné drahy. Jest patrno, Ze kazda sila v roviné
osou rotacni prolozené (na pf. v roviné F~nF,*, m& vzhledem k ose
nulovy moment, protinajic ji ve svém prodlouzeni, tedy nezplsobuje
praci, dA 0 a oviem také ne rotacni pohyb kolem osy.

Kinetickd energie pFi rotanim pohybu jest

Tmwj= (r,0)s—j (wr,3y* = (nirf)0i.

Nastane tedy opétné Uplna obdoba mezi obecnym vyrazem a timto

zvlastnim pro pohyb otacivy vzorci
T \mv\ T--\K toy, (/)

nahradime-li stalou hmotu m nyni skalarnim vyrazem K@= mt\2, zavislym
na vzajemné poloze hmotného bodu a osy rotalni, nebof. rx jest pravé
jeho vzdalenost od ni. Za rychlost v jest psati rychlost Uhlovou oj.
Ze vzorce (d) a obecného vztahu pro a€innost (47 i) plynou za
stalého A(l), neboli nezménéné osy rotaini, vztahy obecné platné

dv dr doj
mv———F— Fv a K.(ﬁj
dt dt

dt dt Moi. @)

V nich ovSem nesmime kratiti vektory v a o po obou stranéch,
nybrz musime prejit k smyslu skalarnich sou¢ind a psati, zavedse
zrychleni a t

mvn cos(av) Fv cos(Fv). K iuoj6j VOS(ojéj) Mq‘cos(.]foj).

Skalary v a o kratiti smime; acos(av) jestslozka zrychleni.
spadaj/igl' do sméru drahy, kterou jsme v 8§ 18 psali Sj podobné je
Fvos(Fv) slozka sily v draze Fs. Dgje-li se otaceni kolem pevné osy.

mad o a g tyzsmér (t. j. smér osy) cos(ojco)-L AJcos(Maj) je
priimét Mio velikosti otafivého momentu na osu otageci. Dosazenim tedy
- Fs, KJj KG(f= MU (h)
Nésobime-li druhou z téchto rovnic jednickovym vektorem 0°,
majice stale na paméti, Ze se jedna o otageni kolem pevné osy, mlzeme
psati vztah
KJ>  k\/f .l (i)

©)
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formalné podobny pohybové rovnici
mv= mv= F, )

jez zdanlivé plyne z prvého vztahu (g) kracenim v.

Nesmime zapominati, Ze v odvozeni je podstatny rozdil. KdeZto
pri diferenciaci (/) je hmota m vzdy stéla, je K mstalé jen pokud zlstava
ot&Ceci osa ¢asové nezménéna. Kdezto tedy shoda skaldrnich rovnic (A)
je podstatna, jest shoda vektorialnich nahodna. Druhy vztah (A) nazyva se
¢asto pohybovou rovnici hmotného bodu pFi pohybu otac¢ivém.

Mohli  jsme ji snadno odvoditi pFimo: Zrychleni pFi pohybu
rotacnim je dle (19A a (16«) «p= tp=rlg), tedy slozka sily ve
sméru drahy FA = mrl(p. Elementarni prace pfi posunuti rxd(f jest tedy
<dA= Fyrld(p= mr* (pfcp. Ze srovnani s (A) obdrzime (li). ObSirnéjsi
odvozeni nepFimé ma Ctendfe prikladem varovati pred ukvapenymi
Gsudky z rovnic vektorovych, zvlasté pred kracenim rovnice vektorem.

V rovnicich (d), (/) a (A) jasné se zra¢i formalni obdoba
mezi pohybem obecnym a rotacénim.

55. Princip virtualnich posunuti.

Bod volny. Z Newtonovy rovnice vyvodili jsme v § 44 (d)
dlsledek, Ze volny bod hmotny mdZe za vlivu sil pouze tehdy setrvati
v trvalém klidu, byti vrovnovaze, je-li vyslednice vSech sil rovna nule.
Obsahové totéz mizeme formalné vyjadFiti ponékud jinak. P¥edstavme
si, Zze jsme udélili bodu velmi malé posunuti 6F, které musi vyhovovati
té jediné podmince, Ze musi byti moZzné, jsouc jinak ze vSech moZnych
vybrano zcela libovolné. Takovéto posunuti, které je v myslenkach
provedeno bezCasové, jakoZto mozna variace mista, nazyvame po-
sunutim virtudlnim (Gauss téZz fakultativnim). U zcela volného
hmotného bodu jsou oviem moznymi veskera myslitelnd posunuti vibec.

Skalarni soucin z vysledné sily F a virtudlniho posunuti, tedy
Fdf— (L4 znamena virtualni praci, odpovidajici posunuti d-.
Je-li virtualni prace pro libovolné posunuti rovna nule, nelze jinak, le¢
Zze F — 0, nebot' df nejsou obecné rovny nule. Jest tedy mozno vyjadFiti
podminku rovnovahy vétou

For ETo  ¢&ili XOx-f Yoy + z0z= 0, (a)
kterou nazyvame principem virtualnich posunuti, nebo jesté
lépe principem virtualnich praci.

Z kartézského tvaru je patrno, Ze se rozpada podminka rovnovahy
natrfi X = Y = Z ~ 0, jezto dr, dy, 8: jsou navzajem nezavislé a Uplné
libovolné. Zvlasté jednoduchého tvaru nabyva princip virtualnich praci,
maji-li sily potencial, takze F~~—PU=~ —grad U. Pak

— Fdr=d¥f.ru=ocm ] Fdz"o. 0)
Ox 0/j Oz

Leva strana je Gplnou variaci potencialni energie, takze miZzeme
psat na misté toho
d£7~-0. (c)

Kucera, Zaklady mechaniky. g
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Rovnovaha mize nastati pouze tehdy, ma-li potencialni energie
extrémni hodnotu — maximum nebo minimum.

Pro pouZziti na jednotlivy bod nemé& princip n&$ valného vyznamu,
kterého nabyva teprve v mechanice systém(. Za to jest zde véc velmi

Pohyb véazany. Jiz v § 53 dotkli jsme se pFipadu, Ze hmotny
bod se nem(ze pohybovati zcela volng, Ze pohyb jeho jest vazan néjakou
podminkou, Ze existuje vaz ba. Vazby mohou byti rizné. V § 53 jednalo
se 0 bod, ktery se miZe pohybovati pouze podél povrchu koule, nemoha
z ného vybotiti ani -ven, ani dovnitf. To je pfipad oboustranné
vazby, ktera je :matematicky dana rovnici ur¢ité plochy, zde na pr.,
je-li stfed koule zacatkem, R polomérem,

[r|= R nebo F2= R2 & M y2-j-z29— R2= 0.

Takovéto vazby nebo podminky nazyvame holonomni (Hertz)
a neobsahuji-li explicite €as, zaroven skleronomni (Boltzmann).
Obsahuje-li podminka explicite ¢as, znamena to, Ze hmotny bod je
vazan na néjakou pohybujici se plochu; takové podminky nazyva
Boltzmann rheonomni. Vice o nich uslyS§ime v dynamice soustav
bodovych. Vazby mohou byti také jednostranné, vyjadfeny nerovnostmi.
Tak na pf. F2*>R2 znamend, Ze bod se mudZe pohybovati po povrchu
koule, z nghoz v3ak muZe vyboditi ven, nikoli dovnitF; plati
pro bod uzavFeny v duté kouli nebo zavéSeny na neprodluZitelném, ale
dokonale ohebném vlakné délky R. My se omezime na holonomni
oboustranné vazby.

Dejme tomu, Ze hmotny bod musi pfi svém pohybu z{stati na plose

& (=,  y—0. (d)

To znamend, Ze nejsou jiz vlbec vsechna posunuti dv moZna, nybrz
pouze ta, ktera lezi v plose P. To miZeme vyjadfit tak, Ze musi

dr.F<P = 0, ©

nebot’ jak vime (§ 11), jest P<P vektor kone¢né velikosti, lezici v normale
plochy <\ takze (e) vytyka soubor vsech koneénych Qv, které jsou kolmy
na normdle, €ili lezi v plose 4 0. Stejné bychom to nahlédli
z kartézského tvaru. Ma-li (d) byti splnéno i po virtudlnim posunuti
musi .r-j-dv, y-[-dy, z-j-d: leZeti na plose @ ~ 0, Cili

(v dx, y-\-0y, zN-6z) = <P(xyz)+ N+ AT AN =0,
a pro (d) ) )

W+ gy Loy O]

Tuto podminku musi virtualni posunuti spinovati. Jest identicka

s (e). Tato nova podminka*) pFistupuje tedy jesté k podmince rovnovahy («).

*) Nékdy zni takovato podminka a”x + a$y + od¥f= 0, kde a"a."a"
jsou funkce x,vy, z, ale podminka tato neni Uplnou variaci néjaké funkce (b.
Pak se dle Hertze nazyva anholonomni nebo neliolonomni. Vyskytuje se
na pr. pri valeni téles.
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Slovy mulzeme vysledek vyjadriti takto: Virtudlni posunuti oF
-omezuji se nyni na takova, ktera lezi v plose @ 0. Pro tato posunuti
musi se prace vysledné sily F rovnati nule, méa-li byti rovnovaha, t. j.
vysledna sila nesmi miti slozky v ploSe samé, Cili musi byti na plose
<P —0 kolma.

Obé podminky («) a (e) mlzeme spojiti v jedinou pomoci Lagrange-
ovych neurd¢itych souciniteld. Nasobime (g) libovolnym, koneénym, skalar-
nim faktorem |? ktery oviem mize miti a ma fysikalni dimensi, a pfi-
¢teme vysledek k (a). Dostavame podminku rovnovahy

O6F(F~[-A. F0)=:0. (/)
Tvrdime, Ze plati pro libovolna oOF, takze se redukuje na
- Q) O] 7 (h
P+xy* = Cili iz =y-10= 0.
y *tlarT Y aj 0z 7

Vskutku mizeme veskera oF v (/) roztfiditi: 1. na posunuti virtualni,
kterd vyhovuji podmince (e) : Pro tato posunuti dava (f) dostacujici
podminku 6 ¥.F = 0, ktera je totozna s (g), pravic, Zze F je na virtualnich
posunutich, tedy na ploSe 0, kolmé. 2. Ostatni libovolnd posunuti 6F,
kterd nespliiuji (e), nejsou tedy ,virtudlni4t Jezto pravé jsou libovolna,
vedou znovu k podmince (g). Vysledna sila na  kolma nezplsobi oviem
skutecného posunuti, jezto dle podminky (d) je posunuti v tom sméru
nemozné.

V kartézskych soufadnicich uvazujeme takto: Podminka rovno-
vahy jest dle {/)

P 2P\ | e | ;
3 ‘)r) ( Y ko ) /'3.)“' 0, 1)

dy |\ 2
6x, Oy, 6z nejsou navzajem nezavislé, nybrz jedno z nich mdzeme
pomoci (V) vy¢isliti jakozto funkci druhych dvou. Budiz to tfeba Ox.

Volme pak ono dosud libovolné | tak, aby A"-|-AOQ 0. V (fS potom

( X -+ A

zbyvaji pouze dva cleny nésobené 6y a 6z. Tyto slozky posunuti jsou
vSak nyni zcela libovolng, a proto lze nahraditi (f) rovnicemi (g).

ZvIasté z vektorového tvaru je jasné patrno ndsledujici: U bodu.
ktery neni uplné volny, mohli jsme nahraditi podminku vazanosti, dle
niz se muze pohybovati pouze podél plocKy @ -0, silou z va-
zanosti @ <P (zvanou téZz silou od vazby), ktera ma smér
vektoru P&, kolmy na ploSe P. Ze tento vyraz vskutku jest silou,
je patrno z principu dimensi; v (f) vystupuje aditivné se silou F.

V dfive uvedeném pFipadé bodu vézaného na kouli mlZeme si véc
z latky nesmirné tvrdé, kterd se mlze pohybovati pouze v prostoru mezi
dvéma koncentrickymi kulovymi plochami, rovnéz absolutné hladkymi
a tvrdymi. Pokud se jedna o posunuti virtualni v okamzité tecné roviné
koule, nevznika sila z vazanosti €@  (IF<P)t zadna, nebo lépe Feceno,
sila z vazanosti nemd slozky v tangencialni roviné koule. Stoji tedy
na kouli kolmo. Jakmile bychom myslili na posunuti 6F libovolné jiné,
vznika reakéni sila od vazby, po pfipadé i pro velikdA F dostatecné
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velikd, aby i pro posunuti s vazbami nesrovnatelna cinila rovnici (/)

platnou. Jest tudiz rovnice (/) pro vSechna posunuti ekvivalentni s rovnici

(a), ve které OF jsou virtudlni posunuti s vazbami srovnatelna.
Rovnici platnou pro posunuti s vazbami srovnatelna, totiz

OrFP= 0 ¢&li Or.1.FP = Pér= 0, (h)

jsme pak mohli interpretovati takto: ,,Sily od vazeb nekonaji prace pfi
Zadném s podminkami srovnatelném (virtualnim) posunuti.u To jest
koFen principu virtualnich posunuti, to nové, nedokazatelné ve své celé
obecnosti, co pFistupuje k Newtonovym rovnicim pohybovym. Ha mel
nazyva tuto vétu principem Lagrangeovym. Nazveme-li sily F, které
nejsou dany kinematickymi podminkami systému s vazbami, silami
vnéjsimi nebo vtisknutymi, a oznaéime-li sily od vazeb, které jsou
dany kinematickymi podminkami jakozto vektory 0, pravi Newtonova
rovnice, dle niz je zrychleni bodu dano veSkerymi silami Da bod
pasobicimi

Nema-li vzniknouti zrychleni, ma-li byti rovnovdha, musi F -\-<b— O
nebo pro libovolné posunuti 6F.(F -j-0) - 0. Jsou-li 6F posunuti
mozna, virtualni, ma dle hofejsi obecné hypothesy 6F/b 0 a tedy
také 6F.F = 0. Tyto vztahy pravi, Ze sily od vazeb musi byti kolmé
na moznych posunutich, miti tedy tvar 0 = X.FP, a sily vtisknuté
za rovhovahy F= — 0  — X.FP. Tak jsme mohli na zaklad& hofejsi
zékladni hypothesy o silach z vazeb a Newtonova zadkona odvodit
princip virtudlnich posunuti.

Dovoluje ndm k dané vtisknuté sile F  iX-\-jY i-Z na dané
plose <P= 0 nalézti misto / //, z, kde je hmotny bod v rovnovaze*
nebot’ pro urceni CtyF neznamych /& /I, X mame CtyFi rovnice (<}
a (d). Zname tim také silu reakéni (od vazby) XFP, jejiz velikost je
velmi dClezito znati technice, kterdA musi ji pFemahati pevnosti ma-
teridlu. Silu X, F, Z, kterd by v daném bodé .v, yy z drzela bod
v rovnovaze, nalézti nemQzeme, jezto pro &tyFi neznamé A’ F, Z, X
jsou dany pouze tFi rovnice (rj). Rovnice (‘/)nelze k nimpFipojili,
jezto v ni Zadnadz nezndmych se nevyskytuje.

Své Uvahy mdZeme* snadno rozsiFiti napfipad, kdyz ma bod
hovéti dvéma podminkdm, dvéma vazbam, P(.ryz)—0 a P(.rjjz)=0..
Geometricky smysl je ten, Ze ma zdstati trvale na prostorové kfivce,
priseciku obou ploch b a P. Uvahami naprosto obdobnymi dochéazime
ke vztahu

OF (F -f- XF<P-f jnFP) — 0, )
gili

F -j- XFP -j- 0, t (k)
a
v . ,90 dP v ,90 90 .,90 dp j ,
A+1 +** d~ X 77+ W37 — 1Tz+ 37 0O

Sila od vazby lezi v normale ke kFivce, a vysledna sila vnéjsi,
ma-li byti rovnovaha, musi v ni lezeti téz.
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V rovnici (/) i (J) bylo posunuti d¥ dplné libovolné. Kdybychom
omezili jeho vyznam na posunuti virtualni, mohli jsme ¢leny XdFf7~
a [I6FPW vynechati, jezto jsou nulami. Pak vsak vznikne jako obecny
vyraz principu virtualnich posunuti jednoducha véta («), v niz
-ovsem jsou df - l6x 4-jdy J6z posunuti virtualni, s vazbami
-srovnatelna.

Podminek vice nez dvé u jediného bodu byti nemlze. Kdyby byly
tfi (ovSem navzajem nezavislé), byly by dany ur¢ité hodnoty I, vy, z,
bod byl by v prostoru pevny, nebylo by mozného posunuti, rovno-
vaha by byla vzdy, vnéjsi sily vzdy byly by vyvazeny silami od vazeb.
Proto mluvime u bodu Gplné volného o tfech stupnich volnosti, u bodu
vazaného na ploSe o dvou, na kfivce pak o jediném. Nazyvame totiz
poétem stupil volnosti pofet navzajem nezéavislych
Gdajd (kartézskych soufadnic, polarnich soufadnic, nebo Gdajd jinych,
zvanych obecnymi soufadnicemi), které Gplné urcuji polohu da-
ného hmotného systému (zde bodu) za dané kinematické
konstituce.

Princip virtualnich posunuti ovlada celou nauku o rovnovaze sil
Cili statiku. Jeho zaCéatky lze hleduti jiz v Aristotelové ,zlatéma pravidle
0 péace, nebo ve Stevinové (1G08) vété: ,Ut spatium agentis ad spatium pa-
tientis, sic potentia patientis ad potentiam agentis,u €i konecné ve zcela po-
dobném vyroku v Galileo vych prednaskach o mechanice. Vyslovné pro-
nesl jej bez dlkazu na zakladé genidlni indukce .lan Bernoulli v dopise
Vafrignonovi z 20. ledna 1717. Tehda nazyval se ¢asto ,principem virtual-
nich rychlosti¥4jezto virtualni  posuvy byly mysleny délenyelementem  ¢aso-
vym dt. Lépejest vSak mluviti o virtudlnich pracich. Virtualni posunuti jsou
minéna bez€asové, takze, je-li v podminkovych rovnicich <= o0 atd. obsazen
explicite Cas, poklada se pid hledani virtudlnich posunuti variaci za staly.
Musime si totiz vSe pFedstaviti tak? Zze b&hem ,virtuélniho4 posunuti neméla
vazba dostatek Casu, aby se znatelne'zménila. Proto v tomto pFipadé nejsou
posunuti skutec¢na d.r, dy, dz, pocitand z

9 > X>

4> ® |, s
T §axdv gy Sy g9 =0,
zarovefi posuny virtualnimi or, oy, oz dle (¢'). Neni-li ve = 0 cas explicite,

jest ovdem kazdé posunuti skute€né zarovefi posunutim virtudlnim.

Jsou-li podminky dany rovnicemi, tedy jsou-li vazby oboustranné, jsou.
jak se lze snadno presvédcCiti, virtudlni posunuti zvratna, t. j. ke kazdému
-i patfi mozné —of. Jsou-li vazby jednostranné, dané nerovnostmi, nejsou
virtualni posuvy zvratné a princip nabyva tvaru, ktery prvy udal Fourier
(1799). pozdéji (1829) Gauss, totiz ofA’»0: Virtualni prace *vtisknutych sil
musi byti bud rovna nule nebo zé&porna.

Snadno Ize osvéd¢iti G€innost principu virtualni prace na jednoduchych
strojich coz pfenechavame Ctenafi. PFi takovychto Ulohach se velmi Casto
uziva principu bezvazné, neprodluZitelné a dokonale ohebné niti, kterd
ve stavu klidu je ve vSech svych bodech podrobena témuz podélnému na-
péti, sile, ktera v kazdém bodé plsobi stejnou velikosti na obg strany.
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56. Princip dAlembertdv.

Pohybovou rovnici Newtonovu pro volny hmotny bod mizem©
prepsat na tvar F — mf*=0, jejz mlzeme Cisti: PFipojime-li k vy-
sledné vngjsi, vtisknuté sile, plsobici na volny hmotny bod, fiktivnf
silu — mF, tedy vznikne systém rovnovazny. Sila — m¥ nazyva se
v tomto spojeni silou od setrvacnosti nebo kin etickou reakci
hmotného bodu, jakoby ji, ana ma smér proti skute¢nému zrychleni,
se hmota vzpirala nebo branila tomu, aby byla uvedena* v pohyb.
Nesmime Spatné rozuméti tomuto vyrazu slovnimu:

Pohybu se vskutku nezabrani. Jak Maxwell vtipné pozna-
menal, mohli bychom stejné mluviti o tom, Ze CiSka Caje se brani
oslazeni, jezto se nestane sladkou dfive, nez pfidame do ni cukru. Zde
zcela podobné myslime na tu okolnost, Ze hmota nedostane se z klidu
do pohybu, le€ néjakou vnéjsi akci. Ba mohli bychom zcela obecné defi-
novali hmotu jako to, co mUze pUlsobiti silou setrvagnosti. Le¢ neni
tfeba snad se obavati Spatného porozumeéni. Jezto tedy vnéjsi sily spolu
se silami od setrvagnosti tvoFi systém rovnovazny, mlzeme na celkovou
silu F-—mF uziti principu virtualnich posunuti a psati

N) = o, (a>

m (x - m-) &+ (Y- -5)6,+ (z- mg)

Posunuti 6F i jeho slozky jsou zde zcela libovolné a proto
rozpada se (a) a (a) na Newtonovy pohybové rovnice. Le¢ prece ma
(@) resp. («'), princip d~lembertlv (1743) ye tvaru, jejz mu
dal Lagrange ve své slavné Mécanique analytique (1811), ten vy-
znam. Ze problém pohybovy, dynamicky, redukuje na problém rovno-
vahy, staticky.

Podléha-li hmotny bod vazbarif €= 0, ¥*—0, nahradme je si-
lami od vazeb 4— I.LF<P a 9 =

Pak zni rovnice Newtonova:

ay

Zrychleni bodu bude nyni ovSem néasledkem vazeb jiné, nez by
bylo bez nich. Bude takové, jaké by odpovidalo u volného bodu
vnéjsi vtisknuté sile Fr= F-r 4-(- 3% kteraz nyni spolu s kinetickou
reakci — mf tvoFi systém rovnovazny. Redukovali jsme tento pripad
na predchozi, a uzijeme-li tedy téhoZ obratu, plyne

+ O

nebo, jezto dF pou Udplné libovolng,
v. 3 dy d.r I .3 3y
Fll—/— WM™ VAR 41T = Tl -
Fap B Myg» Thay 3 Mae
woro 3 Efz '

4+ A37+737 ~ * S?* (c>
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Rovnice (£') nazyvaji se nyni Casto Lagrangeovymi rov-
nicemi v prvém tvaru.

KdyZz v rovnici () omezime vyznam df na posunuti vir-
tualni, mdzeme P a *P prost¢ vyncchati, nebot uginili jsme jiz
v § 55 hypéthesu, Ze sily od vazeb pFi virtualnich posunech préce
nekonaji, takze &<>= d*P= 0. Jest tedy (a) resp. («') obecnym
tvarem principu D’Alembertova, rozumime-li df- id.r -j-jd// -J- ledz po-
sunuti virtualni.

Z danych sil vtisknutych a vazeb mlzeme urgiti pohyb hmot-
ného bodu, nebot pro pét nezndmych #, //, z, A /a mame pét rovnic,
totiz tfi (c) a =P, P O

Rozklad sily na slozky dle kartézskych soufadnic neni podstatou
véci. Mlzeme ziskati pohybové rovnice obdobné Lagrangeovym na pr.
v rovinné soustavé polarni s libovolnym pocatkem dle (19 £), kdyz
rozlozime vtisknutou vnéjsi silu F na sloZku radidlni Fp a trans-
versalni Fy. Pak ovSem musime k nim pFidati dle (b) slozky nezna-
mych zatim sil reakénich v tychZz smérech; tak obdrZime pohybové
rovnice vazaného pohybu

Fp + pp= map— ~ rT¥)
i\ + N o= maf= m + rip) (f, ()
kde ovSeni zatim neznadme velikost 4> a *P, o nichZ vime jen, Ze stoji
na skute¢cném pohybu kolmo.

Podobné pfi rozkladu sily v ,pFirozenému systému na slozku
tangencialni a normalni (viz (18 A) a obr. 23)

Fx= mST= mi(Rty) T, F.-]-Pv+ = m Y2y - mRtp. ()

Zde ma o vyznam 0hlu prFi stfedu kFivosti, Il je polomér Kri-
vosti, v zna€i normalu dovnitF k¥ivky k stfedu kFivosti sméFujici.
Slozka — mllfpv nazyva se Casto silou centrifugalni, sméfujic
z kFivky ven. PFi tomto rozkladu nepFistupuje k Fr Zadna slozka sil
od vazeb, které dle predpokladu mohou miti smér jediné +_v.

Neni zbyte¢no vyslovné pFipomenouti, Ze o pohybu vazaném
plati nezménéné princip Kinetické energie ve tvaru (47/, h, i) nebo,
maji-li sily vtisknuté, potencial ve tvaru (49 0), nebot sily od vazeb
nekonaji prace.

57. Priklad: Matematické kyvadlo.

Abychom ukazali, jak se poznatk(, jichZz jsme dosli, v praxi
skute€ngé uziva, vypracujeme obsirné pfiklad fysikalng velmi dllezity.
Necht' se hmotny bod hmoty m pohybuje v silovém poli intensity
= —gk, jsa védzan na kouli poloméru | (obr. 56). Ptejme se nejprve
po poloze rovnovazné. Plsobici sily vnéjsi jsou
X=Y= 10, Z— —mgk
Podminka vazanosti

C- Xtj- Y2-j- 22— l2— o0, @
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3 * ., 3* 9 3* 0

1 3,~ dy- JI dz

' Rovnice (55 <9 zni

2«rA= 0,. 2yk= 0, — -J- 2°A— 0. (0)
Dle prvych dvou je X= y—0, tedy

dle (a) z2—I* ¢ili 2= + /. Rovnovazna

poloha hmotného bodu je A nebo B, jak

”IN ostatné také bez poctu je na prvy pohled
patrno.
} Sila od vazby v rovnovazné po-
mo loze jest
Obr. 50. AF* = -Ar(2.ri-r 2il3-f 2if) = mgt,
plGsobi tedy na hmotny bod smérem -j-f, to jest vzhlru; bod sam
pasobi dle principu akce a reakce silou — mgh smérem dold.
Ptejme se, maji-li vngjsi sily potencial, €ili zda existuje funkce U
takova, aby
du -+ du - dr
~a7 =0"- 37" -37 = " N

Jest patrno, Ze
U— mgz 'j' C, (<i)

kde konstanta O nezavisina X, y, z. Dle (55c) je rovnovaha tehdy,
ma-li potencialni energie U hodnotu extrémni. To zde nastava, je-li z
maximum nebo minimum, ¢ili +Z, jako nahofe. Patrné jest v bodé A
za minimalni potenciadlni energie rovnovadha stald, v bodé B za maximal-
niho U rovnovaha vratka.

Zkoumati pohyb hmotného bodu jest Gdlohou méné snadnou.
Dle (56 <) plati zde vztahy

mr =. 2.vk, my — 2yk, mz= — mg-f- 2zKk, (e)
Abychom si dkol usnadnili, podrobme pohyb nové vazbé, dle niz
ma hmotny bod zdstdvati v roving #= 0, tedy
o L., av dv dav
W=g=20, cili dy 7 dx dz 0. ()
Z rovnic (€) zméni se pouze druhd na my— 2yk -(- fi. Dle (/)
vSak y —o, o, Cili /i — o. Sila od nové vazby jest /li[/3ls= 0, coz
znamena, ze nakoulivazany hmotny bod, pohyboval-li se jednou

vV rovingé y = 0 ,bude se v nipohybovatibez vnéjsiho donuceni
i nadale.Z rovnic (€ zbyva tedy prvni a tFeti. Zavedme novou pro-
ménnou. uhel AOM=-a v obr. 56. Pak

r= lsina, X= lcosa .4, Jr---—/sincc.42-|- lcosa. a,
z — leosa, z— lIsina.4, 2= 1coscf.a2-j-/sina .«,

takZe dosazenim do (e) obdrzime
— sma.a2-)-m/cosa.a — 2Z/sma= 2"
im/cosa .«2-j- wzsm a.4-\- mg= - 2A/eosCt= 2k:. w



Nasobime-li prvou cosa, druhou sina a sefteme, zlistane jednoduchy

Tztah ml'a~ — mgsin a cili a y-sin a. gt»

Tento zékladni vztah jsme odvodili z principu DAlembertova, resp.
prvych rovnic Lagrangeovych v soufadnicich kartézskych cestou sice obecnou,
ale celkem sloZzitou. Mohli jsme jej odvoditi daleko jednoduseji rliznymi Gvahami
jinymi:

1. Z pohybovych rovnic v soufadnicich pfirozenych, resp. rozlozeni
sily my na slozku normélni a tangencidlni. Slozka tangencidlni (ve sméru
rostouciho a!) jest dle (566) mla (nebot R L ® a) a zde pUlsobi slozka
mg sin a ve sméru klesajiciho a, €ili mgsina= — Fz. Mame tedy

mla. — —mg sina jako dfive.

2. Ze zékladniho vztahu pro pohyb otaCivy (54/). V naSem pfipadé vy-
stupuje osa otaceci sméru Ao pfi rostoucim a kolmo z papiru ven v bodé O.

mly, Moment M sily mg kolem O je (7, my], ma tedy velikost
mlg sin o a sméT —t6° kolmo za papir. Dosazenim
ml2auiu= —mlg sin a . »® jako dfive.

3. Pfimo z véty o impulsmomentu (53d). Ten jest
U= [F,m\==m [/ /a] = tti/2a>0
Moment M sily jest — mlg sin adio, tedy dle (53d)

—mlgsina= iirnP-é)z mlla jako dfive.

4. Z veéty o kinetické energii. Ta jest T = [1&)\ Elementarni
prace dA sily F = my jestdA = Fdr = —mglda. sin @ Dle (47i)

—mgl sin a4 = E(J w/2a2 = ml2aa jako dfive.

Jakéa jest sila od vazby? Dle obecné definice jest A77i> 2,cXi —

-j- 2zXk. Vyrazy 2rA a 2z), jsou dany rovnicemi (</). Dosadivie je sem
a piSice za & vyraz (/?), obdrzime bezprostfedné
AT'>— (ml&2-j- mgcosa) (— Jsina -f- k cosa).
Povysime-li posledni faktor na druhou (ovSem
skalarné), obdrzime 1. Jest to tedy vektor s
jednickovy. Jeho smér obdrzime po jediném
pohledu na obr. 57, kde je znazornéna cast
te€né k drdze v bodé M. Patrné jest kolmy
na drdze a smeéfuje do stfedu O, tedy roven
— 2. Jest tedy sila od vazby, kterou ozna-
¢ime oV

Py~ Af P — F(mla2-j- mgcosa). (?)

Obdrzeli bychom ji ze statické dvahy o rovnovaze sil, jakoZto reakci
proti slozce mgjcosaF vnéjsi sily, k niz bychom pfipojili fiktivni (zdan-
livou) silu centrifugalni ?nl&a2F pohybem vznikajici.

Obr. 5.

K témuz vysledku bychom dospéli kratceji z pohybové rovnice (56€). Dle
obr. 56, je-li reakéni sila (&, ovSem kolma na draze a pfedpokladana ve sméru
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v——1F°, mame _ _
Fv+ — (“ m9c’s«+ IPv= wra,
takze _ i .
Iv= — P =—1°"(mla2 -f ™I cos a), jako nahofre.
Nyni jest ndm integrovati pohybovou rovnici (A). Je-li i nejvétsi a

stale jeSté velmi malé, jedna-li se tedy o velmi malé elongace z rovno-
vazné polohy A, z nichZ nejvétsi je am mlzeme za sina klasti pfi-
blizné uhel a (v obloukové mife), takze, piSeme-li pro kratkost za
podstatné kladné gjl— &2 prfejde (A) ve tvar

«= —7-«= — « - 0)

To jest diferencialni rovnice typu (26 A d), kterou jsme ostatné mohli
dovoditi pfimo ze zakladnich rovnic (e) substitucemi x=1a9 y= o,
z— — /. Integrovali jsme ji v 826. Odpovidd harmonické zméné
vychylky a, kteraz

a = amsin (cot-[- a0). (k)

Kmity bodu jsou harmonické, kmitova doba (sem i tam) dle (26c)

T:E:ZJIl/;. (O

Kyvy jsou isochronni, nezavislé na amplitudé am pokud oviem z0-
stdva dostate¢né mala. JeZto tedy a je vzdy velmi malé, jest také
Ghlovarychlost & velmi  mala, nebot dle (k)jestal— co2(ajl— a2,
cosct jeblizce roven 1,a tedy dle (i) reakcnisila pFiblizné stalad a
rovna mg.

Tento pfipad pohybu odpovidd kyvani malé tézké kulicky za-
vésené na bezvazném neprodluzitelném vldknu ve vzduchoprazdném
prostoru (neodporujicim prostfedi) v poli zemské tize intensity g, byla-li
kulicka velice malo vychylena z rovnovazné polohy. Toto idealisované
pokusné zafizeni nazyvdme matematickym ¢&ili jednoduchym
kyvadlem. Dle (/) Ize ho uziti k stanoveni intensity zemské tize g.

Je-li integrovati rovnici (A) Gplnou, (

Vi 4— jg stna= — cd-stna, iy

mlizeme postupovati zplsobem podobnym jako v § 26, nasobice obé
strany vyrazem &dt=da. Pak

44dt= — co-sina .da, ¢ili  d(\a3 — cod(cosa),.
1a2= co2cosa -j- C, -}jd02= co2cosa0-j- C,
42— 0 2— 2co2(cosa — cosa0), (m)

kde a0 jest dana Uhlova rychlost pfislusna vychylce a0.
Téhoz vysledku se dodélame z véty o kinetické energii,
T-\r U—70-\-UQ
Jestit zde dle (d)
O— mgz -f- C= — mglcosa -j-C,
tedy

\ mP42—mglcosa-\-C - \ mPao2—mglcosa0-j- C,
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z CehoZ plyne (w). Nyni jest nam také jasno, jaky vyznam ma inte-
graéni zplsob na konci 8§ 26 a zde uzity; (m) jest integralem
kinetické ener gie, Cijak se dfive Fikalo integralem Zivé sily.

Vysledek, k némuz jsme dospéli, budeme diskutovati dle velmi jasného*

postupu v knize Hamelové. Budiz dana Uhlova rychlost 40v nejniz8im bodé A
drahy, tedy ao —O0, cosao= |. Mysleme tfeba, Ze vznikla horizontalnim na-
razem na hmotny bod v poloze rovnovazné. Pak

csa—9) 442 '
alit a= W—Zﬁ‘(l—eos a) yﬁy—Alstml (s‘g
Mohou nastati tfi pfipady, dle toho, je-li 40 vétsi, mensi, €i rovno 2w

1. 40> 2to. Uhlova rychlost podrzi vzdy redlnou hodnotu, hmotny bod
ob‘iha v kr uh u kolem O ovsem s proménlivou rychlosti é ato nejvétél' 40, je li

3, 5t:, Y bode nejvyssim.
2. 40<™2uj. Za realnéhh Uhlu aw, takového, Ze jest thlova
rychlost 4= 0. Vychylka a jest vidy mensi nezZ nejvyse jemu rovna, nebot

za a> amby se stala rychlost a4 imaginarni. Za vychylky am se tedy pohyb
hmotného bodu obrati, & zméni své znameni. Bod provadi pohyb kyvavy.

3. 40= 2to. Nejvyssiho bodu B drahy bylo by lze pravé jesté stihnouti,
a¢ s rychlosti nulovou.

Vsimnéme si téchto tfi pfipad( blize.

1. Obéh v kruhu.

Z (V) plyne pro dobu za kterou urazi hmotny bod dradhu od a= 0 do a,

a

= f ot LT
) A—4Psini— 7)1 - kisin2-

A
kde k2= -;;& takze o f2<[ L
Vysledek (0) jest elipticky integrél, ktery elementarnimi funkcemi nelze
vyjadfiti v uzavieném tvaru. Spokojime se tim, Ze vypocteme dobu jednoho
celého obéhu, t. j. dosadime za horni mez a- 2.t. Rozvinutim jmenovatele v fadu
i
0 — k- f = 1+ p 2«N2 " Jcasind A sinBy + ...
Ze shirky trigonometrickych vzorcl vybereme
sfn?-ﬁ/z L i cos a,
sthn4 y= | —£cosa+ | cos2a,
sinG—= Tg—VYic°sa+ je c0S-a—sV  "a,
takZe

A — K1sin2~ ~ = 1-fifc2-j- B cosa+ Ccos2a—...

kde 72, (7,... jsou funkce sudych mocnin stadlého &
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Jezto vSak cos ado., cos2ada,... integrovano mezi 0 a 2- dava nulu,
mame pro ¢as jednoho obéhu

T= ~ (I + }k-4- fi+
ao

Tato fada konverguje pro k <11. a to tim rychleji, ¢im je k mensi, tedy
an proti 2/: g vétsi: Tim vice také mizi rozdil mezi maximalni rychlosti 40
ve spodnim a minimélni \4 02— 4iu2 v hornim bodg, €ili tim mensi je stupen
nestejnomérnosti otaceni, kterymzto jménem se v technice oznacuje
rozdil mezi Ghlovou rychloti nejvétsi a nejmensi, déleny rychlosti stfedni.
2. Pohyb kyvavy.
Bud a,j maximalni vychylka z rovnovazné polohy odpovidajici 4=0,
a dosadme do (n) hodnoty sobé odpovidajici a0—ama 40="0. Obdrzime
42— 2K2(cos a — €os a,»), @
gili
A dei 1 da
y2cosa —2cosaw W ]/2 J(1 —cos,aw) — (1 — cos @) ]
a nabyva postupné vSech hodnot mezi am a —am, takze
1”7 cosa > cosam. ()

*

Zavedme novou proménnou ‘4 substituci
1—cosa 2sin2y =s(1—cosam)sin2tyse 2sin2  sin2ty, (s)

_ N
i © 82 sm - g it)

Vztah (r) jest tim splnén. KdyZz '4>stdle s ¢asem roste a probih4a veskeré
realné hodnoty, kolisd a mezi hodnotami -j- ama — am. MiZeme tudiz psati dle (s)
\2 1—cosan—2(1—cosa)= \2 (1—cosam) 1—sinlty)-

4sinl— coslty—Ji 2sin — cos »

Diferenciaci (t) plyr_1e
Y cos -g- da —sin Y cosa ao,

2sin — cos ty dty 2sin~ cos tydty
gili dle (t) da— - .
C0s 2 I | —sin2-g-sm-o

Odmocninu jest brati se znamenimi™kladnym, jezto cos tya jest vzdy kladny.
Dosadime-Ji nalezené vyrazy do {g') a integrujeme, je
t= ir__ dy
. ™
L}*// II 1— sing‘%—s"\n
ty ma stale rlsti s ¢asem. Polozime-li sintyam= k a poéitame &as od a = 0,
Cili dle (t) od &= 0, dostavdme konecné

W/ Vi— A2sin24



[57] 125

To jest Legendredv normalni tvar eliptického integralu prvého druhu,
oznatovaného F (tysk). Jeho hodnoty pro rdznd ty obdrzime nejpohodingji
z tabulek, jako jsou na pf. E. Jahnke-F* Erade: Funktionentafeln mit Formeln
und Kurven, Lipsko 1909.

Integrace pro ¢as celého kmitu sem i tam, kdyZ « probéhne hodnoty
od 0 do + (fm a odtud k —am a k nule zpét, Cili ty hodnoty od 0 do 2%,
muZe sezase uvésti na rozvoj v fadu. Jest totiz

/!
l;ﬂ—IG T (~mM % si
0

rozvojem zcela podobnym jako v pfipadé il)
T=2*jli-.1+iV+ + + ..0).

Je-li maximéalni elongace hmotnéhobodu 5°tedy fc=siw}a/,»=0,043G
je prvy korekéni ¢len Me2= 0*000475 Pro aw= 100je £A2=0*0019==5!®
atd. Tim jest zaroven dana mira pFesnosti vypocCtu zjednoduSeného ve vzorci (().

Pfipad pfechodny.

Je-li 40= 20> vznikne z (W)

a2= 20> (1 -|- cos a) = 4«j2c0s2 %/

Odmocnénim a oddélenim proménnych, pocitdme-li ¢as od spodni polohy a Or

J cos~2

Ma-li se a stati j+  Cili hmotny bod dospéti do horniho bodu kruznice, je
Cas potfebny nekonecné veliky. Hmotny bod se blizi hornimu bodu B drahy
asymptoticky, se stdle ubyvajici rychlosti, aniz 110 v kone¢ném ¢ase stihne.

Jak se pfi téchto pohybech chova sila od vazby V

Dle (i) jest 4% = —(mlal4- mgcosa) Pokud jest uzavorkovany vyraz
kladny, mé sila od vazby smér dovnitf kruhu, reakce hmotného bodu tedy
smér z kruhu ven. Pokud mlZeme vazbu nahraditi ohebnou, neprodluzitelnou,
bezvaznou niti, kterou hmotny bod napind, potud odpovidaji naSe vzorce vlak-
novému matematickému kyvadlu s koneénymi amplitudami. Stane-li se zéa-
vorka zépornou, sméfuje reakce bodu hmotného dovnitf kruhu nit by se
shroutila, bod ji véazany nebo uvnitf duté koule s$ pohybujici by odpadl
od kruhové dréahy.

Dle («) mame, dosadivse za 02— g:1

<v= — 2 (nil40- -f- 3mg cos a — 2mg).

Pfi obé&hu v kruhu nastavd nejmensi rychlost Uhlovd v hornim
bodé B, za a= coso — 1 a tudiz reakce hmotného bodu wi/jic— bmg.
Aby hmotny bod nespadl dovnitf, musi tedy aoc2 502 Jeli 402= 502 jest
reakce v nejvy$§im bodé sice nulova, ale bod ma kone¢nou rychlost horizon-
talni, takze bodem B probéhne, aniz spadne.

Za pohybu kyvavého lze psat dle (i) a (q) dosazenim za t(2

<= — /o (3mg cos 0 — 2mg cos am).
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Pro a= am se stane uzadvorkovany vyraz roven mgcosam- Ma-li byti >0
musi a» < y. D nitkového kyvadla lze tedy pFipustiti rozkmity nejvyse do
roviny horizontalni. V tomto pfipadé jest dle (n) a (q)

4= 2u>—2t«2cos a == 22(1 — cos a) < 2i02,

/7 N jezto a lezi mezi + ~.

/ / ! V pfipadech dosud nevySetfenych 2i02< & 12<\rt2,
LA mezi néz patfi také pfipad pFfechodnym nazvany, se
stane <&/= 0 a hmotny bod opusti kruhovou drahu,
‘ mize-li (nitka, dutd koule), a jeZto a > — a existuje
: i kone€na rychlost Ghlovd & a tedy i postupna la, nej-
prve stoupa a pak klesa v parabole. Za <v=0 jest totiz
3mgcosa= 2mgcosa% ccm> cosam< 0 a prislusna

Ghlova rychlost dle (q) 4l12= —to2cos a,. Pfenechame ctenéri, aby na zéakladé
vyvodl § 23 dokazal, Ze parabola vybodi z kruhu teprve klesajici vétvi (obr. 58).

58. Kyvadlo konické.

V predchézejicim § 57 napsali jsme sice rovnice (e) pro obecny
pohyb bodu po plode kruhové, Cili pro tak zvané kyvadlo sférické
(kulové), le¢ neresili jsme jich. Vede totiz obecné FeSeni k obtizim
razu matematického; jest nutno uZzivati jako pomdcky eliptickych funkci
a proto odkazujeme Ctenafe ke knihdm obsirnéjsim.*) Zde se zminime
pouze o dvou zvlast jednoduchych prFipadech tohoto pohybu.

Prvy nastava, kdyz pohyblivy bod se vzdali jen nesmirné malo
od své polohy rovnovazné. Pak totiz mlzeme podobné jako u mate-
matického kyvadla o velmi malé amplitudé klasti v (57 €) |
takZe pohybové rovnice jsou:

mx = 9.vkj my — 2/IA 0——mg—2/Z (a)
Dosadime-li do prvych 2A z posledni, mame

£— — —or.r, yrN—9yy= - »V (b)

To jest vSak pripad, ktery odpovida obecnému skladani dvou
navzajem kolmych kmitl harmonickych téze frekvence, jez bylo Feseno
v § 29. Vysledny p<fchyb bude harmonicky v elipse, se zvlastnimi pfi-
pady stejnomérného pohybu kruhového a harmonického v pFimce. Jest,
jak vime z kinematiky, isochronicky, doba kmitovd nezavisi ani na
amplitudé, ani na tvaru drahy, rovnajic se

y:?: 2/\\|/F

*) UcCebnice mechaniky, jez napsali Webster (angh), Appell (franc.),
Budde (ném.) a. j., nebo knihy o eliptickych funkcich, jako na pf. Green-
liillova (angl.). Velmi obsirné o sférickém kyvadle jedna Durege v Elliptische
Funktionen.
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jako ukyvadla matematického. PloSn&rychlost horizontalni projekce hmot-
ného bodu jest ve vSech pfipadech stéla.
Po druhé se mlzeme ptati, zdali
vyhovuje rovnicim (57 €) pohyb takovy,
Ze hmotny bod by obihal stéle v téze
horizontalni roviné kruh kolem bodu
leziciho na ose Z. To jest pFipad Ky-
vadla konického neboli kuzelo-

vého. Ma tedy byti spinéna podminka | & v

£= lcosal — — c, (c) A 3 ‘
kde Caaljsou stalé. Z (57 €) vznikne v - A\
mx= 2xX my= 2yX, 0= — mg— 2(7A, e . N
Cili po vypoitu 2A a dosazeni <\J ey

Obr. 59,
y = — — (d)
Ze srovnani s predchézejicim pFipadem vidime, Ze jest tento pfi-

pad mozny, a Zze bod obihd v kruhu stalou Ghlovou rychlosti Ve-

Geme-li vypocet dale, piSme dle obr. 59
Jr= lsinatcos/?, y = lIsinalsin (3, z= —le o s a (¢
Tyto vztahy, v nichZz jest s ¢asem proménlivy Ghel, spliuji zakladni
podminku (57 a).
Nasobme prvou a druhou rovnici (57 €é) y a x a odeCtéme prvou
od druhé; neznamé X vypadne a zbyva
—zy= 0, t.j. integraci yx—Zy~c= stalé. )

Tyto vztahy, které plati také u obecného sférického kyvadla pro
jeho primét na rovinu kolmou k ose Z, nepravi dle (20 a) a (17 €)
nic jiného, nez Ze plodné zrychleni bodu M jest nulou, jeho plodna
rychlost stala. Ostatné plynulo totéZz dosazenim (e) do druhé rovnice
(/), ¢imz vznikne jil2sin?ax= c. Jezto c, /, aL jsou stalé, jest

. — to, — stalé. -(- 00.
rosin-al O)xt -(- 00

Bod M provadi stejnomérny pohyb kruhovy uhlovou rychlosti
<92 kterajest ojz= (Ul7 jak pozndme dosazenim (<?)do nékteré z rovnic (cl)
nebo na prvy pohled. Dle (c) a (cl) je

001 =
(o] Icosal $%)

takZze obézna doba konického kyvadla

| cosax
(™)

Za velmi malého Uhlu ol prechazi tento pFipad v predchazejici.
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Ptejme se jeSté po sile od vazby. Ta jest

$ XP 2X(si-jyi- k) - wfa os@ ww@snai- asaiy

Znasobime-li cely uzéavorkovany vyraz samsebou skalarné, ob-
drzime 1. Jest to tedy vektor jedniCkovy. Velmi snadnozjistime, Ze
jeho smér jest OM, takze jest celkem /°. Jest totiz (lcosfl sin /?)
jednickovy vektor sméru O0XM. Celkem je sila od vazhy

* = _ S L * Q
cosax W
a reakci proti ni — <> napind hmotny bod nit OM. OvSem musi, jedna-li

se 0 zavés na niti, byti cosax> 0, tedy ox \ 7t
Tyto vyvody z Lagrangeovych rovnic mohli jsme zkratiti pfimou
Gvahou. Na bod M plsobi vnéjsi sila vtisknutd mg a sila od vazby
ktera mdZe mit smér -1-1° nebo — 1° Jeji velikost budiz oznagena <Fh
Pfedpokladejme schvéalné faleSné <= - [ - Obé sily rozloZme na
slozky ve sméru — /. OXM a MN (obr. 59) ve sméru pohybu.
Pak plyne
—mz —mg -f- fPucoscex— 0, nebof. z — stalé. )
Dle (56 e), kde R=1Isinaxa =
0— misinad . ji, —<Pasinax= misinci1. /jJ &0
Z (J) plyne

@ tedy * = LA T o
CIX COS CCX

jako dfive. Z (&) jde j]l~cozt-(-/?, kde — stalé.
Dosadime-li za < a /? do (/) dostdvame

ICosOCX '

Nejkratéeji byva problém feSen v elementarnich knihach, ovsem
za pfedpokladu, 7e je stejnomérny pohyb konického kyvadla mozny,
coZz my jsme teprve dokazovali. Ov3em jest tak nutno, nebof vnéjsi
sila mg rychlost v kruhu neméni, stojic na ni kolmo. Musime vSak
vychazeti z poznatku, ktery teprve pozd&ji oddvodnime, Ze kineticky
problém pohybu v kruhu mizeme fe$iti jako staticky problém rovno-
vahy sil, kdyz k silam skuteénym pfidame neskutecnou fiktivni
silu centrifugélni velikosti mtr3: R = mRtpl (viz 56 €). Podminkou
rovnovahy sil, vnéjsi my, od napéti niti 0 — Pnl° a centrifugalni,
velikosti mR<p2EEEm Idn ax4)z2 a sméru jest, ze jejich vektorovy
soucet se rovna nule. Z primétu jeho na smér OM plyne

<Pnzl™- mg cosox-f-mlIsinaL. 0)zJ . sinax
Primét na smér kolmy na OM a v roviné OMMr lezici dava
mgsin @ ml sin GxQZ200sCCx.

Z této rovnice vypolteme, €02 a z prvé, jeho dosazenim, (}n
stejné, jako nahofe.

< . AN .
wzg= -------- tedy 1= 2« IQQ—%-Q}-X ako drive.
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Zde je vhodno poznamenati nésledujici: Kdybychom pohyb konického
kyvadla ponékud porusili, takze by Ghel sklonu nebyl pfesné ap nybrz a= a, -j- 0
a Uhlova rychlost misto io, nyni o= to, + e kde v8ak jsou oas veli¢iny
nekone¢né malé prvého fadu, jichZz druhé mocniny zanedbavame, vysla by pro a
diferencialni rovnice druhého Fadu homogenni s konstantnimi koeficienty.
Takovyto pohyb nazyvd Kouth pohybem staciondrnim (sieady motion)
nebo se mluvi o stabilité pohybu. Ze zminéné diferencialni rovnice pro a
totiz plyne, Ze se a méni periodicky kolem hodnoty a,. Kyvadlo pokracuje
ve svém pohybu, ktery neni sice pfesné konicky, ale lisi se od ného neustale velmi
malo a periodicky. Déje se na pF. v elipse, jejiz velika osa se kolem OZ pomalu otaci.
A¢ vyzkum stability naSeho pohybu neskytd prazadnych obtizi, odkazujeme prece,
nechtéjice se $iriti, na knihu Hamelovu, kde je véc velmi prihledné vyloZena.

59. Sily od tFeni v prostFedi.

Upravime-li si matematické kyvadlo — hmotnou kuli¢ku na tenounké
ohebné nitce — a pozorujeme jeho velmi malé kyvy ve vzduchu,
pozname brzy, Ze zdkon o nezménitelnosti amplitudy (57 /¢) neni splnén.
Amplitud s €asem ubyva. Cely dé&j odpovida Iépe tlumenému pohybu kmi-
tavému, jak jsme jej popsali v §33. Mimo vngjsi sily — imsja= — Imbria,
kterou jsme predpokladali v § 57, a ktera v (33a) odpovidd — (02s5{)
a ma smér proti pohybu resp. rychlosti, méli jsme predpokladati jesté
vnéjsi silu — 2bdms°, ktera ma tyz smér proti rychlosti hmotného bodu,
a jest této rychlosti tmérna. Tato zkuSenost opakuje senam pfFi pozorovani
skuteénych pohyb( velmi ¢asto, ba mdzeme Fici, snad s vyjimkou
pohybl nebeskych téles, vzdy. Velmi napadnou se stava, déje-li se pohyb
télesa v néjakém hustém prostfedi, na pfr. vodé a pod. Vystupuji nové
isily, které zavisi na rychlosti pohybujiciho se bodu nebo télesa a maji
smér opacny nez rychlost. Nazyvame je silami od tFeni. Podobné
sily vystupuji ve velmi znacné mire, stykaji-li se dvé tuha télesa, nadana
rGznou relativni rychlosti podél jistych ploch. Pak vystupuji sily, zvané
tfenim vleénym nebo valnym. Vypatrani mechanismu, to jest fysikalni
podstaty velmi slozitych zjevl, které souborng oznatujeme tfenim, jest
velmi obtizné a namnoze se dosud veSkerym snahdm vymyka. P¥i tfeni
vybavuji se totiz tepelné a nékdy i elektrické a magnetické zjevy,
které absorbuji, jak uvidime, €ast kinetické energie.

Za Utelem matematického zpracovani pohybl v ,odporujicim
prostfedi” Cini se ode davna jisté predpoklady o zavislosti celého
tohoto souboru zjevl na rychlosti. Tak na pf. Newton kladl funkci
rychlosti, v sile od tfeni Ff ~ —/AQ)ve® vystupujici, rovnu >f(v)=Ac-\-Bir,
Jan Bernouli (1711) a Euler (1736) Avn, dAlembert (1744)
A - Bvnat. d Pomoci takovychto jednoduchych zakond hledélo se
dospéti k popisu pohybového zjevu diferencialni rovnici, kterd m da
v uzavieném tvaru integrovati. Tento postup Casto staci jakozto prvé
priblizeni k popisu Casového prébéhu skutedné pozorovaného. Jindy
tomu tak neni (na pr. pfi brzdéni Zelezni¢nich vozu) a pak jsme odkazani
vlibec jen na pokus.

V mechanice tuhych téles dotkneme se tFfeni zvaného vle¢nym
a valnym. Zde jen nékolik poznamek obecnych a o tfeni prostiedi.

Kucera, Zaklady mechaniky. 9
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zvl&sté vzduchu, v némz se hmotny bod pohybuje. Celkem dosti dobfe
odpovida vzorec Newton(v, dle néhoz za rychlosti velmi malych je
tfeni Gmérno prvé, za velikych druhé mocniné rychlosti. Za rychlosti
blizkych rychlosti akustickych vin, kolem 330 mjsek tfeni vzduchu rychle
roste nad Umérnost s v2, dospivd maxima kolem 450 m/sek, a pak
povlovné Kklesd k hodnoté pfFiblizné stalé kolem r 1300 m/sek a vy3e.
Cranz ve své knize o vnéjsi balistice, to jest nauce o pohybu téles
vrzenych ve vzduchu, kde dosud nejlaplnéji jedna o vysledcich sem
spadajicich pokusl, uvadi neméng nez 25 rdznych hodné sloZitych tvard
jednotného zakona, jenz byl pro odporovou silu vzduchu réznymi
autory navrzen. Obecné lze Fici, Ze v nejjednodussim zakoné f(v) = Avn,
kde n= 1 nebo n= 2, lze konstantu A povazovati za Umérnou specifické:
hmoté q prostiedi a nejvétsimu prifezu Q vrzeného télesa. Dale zavisi
na vnitFnim tfeni prostfedi a tim na teploté, a kone¢né na tvaru télesa*).

Sily od tfeni Fj —/(y)yu dle 8§49 nemaji potencidlu, nejsou
konservativni. Anglicané nazyvaji je dissipativni, Lord Kelvin
mluvi o dissipaci energie. To proto, Ze tfenim vzniklé teplo jest
tvarem energie, ktery neumime Uplné pFeméniti na energii mechanickou,
t. j. Kinetickou nebo potencialni, viditelnych téles. Mimo to se toto
teplo S§ifi vedenim a zarenim do okoli, teplotové rozdily se v brzku
vyrovnavaji, a v prostoru vsude stejné teploty vibec neumime, jak
thermodynamika uci, trvale bézicim a periodicky se opakujicim — jednim
slovem cyklickym — déem teplo méniti na mechanickou energii.

Sestava-li celkova sila F z ¢asti konservativni Fc= —FU a
nekonservativni Ff od tfeni, zni Newtonova rovnice F,s-\-F/= mv.
Z néasobeni posunutim df= vdt obdrzime elementarni préaci

dA = Fdf *4Fjdf= mvdv= d(mv2 — dT. (ct)
Jezto dle (49/) je Fcdf= — dU, plyne
Ffdr= dT\f)a) -
Neplati tedy véta o zachovani mechanické energie ve tvaru
(49 0), nybrz, jezto
FfdF ~ —f(y) vevdt— —f(v) vdt= —f(y) ds, ()

soucet kinetické a potencialni energie podél drahy
hmotného bodu neustale klesa. Jest totizf(v) podstatné kladné;
je-li jeiio, ovéem kladna, vhodné volena stfedni hodnota na trati od sO
do Si, kde s1— @> 0, oznacena fm, jest dle znamé véty integralniho poctu [

JP fd¥ 1— jl(v)ds= —fmfds

tak”

t4 uty (TodUo)< 0 Ti-fL\< roA
Klesnuti rovna se dle (i\) praci spotfebované na preméahani treni.
«) Jinym zajimavym spisem o téchto a podobnych problémech jest angl.

kniha Lanchestrova, do némciny pfeloZzenda Rungem: Aerodynamik, ein
Gesamtwerk uber das Fliegen.
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Pohybuje-li se hmotny bod se tfenim kolmo na smit intensity
homogenniho pole — na pf. téleso Sinouci se po horizontalni ploSe
ledové — zUOstava potencialni energie stalou Ul- £0, tedy klesa
kinetickda energie, téleso ztraci rychlost, az se zastavi.

Pohybuj?-li se hmotny bod v témZz poli stalé intensity g podél
siloCary, jest jeho pohybova rovnice

w9 —f(v) — mv-

Jeho rychlost se z po¢atku zvétSuje. Je-li vSak/(v) funkce stoupajici,

odpovida-li vétsi rychlosti vétsi tfeni, stane se nékdy v tak velikym, Ze
mg="f(v)ve. H

Jezto potom v~ 0, zUstava rychlost nadale stejnou a mdzeme ji
vypocisti z (/), zname-li tvar funkce f(v).

Dosadime-li dle toho, cobylo dfive feCeno, do f(y)=Avn za

A -CqgQ a do nigmgv® za g rovné hmoté télesa soucin z jeho
hmoty specifické gl a objem u F, plyne pro kone¢nou rychlost
. 1 F
caQon - vQtf, Cili VWh — x~~g. (9)

Jezto za zvétSovani télesa téhoz tvaru roste jeho objem rychleji
nez prQfez, dosahuji télesa velikd vétsi konecné rychlosti nez mala.
Rovnéz télesa specificky téz§i padaji rychleji nez specificky leh¢i téhoz
tvaru. Na tom se zaklad4 na pf. tfidéni rudy od hludiny v tekouci
vodé. Kapky deStové dosahuji dosti znacné rychlosti kone¢né (kolem
5 m/sek), nesmirné malé kapicky vodni nebo mlha z nich sestavajici,
které doSly v nauce o elektfiné vyznamného pouziti, klesaji ve vzduchu
velmi pomalu (mm/sek a méné) a stav proménné rychlosti trvd pouze
velmi kratky okamzik.

*60. Sily prfi pohybu relativnim. Pohyb postupny.

Newtondv dynamicky zakladni zdkon méa dle definice v § 44
platiti v prostoru absolutnim, sila i zrychleni v ném ma byti vztaZzena
na absolutné pevnou soustavu soufadnicovou. Ale jiz v kinematice
relativniho pohybu jsme fekli, Ze trati, rychlosti i zrychleni, jak je
stanovi pozorovatel umistény na povrchu zemékoule, jsou vesmés relativni,
méri se vzhledem k soustavé s povrchem zemskym pevné spojené, tedy
takové, kter4d sama se nachazi v pohybu vzhledem k soustavé prolozené
sluncem, jakoZzto stfedem, a ur€itymi stalicemi, které intuitivné pfisuzujeme
vys$8i stupen ,absolutnosti4 Pro takového pozorovatele patrné neplati
Newtonlv zakon, pouZije-li ho na méfenda zrychleni, ktera v souhlase

s 8§39 musime oznaciti —3, a skutecné, fysik alné existujici

sily F, to jest takové, které dle naSi domnénky by mohl dokézati
také pozorovatel v absolutnim prostoru, na pf. na slunci nebo jiné
stalici pevné umistény. Neplati tedy obecné prosty vztah
P -
m ».

a8

9%
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Ale snadno si pomGzeme, pripustime-li platnost Newtonova zakona
v celé jeho velikolepé generalisujici koncepci, piSice jej dle (39//) ve tvaru

F mna =m, (Ar av - &),
neboli
- B A
F — thav— mac  niar ni d—tf;'r (/>)

K sile skute€né, abstraktné absolutni, musime pFipojit! dodatetné
¢leny, které maji se silami formalni podobnost, rovnajice se souginiim
z hmoty a zrychleni — mav a — mac a proto se nazyvaji silami
zdanlivymi, fiktivnimi. Pak plati (/) jakoZzto obdoba Newtonova
zakona pro zdanlivé, nami namérené zrychleni. Pro rovnovazny stav
vzhledem k soustavé pohybované jest prava strana (ti) nulou.

Clen — mac - — 2m |Cow) dle (39ti), t. zv. sila Coriolisova
vystupuje pouze pfi relativnim pohybu vzhledem k soustavé rotujici.
Za rovnovéhy jest nulou. Nerotuje-li soustava E ¥ (oznaceni totéz jako
v 88 38 a 39), mizi rovnéz, a sila z vedeni — mav se dle (399)
redukuje na — tne, kde < jest zrychleni pohybované soustavy E'
vzhledem k absolutné pevné E. Pohybuje-li se vSak soustava E'
primo ¢are arovnomeérné je také — mav—+0 a Newtonova rovnice
ma tyZ tvar, jako by byla E' v absolutnim prostoru pevna. Rovnice (a)
v tomto — a pouze v tomto — pFipadé plati.

Naopak mlzeme Fici: Ze zjevi mechanickych a takovych, které
se daji mechanicky vyloZiti, mechanickymi zjevy interpretovati, nemdzeme
ni€eho usouditi pro rozhodnuti otazky, zdali je soustava, na niz dli
pozorovatel, v absolutnim klidu, nebo rovnomérném, postupném, pFimo-
Carém pohybu. Vskutku se absolutni sila F- ntr ni¢im nelisi od

sily Fr— mg, jak ji naméfime v pohybované soustavé.

Predpokladejme v § 38 obr. 43, Ze v pravouhlé soustavé pevné E a
pohyblivé E rjsou vSechny osy trvale rovnobézné, takzet —7,f-~j, F /e,
coz nikterak neomezuje obecnost UGvahy, podminujic pouze pohyb
postupny. Pak dle (38a) je

ds  dx__*
d o

diferenciaéni znaménko d ztraci svdj zvlastni vyznam. Ma-li tedy byti

rPY dX  dX . f,

d?=d¢= W musi F= ('

kde vO. dle (38 d, €) patrné rychlost z vedeni, jest co do sméru a rychlosti
stadla. Dalsi integraci plyne v----2-j-vO0t 0, kde konstanta FO jest dle
obr. 43 polohovy vektor zacatku C pohyblivé soustavy E F v okamZiku
t 0. Predpokladédme-li bez Gjmy obecnosti, Ze v tom okamziku
spadaly soustavy E a E' v jedno, je F( ) 0, a dle oznaceni v § 38

— V— v0t,
Cili
+ K = Zor—oxt)+ T — (- —
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Z toho vidime, Ze t. zv. transformaci Galileovou
x—»t, nr- l—o, /= c—ed,, ©®
to jest dosazenim /1, 1 za f~ /I, r, se zdkladni rovnice pohybova
a tedy také ostatni z ni odvozené mechanické véty neméni. Rikame,
Ze pohybové rovnice jsou vzhledem ke Galileové transformaci invariantni.

Kratce mizeme fici: Celd véda o mechanice jest tdZ pro pozorovatele
v absolutnim prostoru pevné umisténého a jiného, ktery kona sva
pozorovani v systému jsa spolu s nim unaSen absolutnim postupnym,
rovnomérnym a pfimocarym pohybem. Tuto vetu nazyvaji klasickym
principem relati vno sti, jejz nutno dobfe odliSovati od moderniho
Einsteinova principu téhoz jména.

Dva rdizné postupné pohyby, dvé po sobé& provedené transformace,
mlzeme nahraditi jedinou téhoZ tvaru, v niZ jen stalé koeficienty zméni
své hodnoty. To vyjadfuji matematikové vétou: Galileovy transformace
tvofi grupu.

Spolu s rychlosti da se na zakladé C¢isté mechanickych zjevi také
kinetick&4 energie pouze relativné stanoviti; jest totiz dle (‘18cl)

UnveT — \rnvy? ~j-\m y* -j- 2ivrvy, )

kde leva strana jest absolutni kinetickd energie ‘Ja7 prvy c¢len pravé
strany pozorovana relativni kinetickd energie Tr, druhy a tfeti clen
jsou neznamé. V poslednim ¢lenu vyskytuje se pozorovana relativni
rychlost vr dokonce jakozto faktor linearni, nikoli kvadraticky.
Obecné rovnice (i) uzivame casto i tehdy, povazujeme-li soustavu
pevné spojenou s povrchem zemskym za absolutné klidnou coZ velmi
Casto, ba v technice snad vzdy jest moZzno a nevede k znatelnym
vétSim chybam, jak v pfistim paragrafu se ukéaze. Jest totiz nékdy
pohodlno. uvaZzovati o pohybu hmotného bodu nebo soustavy hmotnych
bodld vzhledem k systému koordinat -T', pevné spojenému s néjakou

pohybujici se hmotou, télesem, které spolu s vzhledem k povrchu
zemskému provadi postupny nebo rotacni pohyb. Mysleme na pf. na
pad télesa v jedoucim vlaku, otadcejicim se kolotoCi. | tu vystupuji
sily fiktivni.

*61. Pohyby na zemékouli.

Pro pozorovatele umisténého na zemékouli maji zdanlivé sily
pfi relativnim pohybu vyznam velice dllezity.

l. Pojedname nejprve o vlivu jejiho pohybu revoluéniho*),
abstrahujice zatim od jeji rotace. Zrychleni C stfedu zemékoule pochézi
od pfitazlivé sily stalic, obéznic, slunce a mésice. Dle v§eobecného
zakona gravitacniho jest velikost zrychleni rovna k.\F: 22, kde
.V jest hmota pFitahujiciho télesa, v jeho vzdalenost od zemé a k
konstanta gravitac¢ni, jejiz velikost v absolutni soustavé mér
bZzi mezi 6 b6 aZ 6'68.10-8cm3 sec~3 1 Ma ovsem rozmér, nebof
ndsobena hmotou a délena ctvercem vzdalenosti mé dati rozmér zrych-

*) Rychlost zemékoule v eliptické draze ma stfedni hodnotu 278 kmsec 1
a kolisa v rozmezi 500 msec 1béhem pul roku.
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leni cmsec~2. Pro nesmirné velikou vzdalenost stdlic a pomérné
malou hmotu obéznic jest jejich vliv k zanedbani nepatrny. Od slunce
pochazi zrychleni zemékoule smérem k slunci ~= 0*58 em sec~3 tedy
pomérné malé vaci zrychleni zemské tize, kolem 980 em sec~2. Mésic
ma hmotu 27*2.106-krate mensi nez slunce, ale jeho stfedni vzdale-
nost (384.400 km) jest asi 390-krate mensi nez stfedni vzdalenost
slunce (asi 150.106ta), takze zrychleni zemékoule k mésici ma ve-
likost rovnou pouze asi 0*0055 zrychleni
k slunci, t. j. 00034 em sec~2. Jakkoli
jsou tyto veliiny velmi malé, prece zpd-
sobuji mohutny zjev slap& mof¥skych,’

[ L | k7. prilivu a odlivu.
b7 o ZRIR ¢ R 5y PFedstavme si (obr. 60) zemi jakoZto
g 0 kouli o stfedu O ve vzdéalenosti od

slunce (nebo mesice), které necht jest

v obrazci na levo od zemékoule. Je-li R

polomér zemsky, jest vzdalenost nejbliz-

Obr. 60. §iho k slunci bodu A rovna ri*=r0—i?,

N nejvzdalengjsiho B pak r2= r04-IL Pro

jednoduchost myslime si pFitahujici téleso v roviné rovnikové. Smér
do stfedu O zemékoule jest v A chaTakterisovan jednickovym vektorem
Ji, v B pak — (ji. Je-li v bodé A nebo B umisténa hmota m,
plsobi na niskuteéné (absolutni) sily dle gravitaéniho zékona od
zemékoule F1 Fjj* resp. P2 ;—F1 Fq& a od slunce (mésice)

Mm _ Mm

h =~ kTirQi resP- Ja= V5—ﬁj-
Chceme-li popisovati zjevy vzhledem k stfedu zemékoule, musime ke
skutecnym sildm dle rovnice (60/>) pfFicisti zdanlivou silu z vedeni
— mav a Coriolisovu — mac, které, abstrahujeme-li zatim od rotace
zemské, jejiz vliv pojmeme do velikosti F (viz nize), se dle (39g)
redukuji na silu — m¢, sméfujici od slunce (mésice) pry¢ a rovnou

_ Mm _ Mm _
1 v— k -r Qi ~ ~ k
ro~ ro

Jsou tedy silycelkem v A a B smérem do zemského stFfedu
pUsobici

-feMen .(\_;-'.---\-1; resp. Fq%— kMm 0)
|
Dle 0 n=R a

Ize pfFiblizné psati

1 1 Co—rt)(o-frYy . 2R . 1 1

rFoV rEro re  ro @)
a shrnouti vysledek avahy ve vyrok: Popisujeme-li zjevy na zemé-
kouli relativng k jejimu Kklidnému stfedu, plsobi na &astice v mistech
A a B vedle pfFitazlivosti zemské sily odpudivé 2kMmR:r0z, jakozto

vyslednice pfFitazlivosti slunce (mésice) a zdanlivé sily z vedeni. Vody
oceanu, jichz castice jsou volné pohyblivé, vzduji se na mistech téch
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i sousednich, z klidné zemékoule vodou oblité vytvoFilo by se téleso
ovalni podobné protahlému rotacnimu elipsoidu s pfimkou AB jakoZto
velkou osou rotacni.

Pojednali jsme obSirnéji o této jednoduché véci, jezto v elemen-
tarnich knihach byva tato staticka theorie slapd vyliena Casto
velmi zkreslené a faleSné, jak jinak neni mozno, neuZije-li se spravné
pojmu zdanlivé sily z vedeni. Elementarné a prFi tom spravné lze vy-
svetliti zjev jen z predstavy, 7e Castice v A pada k slunci (mésici)
s vétsim zrychlenim nez stfed zemsky O, a ten zase rychleji nez ¢as-
tice v protilehlém misté B. Proto, Ze ve vyraze pro odpudivou silu
vystupuje tfeti mocnina stfedni vzdalenosti r03 vo jmenovateli, pFevlada
pres jeho malou hmotu vliv mésice nad sluncem vice nez dvakrate.

P¥i popisu zjevl pohybovych na omezeném okrsku zemském,
vzhledém k soustavé s povrchem zemskym pevné spojené, sila z vedeni
— mU vypadne z podtu. Pohybové rovnice hmotného bodu m, na néjz
pdsobi mimo silu od slunce (mésice) libovolna skutetna (absolutni)
sila F a pocatku soufadnic p pevného na povrchu (nerotujici!) zemé-
koule zni:

~dte ~m+ am~ @ ~df~ (‘ap~ rp~ &)

Cleny aam a afip jsou zrychleni zplsobena sluncem (mésicem) v bodg
m a p. Po dosazeni z druhé do prvé rovnice (c) lze jejich rozdil
vzdy zanedbati. Jeho maximalna velikost jest totiz obdobné
s (b rovna 2kMr:r08 kde r jest vzdalenost bodu m od pocatku p,
kM :r®2 dle dfive uvedeného 0*58 emsec~2 Je-li tedy na pF. 1*5 km,
jest onen rozdil pouze 2.0*58.10~8em sec~2.
1. Prihlédnéme nyni k vlivu rotace zemské. Z (6023 a (394 h)
vime, Ze rotatni pohyb vztazné soustavy vede k zdanlivym silam
z vedeni a Coriolisové

— mav- — g ([w.?] -j- [&> [®JI]])
a — mac— — 2yi £A) —J = — 2m [Covn\. (d)

Zemskou rotaci mlzeme povazovati za rovnomérnou a smér osy rotagni
za stély, takze o) —stalé, w= 0. Uvidime sice pozd&ji, Ze se smér o)
ponékud méni (precese a Chandlerova perioda), ale v nepfFili§ dlouhych
dobach jsou zmény ty nesmirné nepatrné a zde Uplné je lze zanedbati.
Y sile z vedeni zbyva tudiz pouze druhy Cclen.

Zemékoule oto¢i se o 360° v absolutné pevné soustavé — vzhle-
dem k hvézdné obloze — jednou za hvézdny den, €ili 23* 56™ 4*
86164 sekund stf. Casu slunecniho.*) Jest tudiz velikost rotacni
rychlosti
2— —= —-— ——7-292 1lo0- 5sec-1
86164 sec  13714%e<- '
*) Data jsou Cerpana z vybornych tabulek logaritmickych dra M
Yaloucha (3. vyd. Praha. J. ¢&. m. a f, 1019).
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1. Jednejz se o bod P klidny
na povrchu zemékoule, v zemépisné
§ifce tp, jehoZ posicni vektor vzhle-
dem k stfedu zemskému O je OP
H¥g— RS° (obr. 61). PUsobi na ngj
dle zakona gravitacniho sila sku-
te€nd F sméru PO

5 3 p— A—1 0
Y oA\ * T LJif8m
- o gl D
; J64] | =50
f Wyt — f T

|
B
~—
£
——
Obr. 6la Obr. 615,

Od rotace pochazi za klidu bodu sila zdanliva
—mav=—m\dJ [ﬁ:ﬁ“
Z definice vektorového sou€inu a pfimého nazoru jest patrno, Ze
[WEJ= coRsin (90 —(p) . Tojs]°= o)Rcos (f [wS]°,
kde jednickovy vektor \ojs\° mé& smér kolmy na w a §, v obrazci vy-
Z

znaceny a rovnobézny se smérem PY podél rovnobézky od zapadu
na vychod. Jest tudiz vektor

|é) [U)S]] = . ojR cos (psin 90° |o) [f[)S_|]° ~0)-R cos (f [¢0 [fC)§]]° ©

sméru POt || a,0, a zdanlivd sila —mciv méa velikost moPRcos (f

mo)2. OiP a sméfuje kolmo od zemské osy pryé. TotéZz bychom
obdrzeli rozepsénim
[oj |ois]] = oj (0js) —s0j2 —E0°0)R sin (p —£°0)R.
Tuto zdanlivou silu — mav nazyvame silou centrifugaln i
Cili odstfedivou. Jak je patrno, vystupuje vSude, kde popisujeme
pohyby vzhledem k soustavé soufadnic, kterd se sama ot&Ci-v prostoru
absolutnim (nebo s dostate¢nou pfesnosti za absolutni povazovaném).
Ma-li bod vzhledem k ni zlstati v klidu, musi dle (60 £) vektorovy
souCet vSech skutecnych sil a sily centrifugdini byti roven nule. Tim
jest také prokazana opravnénost diive neoddvodnéného postupu vypoé&tu
ku konci § 58.
Ma-li (obr. 61 b) hmotny bod P zlstati vzhledem k zemékouli
klidu, musi silu
F — mOJ-Rcos (pav’= mg (/>
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yyvazovati jina, Ila pfF. od napéti vldkna, na némzZ P jest zavéSen.
Smér vladkna by i tehdy, kdyby zemé byla idealni homogenni kouli,
spadal v jedno se sniérem PO, stfedobéznym, pouze na rovniku nebo
na poélech. Jinak sméfuje na sev. polokouli vzdy o néco jiznéji. Smér
vysledné sily mg, Cili vahy hmotného bodu nazyvdme svislym nebo
vertikalnim, jeji intensitu g zrychlenim zemské tize. Z vy-
razu (/) je dale patrno, ze toto zrychleni by i na dokonalé kouli
zaviselo na zemép. Sifce ¢p. Maximalni centrifugalni zrychleni na rovniku je

0O2R  (7*3)3. 10~10. 637 . 10° emsec—~2  3*4 em sec—2.
takze Cini jen asi tFetinu procenta zrychleni g. Pon&vad? Ghel £ mezi
mg a F je velmi maly, lze psati priblizné o velikostech
mg * F — mavcoscp - F — muPRcodcp, (9)

kde F mG je sila a G zrychleni, které by na bod P pusobily, kdyby
se kulovd zemé neotacela. Jest tedy gy a g0 v zemépisné Sifce (p a na
rovniku (cp 0)
— G— °>'R  cor(f, H G—

Na kulové zemi pFibyvalo by od rovniku k to€nam zrychleni se ¢tvercem
sinusu Zemépisné S§itky. JeZzto zemé je zploStéla a geocentricka
§iFka (p neni GpIné totoZnou se Sifkou zemépisnou ip @ ¢t
roste zrychleni rychleji.

— gl

2. Volny pad ahorizontéalni pohyb na rotujici ze mé-

kouli. Necht pada bod hmoty w z bodu P x, lezicitho ve vySce h nad P
(obr. 61). Je-li § jeho okamzity polohovy vektor méreny od bodu P.
ktery si myslime pevné spojehy se zemi, je pohybova rovnice dle (/)
a (60 b)

<ps_ mg — mac— mg— Im,r I—ot;(—I 1. éh'i

m

Povazujme smér rychlosti vr v prvém pfiblizeni za staly a to-

tozny s g° — coz vzhledem k velmi malé rychlosti otaceci co je mozno,

jak nas sam vysledek pouci — a volme jej za kladnou osu Smér

[6)yr] je kolmy na roviné polednikové AOP a sméfuje tedy podél rovno-

bézky na zapad. Uhel mezi w a Frje 90° (p (vlastné 90° j-ip, ale
abychom nekomplikovali vykres, zaménujeme zde @ za 'ip) a tudiz

IOV OUWsin (90 -J- ) — (Owrcos (p.

Coriolisova sila je — mac, tedy sméru opacného, na vychod; tak
volin% osu Y. Osa X jde potom podél meridianu na sever. Rovnice (h)
prepise se semikartézsky

d2s d2 o1 J % |
m— EEm-r*(tr-[-Jg lez) hng—2m ocosq O — cosin® (?)
dif dt ' | O 0 z |
a rozpadne se na
-0, ji—20cosep.i, z 4@

Z prvé a treti plyne bezprostFedné
i—A, ,v~ At-\-B, Z -gt-j-C, : \gt2-j- Ct -f- 2).
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Bud bod in v ¢ase t— 0 vypustén z Px (x y= 10, z=
bez pocatecni rychlosti. Pak integracni konstanty A B =
— h, a dosazenim za i

- MToos(f.t, §= cogcos(f.t3-+E, y= JWas(F .B-)-Et-fG.
Dle zacateCnich podminek jsou konstanty E G-- 0. Celkem mame:
L= 0, x—0.
y— w-cos(p. t\ vy @rcosfl . i3, @)
7= gt, z=\g¢ — h.
Eliminaci t zy a * plynula by draha jakoZzto Neilova parabola. Hmotny
/0T
bod dopadne na povrch zemsky (j = 0) v ¢ase G— ¥ —, ale nikoli do
o - _ \_0 (2h\ss,
boduP (x —y= z= 0), nybrzdo bodu ,r c¢= 0, y= \-cogcos(f.Il— J%
leziciho ve vzdalenosti y na vychod. Uchylka ta je nejvétsi na rovniku,
kdezto na pélech je rovna nule. Ale vzdy je velmi mala. Kdyby na pfF.
na rovniku byla vyska padu h~ 18g, t. j. asi 180 metr, byla by
y 1*nrtoo-+980.63 5on. Byl tedy na$ zjodnoduSujici pred-
poklad vr|| g dostatecné dobFe splnén. Ostatné Cinime pFi vypoctu™a druhy
tichy predpoklad, Ze totiz g je podél celé drahy téze velikosti, aC ve
skute€nosti smérem k zemi ponékud, tFeba nesmirné nepatrng, roste.

Vychodni uchylka shledana pFi pokusech (Reich 1831) v mezich’
pozorovacich chyb souhlasnou se skutecnosti. Soucasné stanovena
velmi mala Gchylka jizni, kter4 presahuje mnohokrate tu, ktera by
plynula z theorie presnéjsi (srv. Foppl IV, 356), a jest tak mala, Ze
se pozorovani uplné vymyka. Néktefi (Hall 1903) ji pricitaji vibec
jen pokusnym chybam. Elementarné Ize vychodni vychylku vvsvétliti
takto: Téleso v bodé Px mélo v okamziku vypusténi vétsi vychodni
slozku rychlosti (co X vzdalenost od osy zemské) nez bod P zemského
povrchu. PonévadZz se tato slozka zachovava, ,,predbéhne# pFi svém
padu bod P smérem na vychod.

JeSté snadnéji Ize dokazati, ze hmotny bod. kterému udélime hori-
zontalni rychlost podél merididnu na sever, vr= v ri, podléh& Coriolisové
sile y= 2cosing .vn kterd vede k vychodni vychylcey = cosin(p . vrt2.
PF¥i jizni rychlosti vr~ — Wi nastava vychylka na zapad, tedy na se-
verni polokouli vidy k pozorovatelové pravé ruce. Popularni vysvétleni
Ize podati zcela obdobné jako nahorfe. Zato se takovému vykladu
vymyka jizni (severni) vychylka télesa horizontalné vrzeného na vy-
chod (zapad), kterd se vysvétluje Coriolisovou silou — ?2 mcosinfy . oy

(pFi vj”™ 0). Tato plyne z determinantu v (i), kde posledni Fadek je

prepsan na 0, vy, 0. AC jest Coriolisova sila velmi mala (za rychlosti
10 m/sec. obndsi asi yoVO0 vahy télesa), zda se, Zze u Fek je jeji seku-
larni plsobeni patrnym. Mnohé Feky severni polokoule (Gironda, Odra,
Visla, Némen, Dunaj, Volha, Ganges) znenahla p¥ekladaji svdj spodni
tok na pravo, takze, a¢ jejich pravy breh jest pokryt vypnulinami a
pahrbky, je na levém brebu v dosti veliké S§ifce rovinny plochy nanos.
(BaerQv zakon 1860.)
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Oba popsané déje vychodni uchylky pFichazeji k platnosti u mas
vzduchovych, které, stoupajice poblize rovniku vzhlru, se pohybuji
na sever, kde padaji zpét k povrchu zemskému. Vychodni vychylka
zplsobuje, Ze se projevuji jakoZzto vétry zapadni (passaty). U nas
stoupajici masy vzduchové zplsobuji vétry vychodni. Podobné Gvahy
plati i o proudech mofskych.

3. Kyvadlo Foucaultovo. Vychodni Gchylky pokusné sta-
novené pfi volném padu mohli bychom uziti jakoZto ddkazu pro rotaci
zemskou. Ale daleko presvédCivéji pusobi snazsi klasicky pokus
Foucaultdv s kyvadlem, provedeny r. 1851 v pafizském Pantheonu
ve velikém méFitku. Rovina kyvO ota¢i se totiz smérem ruciek
hodinovych (na sev. polokouli) dhlovou rych-
losti oosin oo, kde A a g maji tyz vyznam, jako PEIFx ¥
dosud v tomto paragrafu, Uhlové rychlosti 2 N
zemékoule a zemépisné Sirky. Velmi presné AR h e AR
pokusy provedl v letech 1876—1878 Kamer- | s | ~
lingh Onnes v Groningach. Zakladni dife- Bt
rencialni rovnice plynou z nazoru velmi snadno. [ &\

UZijeme téZe soustavy souradnic jako na obr. 61, (S

prenesSe pouze pocatek do PIm Zakladni rov-

nice je podobna jako (K); k vnégjsi sile mg 7 s

pFistoupi napéti S vlakna délky /, takze ‘;m[}
dx o 0_,_

9.
m~diF~mg ~ [ w Obet

Dle jediného pohledu na ponékud zfetelngjsi obr. 62 a rovnici (i)
Ize (&) rozepsati na

dF m-~ &f I j{ 7\f f?)f kvtgl—( -f -+
7 £
Qcosp 0 — gsineg,
v 1 z

jez se rozpadd natfi zakladni rovnice, knimZpFistupuje podminka

12 -|-y2j-z2— /2, Cili xx -J yy-f-zz--0. )
Zni:
7 .
mx = —S"‘ """ Zm(OySIncp’
my -=—s 4§ Qo5 éi sin (p—#— Z cos cp), (”O
mz — — S ———- 2Mcoy cos g -|- M.

Nasobme postupné i, y, z a sectéme. Vznikne vzhledem k (/)
m Gi~ -j- Yy - 22) = — (mvl)  mgZ ' (n)

To vSak neni nic jiného neZ princip Kkinetické energie v témz
tvaru, jako u obycejného matematického kyvadla v absolutnim prostoru.



Silu Coriolisova nekona Zadné prace, jak je ostatné na prvy
pohled patrno z jejiho vyrazu [wur], nebot stoji stadle kolmo na rych-
losti a tedy drédze hmotného bodu; formalné dle (8a) a (6b) jest
vrwt;] 0.

V dalS$im omezime se na kyvy o amplitudé velmi malé. takze
' lh il Jouveli¢iny velmi malé prvého Fadu. Jezto c je konetné
aneustale pfriblizné rovno /, jest dle (/) zz — (#* - yy), : arovnéz z
nekonec¢né malé druhého Fadu. Zanedbame-li ve tFeti rovnici (m) veli¢iny
malé proti kone¢nym, obdrzime pro z velikost napéti vlakna ,S  tng,
a dosadivie do prvé a druhé, v niz zanedbame ~ nekonecné malé
druhého Fadu,

» —g— 10Jysin i:)

y —0~~\- 20hFsin<p (0)

Z nich plynou nasobenim ¥, ;/, resp. .,y

ii-f-y vy j- (#x-j-yy) a ay— 22— 2Q sin (p (r.F—/I?)
a integraci
oFs I8 y (va-)-f) — eit "j— /¥F= (f(I's-f /1) — <V (»
Témito rovnicemi jest uréen pohyb prdmétu hmotného bodu
v horizontalni rovingé XY. Zavedme v ni (obr. 62) soufadnice polarni
fa a; pak
S2-j-y- rl  rfer-y- P-j-rVz2, )W — yiF }a

vypoc€tem nebo dle (16d) a (17 c), nebofposledni vyraz  neni nez dvoj-
nasobna plosna rychlost .bodu. Rovnice (p) prejdou dosazenim v

F3-j- r2a ~ r2 C\, r~a~ r26)sin(p-j- Cg. Q)]

Prva jest splnéna také prOmétem sférického kyvadla, jak oka-
mzité plyne z (586), druha v3ak ne, nebof plosnd rychlost zde neni
stala jako tam. Ale nechme soustavu soufadnicovou A% Y otaCeti se
kolem osy Z uUhlovou rychlosti ojsincp. Pak novy udhel bude

ai  a— (gsincp)t. ai a— gsin(p
adosazenim do druhé z rovnic (<)
rhai= rz2a — sin(p= C2. . (r)

Z prvé rovnice (q) vznikne, zanedbame-li ¢len s co2 jakozto maly
druhého Fadu,

F2-J- - — r2— 26gWsinp-p (\ EEi  y-t2-j- 6g. €yl
V nové otacejici se soustavé obdrzime tedy Uplné stejné rovnice

jako dle § 58 plati v absolutnim prostoru pro velmi malé kmity ky-
vadla sférického. To v3ak znamena, Ze se na pf. u kmitl rovinnych
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na severni polokouli v zemépisné Sifce (/ otaci rovina kmitovd sama
Uhlovou rychlosti tosin<p ve sméru od severu pfes vychod, jih a zapad,
tedy ve sméru rucicek hodinovych neboli stejné se zdénlivym obéhem
slunce, coz pravé potvrdil pokus Foucaultiv.

Yysvétliti jej elementarné jest velmi obtizno. ne-li nemozno.
Kvalitativné prdbéh chapeme, vzpomeneme-li Gchylek pFi horizontalnim
pohybu na zemékouli, a myslime-li za malych amplitud kyvani pfi-
blizné jako pohyb horizontéalni. Ostatné nejsou rovnice (0) nez vy-
jadrenim této okolnosti. Bod uchyluje se neustdle v pravo od pozoro-
vatele, hlediciho ve sméru pohybu. Obygejny zplsob elementarniho
vykladu byva tento: Dle poznamky k (57/) zachovava rovinné kyvadlo
v absolutnim prostoru rovinu kyvu. RozlozZime-li (obr. 61a) absolutni
rotacni rychlost zemékoule to na slozky v ose X a Z. jsou tocostp a
—tosin (f. Otaceni kolem osy A’ nemd na kyvadlo vlivu. Zato slozka
ot&€eni kolem osy Z smérem od V k A' projevuje se pozorovateli tak,
jakoby srovina kyvl vzdalovala od osy A' a blizila k V rychlosti
tosin(f. Ze tento jednoduchy vyklad neni spravny, plyne jiz z toho.
Ze by nutné musel platiti pro libovolné amplitudy, ¢emuz tak neni.

Nékolik slov o pfFiCinach Castého nezdaru pfi demonstraci pokusu
Foucaultova: Amplitudy musi byti malé a pohyb kyvadla pokud mozno
rovinny. PFesnd theorie sférického kyvadla totiz uci. Ze elipsa, kterou
opisuje horizontalni priimét bodu, se otali, ato v témZ sméru, v némz
sama se probiha. Osy staci se Uhlovou rychlosti Umérnou plose opsané
elipsy. Odpovidaji-li na p¥. amplituddm 5° a 1°, oto¢i se jiz béhem
10 celych kmitd téméF o 2° (srv. Voigt: El. Mech.). Timto zjevem
se Foucaultovo oto¢eni (u nas 11°5' za hodinu) prekryva, a snadno
mUze i co do sméru vyjiti zdanlivé opacné.

4. Kyvadlo kuzelové. Rovnicim (a) vyhovuji, jak se snadno
pfesvéd¢ime dosazenim, integraly

* — -j- FOsinnt. u + 'o cosr,f- )

PFi tom musi n splfiovati rovnici

Cili, zanedbame-li tolsin2(/ proti f/:1
n-- ol

Jak plyne z (29 <) znaci (f) pohyb hmotného bodu v kruhu a sice
po prve .(/ ) smérem od osy )'k A, podruhé (/ —), smérem
opatnym. Z(u) jepatrno, Ze Uhlova rychlost konickéhokyvadla, které
se na severni polokouli otafi smérem rucicek hodjnovych (// —), je
vétsi nezli proti rucickam hodinovym. Dva hodinové stroje regulované
takovymi kyvadly Uplné totoznymi, ale v opacném sméru obihajicimi,
nejdou stejné, nybrz prvy predbihA — na severnim pélu u kyvadla
1m dlouhého denné o 4 vteFiny, jinde o 4 .sin (p vteFin. Ddvod se
snadno demonstruje otaenim takovéhoto kyvadla na centrifugalnim stroji.



IV. Dynamika soustavy bodové.

62. Bodova soustava. Téleso.

Mé&jme libovolny po€et n navzajem rozliSitelnych (diskrétnich)
hmotnych bodl v prostoru rozlozenych. JeZto jsou rozlisitelny, mysleme
je ocCislovany jakozto m2? .... mn. Jejich okamZitou polohu urcu-
jeme polohovymi vektory Tt, Ffa, ... Vh, vedenymi z téhoZz v prostoru
pevného pocéatku O. Vzajemna poloha dvou libovolnych bodu m\ a jest

dana vektorem = — ", kde pofad indexd zna&i smér postupu.
Patrné jest zcela obecné = — ).

Vybereme-li ze v8ech hmotnych bodl ve vesmiru za Ucelem urgité
tlohy jen jisty jejich soubor, na pf. hmotné body, které se nachazeji
uvniti jisté pfedepsané uzaviené plochy, mluvime o soustavé bo-
dové/bodovém systému. VSechny relativni polohové vektory r”L
mezi body této soustavy urcuji jeji okamzitou konfiguraci. Mo-
hou-li se jak sméry, tak 7elikosti vSech vektor( 7~ libovolng ménili,
mluvime o soustavé (GpIné) volnych bodd. Jejim opakem je
soustava takova, v niz veSkeré vzajemné vzdalenosti jednotlivych bodd
jsou neproménné, kde tedy veSkeré velikosti jsou stélé, jakoby
veskeré body byly spojeny nehmotnymi, Gplné tuhymi ty€emi. Tako-
vouto soustavu bodl, tuhymi vazbami spojenych, nazyvame sou-
stavou absolutné tuhou. Jak si tyto tuhé vazby mlzeme pfed-
stavit! fysikalné realisovany, o tom pojedndme pozdéji. Pojem tuhé
soustavy je velmi d(lezity, nebot od ného pFechazime k pojmu tu-
hého télesa, stanovice axiomaticky: ,Je-li mechanick4 véta do-
kdzana pro soustavu diskrétnich, navzajem tuhymi vazbami spojenych
bodu, plati i pro tuhé téleso, které jest povazovat! za mezni (limitni)
jeji pripad.u

Fysikalnim télesem vidbec nazyvame soustavu hmotnych
bodd, obsaZzenou v jisté, v prostoru vhodné volené, uzaviené plose re-
gularné — t. j. spojitou te€nou rovinu a urcitou kfivost majici. O volbé
této plochy rozhoduje v kazdém pripad¢ zvIast zkuSenost. Hmota .V
télesa konetného jest soutet 2Jm hmot veskerych hmotnych bodd &ili
¢astic v ploSe té uzavienych. Pfedpokladame, Ze i v nejmensim fysi-
kalné uskute€nitelném a méfitelném objemovém elementu A V, mySleném

nejblizsim okoli hmotné castice kteréhokoli skute€ného télesa (na pF.
AV = Av.Ay .Az), se vzdy nachéazi prakticky nekonecné veliké
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(t. j. sice koneénym,ale nesmirné velikym C¢islem dané) mnozstvi
hmotnych bodd. Elementy A V poblize hranic volime tak, aby se v nich
nevyskytovaly hmotné ¢castice télesa sousedniho, le¢ snad v mnoZstvi
zanedbatelné malém proti €asticim vlastnim. Je-li celkovda hmota ¢astic
v libovolném elementu AV rovna z/.F, nazyva se pomér

— q, kxie M — 2Jm a

Ay @ (@)

stfedni specifickou hmotou (hmotou jednicky objemové) v ob-
jemu A F.Celd hmota télesa je oviem

M -UAm —Z gAV. (b)

Je-1iQ v celém télese stalé, nazyvame totostejnorodym,
homogennim, a skute€na spec. hmota je rovna spec. hmoté stfednif
poméru M : F.

Pfedstavujeme-li si ddsledné dle tohoto obrazu, odpovidajiciho
theorii atomistické, Ilibovolné téleso jakoZzto soustavu nesmirné
mnoha nesmirné malych a ovSem dostate¢né husté v prostoru rozlo-
Zenych Castic, nenidZze objemovy element A V sestoupili k limité mate-
maticky nulové, nemlze se stati libovolné& malym, nybrz jenom do
jisté miry nesmirné malym. V praktickém pocitani nahrazujeme u ko-
necnych téles tyto nejmensi z/F, pFi jichz postupném zmenSovani g
se asymptoticky, ale spojité blizi jist¢ kone¢né hodnoté, objemovymi
elementy téhoz tvaru a velikosti z/F, které si myslime vyplnény
hmotou g .AV stejnomérné a spojité rozlozenou. DalSim poddélenim
takovéhoto elementu A V na libovolné malé <V zlstane hodnota spec.
hmoty () nedotéena. Pak miZeme sumaci aé nesmirné 'velikého, pfece
kone&ného poétu s&itancl 2Jg.A[' nahraditi integraci a psati

(M r o,
— = @ jQtiv,
\%
nedopoustéjice se prakticky chyby, nebot pfedpokladame, Ze prak-
ticky pfipustna A V jsou tak mala, Ze pfFi pfechodu z jednoho do
sousedniho v témze télese se g méni prakticky spojité.

Narazime zde znovu na filosoficky nepfeklenutelny rozdil mezi

obéma jediné moznymi obrazy o konstituci hmoty, atomistickym a spo-

jitosinim*). Diskrétnim ¢asticim .. odpovidaji v obraze druhém
elementy hmotné {dm)i, {dni)2 .... které se ovSem navzajem vsude
dotykaji, takze ma-li se jejich vzajemna vzdalenost — vlastné vzda-
lenost jejich stfedd méniti, musi byti opatfeny atributy hmot.y ja-

kozto télesnych celku, stlacitelnosti, pruznosti atd., o jichZz pfic¢inach
pak dale mluviti nema& smyslu. Proto exaktni fysikalni atomisticka
theorie hmoty byla nejprve zbudovédna u latek, které tyto atributy jevi
v mife nejpatrnéjsi, u plynt.

*) Pro prfechod od jednoho k druhému srovnej téz poznadmku pod
carou § 46.
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63. Hmotny stf¥ed.

Kazdé soustavé hmotnych bodu pfisludi jisty geometricky bod.
zvany hmotnym stfedem, nebo z d@vodl, které pozdéji v § 91
vysvitnou, tézisStém soustavy. Jak jméno samo pravi, nalezneme
jej dle obecného pravidla hledani stfedu nékolika veli¢in, kterym pfFi-
kladame rbGzné ,vahy4 Témito veliGinami jsou poloho.vé vektory /j.

¥n hmotnych bodd soustavy, ,vahami" jsou jejich hmoty wA
two, *.. mn Vysledkem poCtu jest

t -ee-mnfn X i
nu («)

A

vektor F*, ktery jest polohovym vektorem hmotného stfedu O* vzta-
zenym k témuz pocatku 0, z néhoZ jsou vedeny FIf..Fv. Jest patrno,
ze zméni-li se konfigurace, zméni se obecné i poloha jejiho hmotného
stfedu. Za to nezavisi na volbé podatku 0, ktery mUlzZe tedy byti libo-
volny. Kdybychom totiz na misto 0 byli volili za po¢atek bod 0\ dany

polohovym vektorem OOf= ¢, byly by nové polohové vektory Fft —r

a tedy "
llir_t_ Ym r— cz\ﬁw

Re= =

—_ - * i *
S “

Viem spole¢né ¥ mohli jsme vytknouti pfed znameni souctové.
Snadna geometrickd Gvaha nebo jednoduché znazornéni ukazuje, Ze
novy hmotny stfed jest identicky se starym O* Pravé v této jeho
vlastnosti lezi jeho vyznam. ! tuhé soustavy jest hmotny stfed vzhle-
dem kni neproménné dan. necht sesoustava jakkoli posunenebo oto€i,
jak ihned pozname, zvolime-li za pocatek néktery bod m\soustavy.

Ve vyrazech (li) vynechali jsme indexy i oznaceni, ¢eho se sum-
mace tyka, coz pro usnadnéni typografické Udpravy budeme i nadale
giniti tam, kde z pfedchazejicich vyvodu jest véc jasna a nemze vésti
k omylim.

RozepiSeme-li (a) v semikartézsky tvar, obdrzime z

PX—u\ + JH. : [SalR el +
A nir \Z/my N Zni:

* *k 1

Zm YrfrA Tm O

pfedpis na vypocet soufadnic hmotného stfedu.

Kdybychom za pocatek O volili hmotny stfed sam, t. j. F*= 0,
zvouce polohové vektory bodl vzhledem k téZisti ~rJVli
bylo by 3 }

Zim* - 0, ¢€ili ZIJnS  ZImT]  ZjAC -r O. (d)

Vypocet soufadnic hmotného stfedu u téles koneénych rozméru
déje se integraci. Je-li po prvé hmota rozloZena prostorové, Q hmota
specifickad, dV element objemovy, po druhé rozlozena v nesmirné tenké
vrstvé ploSné tak. Ze na elementu ploSném dS je jeji mnozstvi odS, nebo
kone¢né velmi pfiblizné na tenounké hmotné C¢céafe (na pf. dratu) tak.
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Ze na elementu délkovém ds se nachazi mnozstvi sd« hmoty, jsou

soufadnice v* — a podobné i ostatni — dany vzorci
I r r
l,rod vV IxffdS IxEds
7 resp. x* - a x* -j . (e
JgdVv fadS Jéds

Veli¢iny a a e se oznaCuji zpravidla jmény*pl osné, resp. li-
nedrni hustota, ac lépe je Fikati hmota jedniCky plosSné resp. dél-
kové. Jsou-li £, d, £ vSude v télese stejné, téleso tedy homogenni, Ize je
vytknouti pfed integracni znameni a zkrati se v Citateli i jmenovateli.

Nebudeme zde provadéti vypodet rdznych prikladd na stanovenf
poCtu (na pf. i v elementarnich Vojtéchovych: Zakladech mate-
matiky, Praha 1916). Také véty Guldinovy (franc. 17. st CQili
Pappusovy (4. stol.), dle nichZz se nékdy snadno vypocte tézisté
homogennich ¢ar nebo ploch, klademe zde bez dlikazu. Pravi:

1. Obsah plochy vytvorené rotaci oblouku rovinné Cary kolem
osy, lezici (mimo ni) v jeji roving, rovna se soucinu z délky tohoto
oblouku a obvodu kruhu opsaného jeho hmotnym stFedem.

2. Objem télesa vytvoFeného rotaci rovinné plochy kolem osy,
lezici v jeji roviné a ji neprotinajici, rovna se soucinu z plochy a délky
kruznice hmotnym stfedem opsané.

Déle uvadime, Ze, mé&-li homogenni téleso (plocha, ¢ara) rovinu
(osu) soumérnosti, musi tézisté lezeti na ni. Bud na pF. rovinou sou-
mérnosti rovina x ~ 0. Pak patfi ke kaZzdému m s kladnym x stejné m
se zapornym X, takze soudet vsech podobnych par( dava J2mx= 0
a tedy ,r*:irrO.

Rozdélime-li téleso na dvé céasti s hmotami M\ a a hmot-
nymi stfedy ¥ a F2* J vysledny stfed hmotny

- MI+M> u)

tedy poCitd se tak, jakoby celé hmoty obou ¢asti byly soustfedény
v bodech Fj* a ¥2*. Dlkaz (/) plyne bezprostFedné, dosadime-li

aM A"FA-ZniT™ kde 2 znamena sumaci pres prvou c¢ast soustavy.

a podobné pro druhou ¢ast. Z pravé strany (/) vznikne prava strana {a).
Podobné lze si pocinati, mdzZeme-li dané téleso M povaZovati za rozdil
dvou 3fx— J/3. V Citateli i jmenovateli (/*) maji pak druhé, C¢Eleny
znameni zaporné.

Ddlezité jest pamatovali si, Ze hmotny stfed dvou bod( hmot-
nych ml a m2 leZi na jejich spojnici, kterou déli v obraceném poméru
hmot. Dlkaz nejednoduseji plyne, polozime-li pocatek 0 do jednoho
z danych bod@, na pf. mif takze ~ = 0.

Pak dle (a)

m2F3— (mx-j
mi-p 1%
Mame tedy vzdalenost niim2~ ¥2 rozdéliti na mx-f~madild a 0*

Katera, Zéaklady mechaniky.

.mA/*’



lezi vzdaleno o m3 dili od hmoty mly tedy ve zdalenosti @ dild od
hmoty wa. Kdybychom pocatek O byli umistili v O* bylo by dle (d)
-n /a

(

2filr 1 m2r2 <4 — S — , h)

coZ zase pravi totéz.

64. Sily vnitfni a vngjsi.

Mezi kazdymi dvéma hmotnymi body plsobi centralni sily. To
je axiomaticky pfedpoklad atomistického ndzoru na hmotu, jak byl blize
vyliéen v 8§ 43. Sila fAv kterou pUlsobi hmotna ¢&astice m” na ¢a-
stici my jest taz, ale opa&ného sméru nez sila/”, kterou plsobi 7" na
To uci trfeti Newtonlv axiom o akci a reakci, vyjadieny obdobné
se (43 b) rovnicemi

v JLt - mAfilx h ) P

Pfedstavujeme-li si  hmotu spojitou, nastupuji mistohmotnych
¢astic mv .... objemové hmotou vyplnénéelementy (drn)I9.......... , pro
néz stejné zakon akce a reakce se postuluje.

Sestava-li soustava, o kterou se zajimame, z n hmotnych bodu,
a je-li A</, a A={=jU, nazyvame veskeré sily/Xp., pUsobici mezi
body soustavy, silami vnitfnimiv Seskupime-li je po parech dle (a)
a seCteme, vidime, Ze souCet veSkerych vnitfnich sil libovolné soustavy
je roven nule. nebo symbolicky vyjadfeno

2 vA=0,
X-1p 1
Rozepsanim plynuly by tfi podobné vztahy pro slozky dle os
soufadnicovych.
Vztah (b) mohli bychom také jinak psati. Na bod A-ty pdsobi
ode vsech ostatnich sila

[ L : o X—. ] P [
Napiseme-li takto sily plsobici na vsech n bodu soustavy a
seCteme, méame
[A =0, «
NG («)
coz jest totéZz jako (b), a zase pravi, Zze vyslednice vSech vnitf¥-
nich sil soustavy je rovna nule.
Méame-li vné soustavy, t. j. vné uzaviené plochy, obsahujici
vSechny body m1?. .. .//%,, jeSté dalsi hmotné body mn-\-2%e ¢ e o
plsobi na bod my%celkova sila

[ I 1 [ P [ T S B

y
Cast sily F\ — 2 ~,pochazejici od vnéjsich bodl, zveme silou
"P=»+i 1
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vnéjsi, na bod m\ pdsobici. Soudet veskerych sil na vsechny bodv
soustavy

n n n n n p

* %
2 (AR 2h o+ &)

% 1 X djiAnefe1
nemusi obecné byti a také neni roven nule, nybrZz roven souctu vngj-
Sich sil.

Jsou-li sily vnéjsi nesmirné malé, takZze jejich GcCinek pada pod
mez i nejpresnéjSiho pozorovani a nepotrebujeme-li tedy, upirajice svou
pozornost k soustavé samotné, o né se starati, mluvime o soustavé
isolované, nebo uzaviené, jakoby jakymsi idedlnim obalem byla
pred zasahovanim z vnéjska chranéna. Mlze to oviem byti soustava
tuhd, nebo soustava volnych bodu. Proto nevolime pro ni rovnéz ob-
vykly néazev soustavy volné, aby nemohlo dojiti k nedorozuméni.

U opaku soustavy isolované, totiz soustavy obecné, mohou
vnéjsi sily byti bud prFimo dany jejim zaraddénim pod typicky druh
pohybovych zjevu (na pF. sila od napiaté spiraly, pFitazliva sila zemska,
srv. konec § 43), nebo mohou pochézeti od vazeb, kterym je soustava
podrobena (sila od podkladu pFi pohybu po naklonéné roving, napéti
vldkna u kyvadla) a byti vice méné nezndmy nebo neuplné — na pr.
jen co do svého sméru — znamy. Proto sily vnéjsSi lze rozlisiti
na sily dané, ¢i vtisknuté a sily od wvnéjSich vazeb, i
reakéni. Uvedeme o téchto Hamellv axiomaticky postulat: Ztrati-li
nasledkem vazeb n&jaka soustava v stupid volnosti, zlstava v urcu-
jicich Gdajd veskerych sil reakénich predem neuréeno a vystupuje jako
tolikéZz neznamych v rovnicich pohybovych.

Budiz dana obecnd soustava n hmotnych bodl, na které plsobi
sily wvnitfni / a vnéjsi F. Jeji celkové hmota bud Napise-
me-li jxihybovou rovnici pro kazdy bod a vSechny seCteme, je

2mxh -2 j\ + 2 F Ai:F h (@)
k=1 K=1 A=l X1

nebot dle (64”) je soucet vSech vnitFnich sil soustavy roven nule.
Jezto hmoty castic jsou stalé, je dle (63 a)

d. d?
2jint  -MF*, — ZImT=e:Znit- :J/r*. —Jjlrei—2ImV  Mf*, (b}
9 dt dt?

Dosazenim do (a) obdrzime tedy

MT*= - 2F\. (c)

Tato véta, kde &* —(i* jest zrychleni tézisté, Uplné obdobného
tvaru jako pohybova rovnice jediného hmotného bodu, pravi: Tézisté
soustavy pohybuje se jako hmotny bod, v némZz by byla
soustfedéna ve3kerd hmota, a na né&jz by plsobily veskeré

Je-li soustava isolovana, t. j. npedsobi-li na ni vngjsi sily, po-
10*
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hybuje se jeji téziSté pfimocafe a rovnomérné v absolutnim prostoru,
nebo, bylo-li jednou v klidu, setrvavd v ném trvale.

V3imnéme si, Ze v (b) je
= )
soucet hybnosti vSech Castic soustavy, ktery budeme analogicky s § 52
nazyvati impulsem soustavy. Dosazenim z (/) do (a) plyne véta

d 21 dl n-
— 2 xmxfx= — = 2F x,0)

dle niz ¢asovy vzrdst impulsu soustavy se rovna vysled-
nici vSech vnéjsSich sil, t. zv. prvd véta impulsova. Ma
u soustavy zcela tyz tvar, jako v (52S) pro jediny hmotny bod.
Neni-li vnéjsich sil, je impuls staly.

Vs§imnéme si, Ze nebylo pranic fe€eno o tom, je-li soustava tuhav
nebo sestava-li z volnych bodd — véta naSe plati obecné.

V soufadnicich pravouhlych zni rovnice (a), (li), (e)

dt
a impuls jest
I=1ilx-\-jly + Jlz— IEmx -f jZrnjj -f- kUmZ. (9)

K osvétleni dllezité véty o tézisti vzpomenemenékterych pfi-
kladl: Lokomotiva sjizdi se svahu tak mirného, Ze pohybova sila
tize pravé staCi prekonavati silu od tfeni. Vnéjsi pohybova sila je
tedy nulou, téziSté Ilokomotivy pohybuje se rovnomérné. V loko-
motivé pohybuji se vSak tézké mechanismy, pisty, tahla a pod. rela-
Lokomotiva jakoZto celek by se tedy neposunévala po kolejich rovno-
mérné, nybrz provadéla by jakysi pohyb trhavy. Stejné je tomu pfi
jizdé lokomotivy vidbec a podobné i u parni lodi, hnané velmi silnymi
stroji s tézkymi pohyblivymi soucéastmi, kde by nastavaly nepfijemné
pohyby celku nejen ve sméru horizontadlnim, ale i vertikdlnim. Dfive
zavéSovala se nova lokomotiva na lana a uvedla v pomaly béh; proti-
zavazi, spolu se strojem se pohybujici, umisténa tak, aby tézisté z0-
stavalo relativné k lokomotivo stdle natémZz misté. Nyni urcuji se
protizavazi vypoctem. Technikové mluvi o ,,vyrovnani hmotw (Massen-
ausgleich) u takovychto stroji. U lodi plyne dal$i pozadavek z prin-
cipu, o némz v pfistim paragrafu bude Fe¢ (Schlick).

Tézisté nabitého déla je v klidu. Obdrzi-li projektil hmoty mt
vybuchem néboje, tedy vlivem wvnitfnich sil, ryphlost u asti déla.
odsko¢i hlavei (hmoty 72 rychlosti v2 tak, aby mivl-j- 722 0.
U modernich dél je hlaveri sama ulozena pohyblivé do kolébky s lafetou
pevné spojené, po niz pfi vystfelu sama odjede do zadu. Zpétny pohyb
tlumi se pery, hydraulicky a pod., a stlatené pero nebo vzduch posune
na konec zase hlaveli vpfed do pdvodni polohy. U dé&l star$ich od-
skoCila hlaven i s lafetou.
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niho néboje, postupovalo by ve vzduchoprazdnem prostoru dale v pd-
vodni parabolické draze. Ve vzduchu neni draha tézisté presnym
pokraovanim puvodni balistické kFivky, jezto pFistupuji nové neznamé
vnéjsi sily odporu vzduchového na jednotlivé Glomky.

od stalic jsou zanedbatelné malé, jest pFimocary rovnomérny.

Sily narazové. Puasobi-li na soustavu bodovou okamzité na-
razové sily (viz §52), odvodime velmi snadno prvou vétu impul-
sovou pro tento druh sil: Nasobme (e) prFirlstkem ¢asovym dt a inte-
grujme pro ¢as nesmirné kratky t+— f0; obdrzime

fi h
IC T=fzF Kdt==zfFx)
o o o

o~

coZ muZeme prepsat na e

h-1,=JT=2G " (i)
. Cist:
Prostd zména impulsu jest rovna vysledné sile narazové.

Rovnice (&) a (?) nejsou omezeny délkou c¢asového intervalu
h —  kterd mlze byt libovolna.

66. Problém dvou téles.

Newton dovodil z Keplerovych zakonl, 7e mezi dvéma télesy
slunedni soustavy puUsobi pFitazliva sila centralni, obracengé (mérna
Ctverci jejich vzdalenosti. Mame-li v nekone¢ném prostoru takova dvé
télesa m1 a m2 ve vzdalenosti r, piSme pro velikost sily té dle (35¢€)

na téleso prvé a druhé
" N
AN T

Faktor (i2 nemUZe zaviseti na ni¢em jiném, neZ na télese druhém
a ])odobné na prvém. Z podminky, Ze akce je rovna reakci, obdr-
Zime, kladouce oba vyrazy sobé rovnymi,

— — — =k, takzZe sila jest ki1V 2-
mi m2 r8

Z § 61 vime, Ze k se nazyva gravitani konstantou.

Jsou-li (obr. 63) polohové vektory obou hmot My
F1l a F2 a zavedeme-li jednickové vektory 72 a ~2i m_ . S 7
2 v v T 1
opacného sméru tak, Ze f /[)
F2— F+— 2= i"2i2— — r$ox @ - e A
mlzZeme psati pohybové rovnice obou téles I/ s
/
, mim2 - - , i 1x DV
mri —h » Qi2i m2*2— k 4 pai- (@)
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méame pak

miNi -j- = (mif~3 =0, ¢li f* 0. )
Tezisté je v klidu, nebo se pohybuje pFimocaFe rovnomérné. To jsme
mohli Fici ihned, nebof a m2 dle naseho predpokladu tvoFi uzavienou
soustavu s vnitfnimi silami centralnimi.

Vztahujme polohu hmot a m2 k tézisti vektory
Fl- 12~SiGi a V2- V5o -$2==:18%22 (63]
kde zrejmé jednickové vektory Ul — <R -(>2l - — (A2 a dle (639)
9 .
SX - -r-n ----- r a s2= rjm r. (e)
mi i m2 nu 1

Z (d), (b) a (e) nasleduje, ze

m2

; A9 3 1
Aoor, kPR kA 320

<X (1
a podobné pro c¢a> zaménime-li indexy 1 a 2. Vztah (/) jest zcela
téhoz tvaru jako (35/) a v disledku toho vidime, Ze jak prvé, tak
druhé téleso vykonava planetarni pohyb kolem spole¢ného tézisté.
Obé télesa ™ a m2 povazovali jsme dosud za hmotné body, ale uvidime
pozd&ji, Ze naSe Gvahy plati presné i pro koule rozmér( kone¢nych
proti vzdalenosti r, lezi-li jejich hmotné stfedy ve stfedech kouli, mezi
nimiz pak méFime r. RozFeSili jsme tedy pohyb obou komponent dvoj-
hvézdy, z takovychto téles sestavajici. Obéznd doba obou jest zFejmé
tdZz a proto neplati t¥eti zakon Kepler(v, jak v § 35 byl slovng vyfcen,
ale oviem plati presny vztah (35n), kam za [i musime dosaditi z (/)
znamy faktor. Vzhledem k stejnosti obé&znych dob plyne pro velké

ax:a2==m2:mx. (9)'
Cim je vétSi jedna zhmot v poméru k druhé, tim blize u ni je

Snadno nalezneme také relativni pohyb télesa w2 vzhledem k mXr
které na pf. myslime klidnym. Polohovy vektor m2 vzhledem k ml
jest r2— ¥l1= ¥12 a zrychleni dle (b)

/

mi + —(12 (A\S

"‘Eé (1‘2— rif r2—ri=r—Xk

TotéZz plynulo by z theorie relativniho pohybu, nebot abychom obdrzeli

zrychleni relativni, v (39i) psané musime od absolutniho zrychleni boduw.2

odecCisti absolutni zrychleni bodu mv ¢ast to zrychleni z vedeni. Jezto
bodem r?L prokladdme soufadnicovou soustavu, kterd se neotaci, vypadnou
v (39%) vSechny c¢leny obsahujici ui.

Je-li m1hmota slunce, m2 hmota libovolné z planet, zni vzorec (35;?)

n
a3 k (mx-{- tiizy



takze vidime, Ze slovni znéni tretiho zakona Keplerova potFebuje
korekci vlastnimi hmotami planet m2, W3 .« dle

T23 «a3wi + m2 v

P «S ¥ m3 W

Ze dobfe vyhovuje i vztadh jednodu$si, svéd¢i o tom, Ze hmoty
planet w2, .. jsou proti hmoté slunce mt velmi malé. Nejvétsi je

u velikana slune¢ni soustavy Jupitera 1 :1047, u zemé je 318 kraté
mensi, totiz 1 :333.400.

Z rovnice (i) urcuji astronpmové pomér hmoty dvojhvézd, jichz
vzdalenost (vlastné rocni paralaxu) a drahu znaji, k hmoté slunce.
Na pr.YCassiopev ma hmotuasi 8 kraté vétsi; jeto hvézda Ctvrté
velikosti. Z téZe rovnice lze ur€iti pomér hmot slunce a planety, ktera
ma druzici, satelita, nebot pro tato dvé posledné jmenovana télesa
plati ovSem stejné vztah (i).

Je-li hmota druzice m\ jeji obézna doba kolem planety (sidericka)
V a velka poloosa jeji drahy ci, plati

, \3
mo+ m fnVv ®

m\ 1i%)

Jezto je nutno v Citateli zanedbati m via¢i A2, hodi se tato
metoda hlavné pro satelity velmi malé. V soustavé slunce, zemé,
mésic, nedava dostateCné presné vysledky.

Neni nikterak nesnadno napsati n diferencialnich pohybovych rovnic
pro n nebeskych téles, které se prfitahuji dle Newtonova z&kona. Znély by

irt= k— 2 pl2+ k— y P13+ eese+ k", *Pin
ri2 n

133
mar2= k—— p2+ Ewépz3+ L+ |Z-7tn;:’2-
12 '3 m

Zpracovanim stejnym jako prvych dvou v tomto paragrafu obdrzeli
pravi, Ze sou¢et momentu hmotovych zrychleni je roven nule, a v § 71 na-
lezneme tfeti integral ,Zivé silyw Jak ukazali Bruns a Poincaré, neni dal-
§iho integralu algebraického v soufadnicich a rychlostech. Jiz problém tFi téles
jest obecné nefesitelny. Astronomové vychazeji proto od Keplerova FeSeni pro-
blému dvou téles, z nichz jednim jest slunce, jehoZz hmota w, pFevySuje asi
750krate vSechny ostatni hmoty 2 w2... slunecni soustavy. Povazujice je
za prvé priblizeni, jimz vskutku jest, hledi vystihnouti vliv ostatnich planet,
jichz drahy povaZzuji se zatim za znamé, &ili t. zv. poruchy, pomoci rozvojd
v fady. Potom pogitd se znova zpétné plsobeni plivodni planety na ostatni atd

Klasickym dilem ponewionovskym jest Laplaceova ,Mécanigne
célesteu (1799), vybornymi prehledy dnesniho stavu téchto otdzek stejnojmenna
dila Tisserandova a Poincaréova, jakoZz i Charlierova ,Mechanik
des Himmelsu.
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67. Hmota a véaha.

Z V. axiomu Boltzmannova v § 43 vime, Ze ze vSech hmot
mUlZeme voliti jednu jedinou libovolné a ostatni jsou pak ji jakoZto
jednickou dany. V § 44 jsme takovou jednicku hmoty, jiz definovali,
le€ dosud jsme se nezminili o tom, jak jiné hmoty s ni srovnavame.
Y dynamice jediného bodu jsme toho také nepotFebovali, nebot tam
hrala hmota vibec Glohu velmi podruznou. Jde-li véak nyni o srovnavani
kone¢nych hmot, musime uké&zati, jak je mozné na zakladé naSeho za-
kladniho predpokladu o centralnich silach mezi ¢asticemi. Méjme dvé
hmotné soustavy

n >

Mi- Hmi a Mu—

1 n-f-1
které navzajem plsobi, ale dohromady jakoZto celek tvoFi isolovanou
soustavu Mi -j- Mii, na niz Vngjsi sily neplsobi. Na soustavu | pusobi
od 77 sily

1

H H /"= Fitn, na Il od ¥ H H ;= Fut/.

KAT jjl—»+ 1 ja—»-f-1A i

Tyto sily jsou vzhledem k jednotlivym soustavdm 1 a Il silami
vnéjSimi, vzhledem k soustavé 1-j-11 tvoFi spolu s vnitfnimi silami
Ji soustavy | a fn soustavy Il dplny soubor vnitFnich sil. Jezto
Ji =0 ifn =0, musi patrné

F1,11°11,1 d ()

P, il —fi*Mi, Fii,i= 2n*Mn. E)

kde Fj*a,fu*' jsou zrychleni hmotnych stfedd soustav | a Il, ktera
dle (a) ziejmé lezi v téze pFimce a maji smér opacny. Zmérime-li
jejich velikosti, mGzeme zjistiti pomér hmot, nebot dle (a)

Mir. Mi 4 0)

Takto lze libovolnym vzajemnym plsobenim, na pF. pfi razu téles,
nalézti pomér jejich hmot. Ale méfeni podobna nebyla by valné presna.
Z rlznych pokusG (na pf. z pohybd typu § 23 nebo velmi presné
z pokusd kyvadlovych 8§ 57) usuzujeme, Ze na povrchu zemékoule
kazdy hmotny bod nabyva vlivem zemské tiZze zrychleni g, které jest
velmi presné stejné pro vSechny body na nepfili§ veliké €asti povrchu
zemského v téZze nadmorské vysi. Slovem: pole zemské tize jest za
takovéhotoomezeni velmi presné homogenni. Plsobi tedy na téleso |

n n
vnéjsi sila Hm\g — g2jm\~gM i a podobné na druhé gMn. Tuto silu
i i

nazyvame vahou télesa. Pomér hmot jest patrné roven poméru
vah. ktery mdzeme pomérné jednoduchym strojem — vahami — velice
presné zjistiti. | kdyz na celé zemékouli zrychleni zemské tize neni
stejné (viz 861, Il 1) spravnost a totoznost poméru hmot tim neni
nijak dotcena.
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68. Druha véta impulsova: Véta o plochéach.

V (53 d)sme dokazali, Ze u hmotného, sile podrobeného bodu

je moment sily roven cCasové zrnéné momentu impulsu Cili hybnosti.
NapiSeme tuto vétu pro kazdy bod obecné soustavy a sefteme pro
véech n bodd. Sila celkova jest ovéem zase dana jakozto soucet sily
vnitini f\ a vnéjsi F\. Vysledkem jest

oI owd - ALY DV («)
RozepiSjne na pravé strané J\ dle (64li) a rozfadme vSechny
¢leny na pary prislusné kazdé mozné dvojici hmotnych bodl. Obdrzime

A i — A i 4 NAN 10

II/x/xJ—lxz—1 ([naXj] 11 &l Mrin
Pred dvojitym sou€tovym znamenim je faktor jezto se kazda

dvojice objevuje v souctu dvakrat, na pr.

vix a priA=I, fii= 2 a A= 2, =1, T

Snadno nahlédneme, ze vyraz v kulatych > o £

zévorkach je roven nule, kdyz, jak pred- 7.~ Tha

pokladame, je /Xjj,= — /jX%* O”a trojuhelniky i ey

na obrazci 64, jez svou plochou davajf P (™

polovigni velikost vektorovych souginl, maji :'2"-':.—‘ : 7'- ,414,,-

tyz plosny obsah, ale jakozto vektory opatny = 4 i

smér (prvy pred, druhy za papir), a tedy Qor ¥4

se rusi.

Potetng [Fx/ X + [Pjljjd - BX—> AJ= [»>A,J—O,

nebot’ vektor jdouci od k m\ lezi v téze pfimce s f*. Na

pravé strané (a) zbyva tedy pouze soufet momentd sil vngjsich. PFi
stalych m\ zajisté

2~[F,mv] *]. (6)

Nazveme-li jesté soucet momentl hybnosti impulsni omentem ("
soustavy, mudzeme (a) prepsat na jednoduchy tvar druhé véty im-
pulsové pro soustavy

d n IF 1

tého? tvaru jako v (53d) pro jediny bod. Pravi: Casovy vzrdst
impulsmomentu se rovna vyslednému momentu vnéjsich
sil, neboli vyslednému vnéjSimu moinentu otacivé mu.
Vztaznym bodem O mize pFi tom byti libovolny bod pevného prostoru.

O impulsmomentu nabudeme ZivéjSi predstavy dle posledniho
vyrazu v Q). Jest totiz inoloent rychlosti Cili (17 /i) dvoj-
nasobna plosna rychlost hmotného bodu m\. Impulsmoment jest tedy
dvojnasobny vektorovy soucet vSech ploSnych rychlosti, z nichz kazda
jest vzata dle své ,vahy“, t. j. nasobena hmotou C¢astice, jiz pFislusi.

( n— A
2-[rx, mVX— - -2
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Semikartézské rozepsani vety

£ | I
u (d)
dt X Y z
dava pro rovinu XY resp. osu Z (Je)
d Hm (xy —yz) — X [&Y — tjX) W

dt
a podobné pro ostatni. Vztazny bod 0 jest zde (dle r = Jx-f-jy -j- i€z2)
volen v pocatku soufadnic. Jezto vSak je poloha roviny XY naprosto
libovolna, plati podobnd véta pro kazdou rovinu, méFime-li priméty
plosné rychlosti v ni, a moment otacivy (pravou stranu) vzhledem k ose
na ni kolmé. Proto lze (¢) dle § 7 pséati vSeobecné pro libovolnou
rovinu prdmétnou

ét ,mv'] = 2[FF)(/)

kde Garkované veli¢iny znaci prdméty posi¢nich vektord, rychlosti i sil,
zkratka celého systému na onu rovinu.

Je-li vysledny moment otacivy ve zvlastnim pFipadé roven nule,
zGstava vektorovy soucet plosnych rychlosti, vzatych dle ,vahu, staly.
Podobné plati pro ur€itou rovinu na pf. v (¢) pro X F, jsou-li vnéjsi
sily vesmés sméru osy Z, tedy X 0, Y 0. Nékdy nazyva se tento
zvlastni pripad vétou o plochéach.

0 soustavé nebylo zase zadnych predpokladd, plati tedy druha
véta impulsova jak pro soustavu tuhou, tak i soustavu volnych bodg.

Sily narazové Druhou vétu impulsovou mdlzeme snadno
piepsati pro pFipad, Ze na soustavu plsobi sily narazové (srv. § 52 a 65).
Nasobme (c) elementem c¢asovym dt a integrujme pres c¢as tl— 10,
i obdrzime ) _ )

ti 4 4
[ <WlU= i2 [o/xJ,It==2 /[nh]dt- @
0 o k)

Ale nyni nardzime na obtiZ: Polohové vektory F\ jsou funkcemi
¢asu a to funkcemi neznamymi. Je-li vSak doba po kterou sila
pUsobila, nesmirng kratka, v limité nulova, miZeme predpokladati, Ze
se kone€né veliCiny F) znatelné nezménily, takZe lze v tomto pFipadé psati

ti
b \ - U 0= JU--=2[rhfF\dt]z [¥~ ] (h)
o
coz jest hledany tvar druhé véty impulsové, dle néhoZz prostd zména
impulsmomentu se rovn& vyslednému momentu néraz o-
vych sil, neboli vyslednému néarazovému ota&civému
momentu Cili kone¢né kratce vyslednému ota€ivému narazu,
kteryzto nazev prikladame veliCindm D = \FG\.

Kdezto vSak (g) plati pro libovolné trvani tx— @, plati (h) pouze

pro nesmirné kratké trvani narazu v opaku proti (65 i).
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Pfipojime zde dvé dllezité poznamky specialnéjsi:

1 Druhad véta impulsova plati také tehdy, vztahujeme-li polohy
bodd soustavy a jejich rychlosti k bodu O ktery postupuje rovno-
mérné a pfimocafe. Budiz 00*= ¢= &0+ v tedy C= v0, c= 0.

Polohovy vektor bodu m\ vzhledem k O' oznaéme F \ 9takze F\=272 r\>
ns=n-= % 'X= rx

Nésobime-li pohybovou rovnici kazdého bodu vektoridlné vektorem r\
a seCteme, obdrzime _

Sm [F,r] = S[r"J, (i)
nebot vime, ze S [fx/xI = 0* Dosazenim za F

Imfc+7\Pl=2c+7, ¥

Na obou stranich po roznisobeni miZeme zkrititi

(€, Emé le, 2F),
nebot vzhledem k rf= r to neni nez pro vSechny body m tymZ 6 nasobeny soucet
pohybovych rovnic (65a). Zbude

Im |7, 7 :‘I[ Em|7,#) = E[FF) @)

coZ jest impulsova véta pro bod O' postupujici stadlou rychlosti vO v pfimce,
nebo pro bod O' pevny a bodovou soustavu nadanou postupnym pohybem
pfimo€arym rovnomérnym rychlosti —v0. PFi rozkladu v osy pravouthlé musi

tyto si zlfctati neustale rovnobéznymi.

2. Druhd véta impulsova jest vSak splnéna vzdy, kdyZz za bod
vztazny zvolime téziSté. PiSeme-li totiz za polohové vektory bodu m
vzhledem k téZiSti § a nahofe za c= r*, je r= r* -j- S a vzhledem

k (63$) HmS= 0, SmS= 0.
Dosazenim do (#)
Hm [r* + r* 5]= H[r*-f P],
Po roznésobeni na levé strané, mame-li na paméti, Ze r*, r* i r* jsou vSem
boddm spolecny, vzniknou &leny
\

[r*, 7*] ¥m 'r'. l‘_'m [P EF

Em

[ Hms] = 0, — [r* Hw& = 0, Hm[$ .
Clen prvy zkrati se s totoznym na pravé strané, a zbyva

Em I», #] Sm[5 »] = il [3, i\,

*69. Diskuse druhé véty. Neproménné rovina.

Aby se ozfejmil vyznam druhé véty impulsové, provedeme dle Foppla
jeji diskusi v nékterych zvlasté jednoduchych pfipadech.

1. Isolovana soustava, ktera byla v klidu.

Pdvodni impulsmoment Un= 0 a nulou z(stane, jezto H[rP]= 0. Té&-
Zisté bylo v klidu a v klidu zQstane, tfeba by vnitfni sily zplsobily zménu
konfigurace soustavy. Pocne-li nasledkem jejich plsobeni Cast Castic obihati
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kolem jakési osy ve sméru rucicek hodinovych, musi se jiné dostati do obéhu
opa¢ného, aby U= 0 pro libovolny momentovy bod nebo vzhledem k libo-
volné ose.

trvale hodnotu UO. Konstanta UOje nezavisla na volbé vztazného bodu. Volime-li
misto O nyni 0', kde 00'= ¢, bude 7= '+ € a
V'o= 2 [?,mv]= 2 [F- &mv]= 2[Fmv]—[&2mv]= UO0—[c,i*2ro] = C0, (a)

hmotnych bodu. Kdyby jeji tézisté bylo v klidu (v absolutnim prostoru, t. j.
vzhledem k néjaké soustavé, v niz plati z&kon setrvacnosti), mél by jeji im-
pulsmoment U hodnotu trvale touz pro vSechny body momentové (vztazné).
Volme za vztazny bod tfeba stfed slunce. Jezto velké planety obihaji je v témz
sméru, ve kterém se slunce ota¢i, neni impulsmoment nulovy, nybrz ma kone¢nou
hodnotu. Kdyby se vedkeré obéhy planet daly v téZe roviné — rovnikové roviné
slunce a veSkeré planety se toCily kol os na roviné té kolmych, byl by
vysledny impulsmoment rovnéz na ni kolmy. To sice neni splnéno, ale od-
chylky nejsou pfili§ velike, takze se lze ptati, existuje li v prostoru jakasi
rovina pro slune¢ni soustavu charakteristickd a vzdy pfistupna vypoctu, na
niz je souet prdmétd hybnosti, nebo-li hmotami nasobenych plodnych rychlosti,
nejvétsi. To je Laplaceo vaneproménnda rovina slunecni soustavy, zjevné

stavy. Smérem §/0 jest ddn neproménitelny smeér.

3. Isolované soustava, pocatecni f/0]>0, pocatecnirychlost
Tato rychlost pro 2Z'T= 0 se nezméni, pohyb téZisté je pfimocary rovno-
mérny. Impulsmoment UO z(stava stale tyZz pro tyZz bod momentovy (v absol.
prostoru pevny), ale pro rizné momentové body

je rzny; dle (a) jest
e \ U 1P = ~vo— [c,v*2m], tedy 770— U'= [c,v*2m] (6)
e Ze vektory UOa V' maji tyZz primét na onu drahu,
Sy \ tfebaze by se rdznily smérem i velikosti (obr. 65).
5 Y_;g‘ X Déle je patrno, Ze pro vSechny vztazné

s

rs

- A

S~ body O, O"..., lezici od O ve sméru drahy té-

'”‘ N \‘fh",'- zisté, budou impulsmomenty stejné, nebot pak

'1/_.."' o 00’= ¢ 00" = ¢r... budou vektory rovnobézné
Ov 5 s v+ a dle () UQ— 17 = 0.

K pojmu neproménné roviny dojdeme takto:

Obr. 65. K ¢asové-neproménnému ¢/0 pFictéme zaporny

impulsmoment (vztazeny k témuz pevnému bodu 0\

celé hmoty M soustavysoustfedénév jejim t&zisti O*, kteryz jest {/*= [?*, |

a s Casem se i zapostuputézisténeméni. MlZeme v3ak psati:

[F* Mv*] = [M?* v¥] = [Etbox?X, v¥] = 2 Dox?x,v*] = 2 [Fx, W,®*].
Pak mame pro Casové neproménny rozdil
Ur= U0-U™* = Zpx, (V\- v (c)
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Jest to tak, jako bychom vzali misto vSech rychlosti absolutnich v\ hmot-
tedy véta o plochach v soustavé, kterd se rovnomérné pfimocafe pohybuje.
Casové neproménné Ur jest neproménné také mistng, nezavisi na poloze momen-
tového bodu, nebot v

iVr= S[r—¢&m[v—-?] - Ur-+[E Sm(v—v*)] = Ur, (d)
jezto
[€, Smv — = 0.

Za neproménnou rovinu volime rovinu kolmou k Ur. Bylo-li U0 nulou,
tedy ji zOstavd. Neproménné téleso se nemize dostati do rotace vnitfnimi
silami. Téleso vnitfné proménné sice aqo, ale celkovy impulsmoment musi
zOstati nulovym. (Kocka dopada z vy$e vzdy na nohy, coz zkousela 1894 Pafiz-
ska akademie. Lze lodku otogiti, aniz bychom se vesly dotkli vody?)

Rovnice (c) spojena a(d) vyjadfuje dlleZitou obecnou poucku: Impuls-
moment UO vztazeny k libovolnému absolutné pevnému bodu,
jest roven souc€tu impulsmomentu IlI* celé hmoty soustfedéné
v tézisti a impulsmomentu CV, momentu to relativnich rych-

Primétem na libovolny smér v obdrzime dle § 7 momenty vzhledem
k osé se smérem v rovnobézné, takze lze téZz fici: Moment hybnosti vzhledem
k libovolné absolutné pevné ose se rovna souc¢tu momentu celé hmoty nahro-

Totéz okamzité je patrno ze semikartézského rozepsani véty nasi explicite
napsané:

S[?2, mv] = [7% + S [s,md] (e
kde § = F—r*, £= £ —x*
Sm (XY — yx) — (X*y* —y*x*) Sm + Sm (& — yjc). (>

4. V8echny vnéjsi sily se protinaji v témz bodé.

Volime-li jej za vztazny bod, je S [rJ*]= 0 a impulsmoment je staly.
Rovina k nému kolma je rovinou neproménnou, na niz primét plo3nych rych-
losti dle vahyu je nejvétSi. Toho lze uZziti pfi setrvacniku, zanedbavame-li tizi,
nebot pak jedinou vnéjsi silou jest tlak od bodu, kolem néhoZ se otaci.

5. Vnéjsi sily jsou vesmés rovnobézné.

Promitnéme soustavu na rovinu k silam kolmou a piSme vétu (67/):
Priiméty vsech sil jsou nulami (body), takZe

S[?, mv\ = stalé= U (9)

Slozka impulsmomentu ve sméru se silami rovnobézném jest tedy stala.
Vzhledem k jinému vztaznému bodu, piSeme-li za F' nyni ?'—¢, prfibude
vlevo ¢len

—S[Emvj= —I¢ Smc] = — [¢ v*'Sm]t

kde v*iest rychlost téZisté v dané roviné. Tato rychlost se vlivemvnéjsich
sil, naroviné vesmés kolmych, nemlze zméniti. Byla-li jednounulou, t. j.
V tomto zvl&$tnim pfipadé £*' = () nezavisi slozka U' od polohy vztazného
bodu v té roviné, impulsmoment vztazeny na kteroukoliv osu se silami rovno-
béZnou je trvale tyz.
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70. Podnmiky rovnovéahy soustav.

Statickou rovnovdhou*) nebo statickym rovnovadZznym
stavem oznacujeme takovy stav, kde kazdy hmotny bod soustavy, ktera
v jistétm okamziku byla v klidu,, v klidu setrvava. Jeho zrychleni
musi tedy byti rovno nule. Podminkami rovnovahy pak nazy-
varae takové vztahy, které jsou nutné a postalitelné k tomu, aby
hmotny bod nebo soustava se nachazela ve stavu rovnovazném. Z nich
bud' stanovime vnéjsi sily, které k danym vazbam a silam nutno
pripojiti, aby se bod (soustava) v dané poloze (konfiguraci) udrzel,
nebo jindy stanovime uskute¢nitelné polohy bodu (soustavy), v nichZ
by se nachazel v rovnovaze beZz pFipojeni novych sil vngéjsich, stano-
vime polohy rovnovaziné v daném poli silovém.

U soustavy volnych bod0 jest patrné potiebi (44d), aby
pro kazdy bod /5 zvlast, byla splnéna rovnice

Ix+ ~x=0 - (®)

Vyslednice /™ vnitfnich sil (64 £'), které by vedly k pohybu vol-
ného bodu, musi u kazdého bodu byt pravé vyvazena vyslednici F\ sil
vnéjsich.

U soustavy tuhé nezplsobuji dle definice vnitFni sily vza-
jemnych pohybl €astic, musi tedy vzdy samo sebou byt splnéno // = 0.
Funkce vzdalenosti F (r~ v zadkoné o centralnich silach vnit¥nich
(srv. 43, V) //a r_m\ musi  tedy pFi vykladu podstaty
hmoty byti tak volena, aby pFipoustéla alespon jeden rovnovazny stav
kazdé cCéastice tuhé soustavy. Z (a) zbyva F\ 0, coZ jest jisté rovno-
vaznym stavem, ale pripadem vSednim a lze spiSe povaZovati za de-
finici tuhosti soustavy.

Ukazeme z vét impulsovych, Ze tuha soustava i za existence
vnéjsich sil mdze byti v rovnovaze. Je-li predeviim

2F =0, ¢gili zx=2Y (6)
tedy: Vyslednice vSech vnéjSich sil rovna nule, tu dle (65c)

Aby vSechnybody jednou Kklidné v klidu zlstaly, musi dle (68 ¢, g)
_ £ (jjiz—1zY)—0,

£EM —U|>F] =-0, ¢ili £(zX —xZ)=0,
zIxY —iiX) 0,

Cili: Vysledny moment vnéjSich sil musi byti roven nule.

Jest tudiz celkem 3est podminek rovnovahy pro obecnou soustavu tuhou

*) Proti rovnovaze statické stoji rovnovdha kinetickd (méné vhodné
zvana téz dynamickou), pfi niZ jde o nezménéné trvani nékterych ¢asovych
nebo mistnich  stfednichhodnot (rychlosti, energif, hustot a. p.), a¢se uvniti
soustavy pohyby déji. Zvlasté se ji zabyvad mlady obor vodni, zvany stati,
stickou mechanikou (Gibbs, Lorentz Ehrenfestové (viz franc. vyd-
Mat. Encykl.), P. Hertz ve Weber-(Jan.sové Repertorium der Physik, II).

*(e)
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Rovnovahy tuhého systému obecné vzdy docilime, kdyz k vnéjSim
silim a momentdm pfipojime silu a moment otadivy tak, aby dle
(b) a (ci) dopliiovaly polygony sil a momentd na uzaviené, jak v nauce
0 tuhém télese obsirnéji sezname. V jednom ddlezitém a velmi Gastém
pFipadé se véc zjednodusi, totiZ nach&zi-li se tuhd soustava v ho-
mogennim poli silovém.

Jest to pole, jehoz intensita 7, t.j. sila na jednicku hmotnou,
jest stala co do sméru i velikosti v celém rozsahu pole. Jiz jsme se
zminili (8 67), Ze hlavnim predstavitelem takového pole jest pole

zemské tize. Neplsobi-li mimo ni Zzadné jiné vnéjsi sily, jest
F) = in\?7 a dle (65¢)
?7*2m= 2F=g2mf ¢Cili = g (d)

Hmotny stfed soustavy pohybuje se v poli tymZ zpUsobem jako
kazdy jiny hmotny bod. Celkova sila g2m, zvand vahou tuhé sou-

jakoZzto pdsobidté zemské tize. Zabranime-li pohybu t&zisté vngjsi
silou — g£ni v ném plsobici, nastavad rovnovaha.
Dle (68c) a dale (6Ha) jest

~tiE" [F, v] = Br, mg\[ZmF,

Vysledny moment sil tize nalézdme jako moment jediného hmot-
ného bodu v tézisti umisténého, na néjz pdsobi celd sila gEm, Cili

rusi se tedy také moment sil tize, nenastava ani otacivy pohyb. Hmotna

tuha soustava v t&Zisti upevnéna jest v rovnovaze, pdsobi-li na ni
pouze sily zemské tize.

71. Véta o kinetické energii.

Jednej se o systtm z n hmotnych bodl. Pohybova rovnice *
A-tého bodu jest
mx h = A+
kde fi aF\ je celkova vnitfni a vnéjsi sila na bod ten plsobici. Na-
piSme dle (47/) vyraz pro elementarni praci pfri posunuti dfy, kteraz
ovéem nemusi byt Gplnym diferencidlem. Jest
JAI= (F\-hF))di  'miylh - d(™xud —dI\- «

Sou€tem pro vSechny body

dillmw?r._fodrx ZF)dn <lIAt + (i)

oznaCime-li celkovou préaci vnitfnich sil dAi a sil vnéjSich dAe. Soucet
kinetické energie viech bodd nazyvame Kkinetickou energii T soustavy,

takze HT\ -T. )
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Dosadime-li do (li) a integrujeme od casu t0 do t, kdy Kkineticka
energie ma hodnoty TO a 7) obdrzime

* *
7 -r0-fs/dr+fsFdF.
0 0
PFirdstek kinetické energie jest roven praci vtémz
¢ase silami vnitfnimi i vnéjSimi vykonané.

Jest nutno pFipomenouti, Ze u obecné soustavy hmotnych bod(
neni prace vnitfnich sil nutné rovna nule, ale oviem vzdy u soustavy
tuhé, jak se k tomu vratime. Prace sil vnéjSich tykd se veSkerych
téchto sil, jak vtisknutych, tak reakénich nebo od tieni. OvSem, jsou-li
vazby nezavislé na Case, jsou sily od nich kolmé na posunutich a jejich
prace tedy nulové.

Dllezity pFipad nastava tehdy, daji-li se jak sily vnitfni tak sily
vnéjsi derivovati z potencialu, mudzeme-li tedy dle vyvod( § 49 psati

/[-——grad m= —Pili, F —grad ue= — P'ue, h

kde m a uejsou pouhé funkce bodové. Pak je kazda elementarni préace
Gplnym diferencidlem téchto m a ue a

dAi5=2/dF — 2Jdui - — d2Jui=  dCli
a stejné > {dj
dAt= UFdF- — dUt |
a dle (b)
AT —d(L\-(-VO — —dU, &li 7= 1f-]- —stdls. €

Funkce 6'= £7\-|- 6re se nazyvad celkova potencialni ener-
gie systému*); véta (e) pravi, ze celkova energie E soustavy
Cili soucCet jeji potencidlni a kinetické energie jest
staly. Jest obdobou véty (490) drive dovozené pro jediny hmotny bod.

Vnitfni  sily, onichz predpokladdme, Ze jsoucentralni, jsou
ovSemkonservativni, maji potencial (8 49).Za to vnéjSi  jimi byti
nemusi, a pak vznikd z (b) obecné platna véta

d(T+Ui)~ 2FdF, (N

dle niz prace vnéjSich sil se rovna zméné Kkinetické
a vnitfni potencialni energie soustavy Cili jeji celkové
mechanické energie.

Uzijme poucky o kinetické energii na relativni pohyb soustavy

vzhledem k té&zisti O* t. j. vzhledem k osam prochazejicim tézistém,
které zachovavaji sv(j smér, jsouce nadany pohybem postupnym. Pak

V—F*-)-87 v= T= é*-j-iv -v*-j-vn  v2— a*2-} ly3-|- 2&*iy,
T=H Amovo-j- 2] Amvr2, (9)
nebof dle (63d)

2J/Inv*vr — v U)t> — — v* — -Jm§ — 0.
) dt dt

*) Neni snad potfebi se obavati zmatku v oznaCeni U s velikosti im-
pulsmomentu U.
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Prvy clen pravé strany v (g) jest kineticka energie celé hmoty

soustavy, jiz myslime si nahromadénu v téziSti, druhy Clen jest Ki-

Vétu (<?) nazyvaji Francouzové theorémem Koenigovym.

72. V3eobecna poznamka o integralnich vétdch mechaniky
soustav bodovych.

Seznali jsme v 8 65, 68 a 71 obé véty impulsové a theorém
o kinetické energii (,,zivé sile”) v bodové soustavé. Povazujeme-li sou-
stavu tu za uzavienou (isolovanou), na niz tedy neplsobi vngjsi sily,
pravi prva véta impulsova (65 e), Ze impuls (celkova hybnost) sou-
stavy je konstantni, v Case neproménny vektor

Zinvv= — Zmx = AL}
- d .
Cili - Zrmny= — Zniy=A 2, (a)

v o d A
dtZ\mz "%.

Druha véta impulsova (68 o) pravi, Ze v témz pfipadé jest také
impulsmoment (souet momentl hybnosti) Casové staly
—zy) — BJ;
Zm [F, f] = £, Cili Zrn (zx —xz) — B2 (5]
Zm {;ry—yx)= Bz
Kone¢né pravi theorém o zivé sile (71/), Ze celkova mechanicka
energie (kineticka i potencialni) isolované soustavy je neproménna,
T-\- Ui= const. (©)
Tyto tfi véty davaji tedy vesmeés prvé integraly pohybovych
rovnic isolované soustavy, obsahujice vesmés pouze prvé a nikoli
druhé diferencialni poméry soufadnic. Prvé dvé, vztahujice se na
vektory, skytaji po tfech, posledni pak, skalarni, pouze jediny integral,
celkem tedy sedm. Prvé t¥i (a), vyjadfujici rovnomérny a pFimocary

jsou urcenypolohou a rychlosti tézisté, druhé t¥i (> velikosti a smé-
rem otaCivého impulsu, sedméa (c) mechanickou energii soustavyv jistém
daném okamziku.

Problém tFi téles, dany v kartézskych soufadnicich deviti po-
hybovymi rovnicemi, vyZzadoval by deviti prvych integrall, kdezto nase
integralni véty davaji jich pouze sedm (srovnej konec § 66).

Mezi vétami impulsovymi a vétou o Zivé sile jest dalsi pod-
statny rozdil: Z integrall (a) a (5 vymizely Gplné sily (oviem vnitini,
jinych neni) soustavy, v integrdlu (c) jsou obsazeny ve vyrazu pro Ui.

73. Potencial bodové soustavy na bod vnéjsi.

Mgéjme soustavu n hmotnych bodl m1?. .. mn v konfiguraci urdené
polohovymi vektory rv ...Fn, a mimo né hmotny bod mQv misté FO.

Kuctera Zaklady> mechaniky. H



Muize oviem lezeti kdekoli mimo mista Fu ...Fn tedy prostorové tfebas
uvnitF soustavy, do niz vSak moO nepoci-
’ 3 tame. Veskeré body ptsobi na moO silami
Mo e r‘; 228 centralnimi, které vyhovuji principu akce
A 7 L5 D a reakce, takZe je lze dle § 43, V. psati
/ i ve tvaru

/ fol= =+ r.x) . (YA (a)
(&) Znameni -4 plati pro sily pritazlivé
Obr 06. (za predpokladu cisel m0 a m\ vesmés
kladnych), — pro sily odpudivé; 'lp(rQ\)
je skalarni funkce vzdalenosti (vzdy kladného 0 a jednickovy
vektor smérujici od mO k m\ (obr. 66).
Za zékladdal$ich vyvodd vezmeme znameni kladné; pro sily
odpudivé staCi zména znaménkova.
Posune-li se bod tn0 z 1J0 do o dF0, je prace sily od bodu t

foldro— montfp (no) = — mOmxXp (i"M) dr) () )
nebot’ patrné jest

h.fidfo - — QoXffo= —dno
velikost primétu df0 na smér )0 Cili  zvétdeni velikostir)0Elemen-
tarni prace sil od ve$kerych hmotnych bod( soustavypfitomto  po-
sunuti z ¥0 do F0-j- dfo jest
n n
clA — dfo2 " fox — —(i\0) dry0-=

Mlzeme totiz kazdy vyraz za znamenim souétovym povaZovati

za Uplny diferencial dV\ funkce

vi= (d)
jez zavisi pouze na hmoté m\ a vzdalenosti bodu mO od m\ a na-
psanym integralem jest az na aditivni konstantu urcena.

Funkci tychZz vlastnosti, bodovou, jezto za dané konfigurace
mi, .... nin zavisi pouze od polohy bodu mo,

V = h\= ZmJdxp(,In)drXo. (e)

nazyvame potencidlem hmotné soustavy v misté PO
Vyslednou silu na jedni¢ku hmotnou ¢ili intensitu
silového pole soustavy v mist¢é PO mdZeme pak pséati

Wi P — TFV, )
usuzujice z (e) stejné jako v (49 e, /). Rozepsanim plyne
! X+ 7 :ﬁ—izf_ - dv , \i— + .

a tedy pro slozky vysledné sily v osach
dv 'AY dv
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Velikost sily vysledné plyne ze skalarniho kvadratu jakoZto

Sila v libovolném sméru a je
6f— — mQO6P) V= —m0 )

Posune-li sebod mO o kone€nou trat z mista ¥0 do T, je dle (c)
celkova préace pfitazlivych sil od systému rovna
r r
fdA— A-0= — m0Jd V= mO(V0— V), )
fQ fo
kde V0 aV jsou potencidly v mistech 0 a F. Jest tudiZz pfi kazdém
posunuti préce sil soustavy na vnéjs§i jednitku hmotnou
rovna klesnuti potencidlu.

Byl-li bod mO aplné volny, lezi df vZdy ve sméru sily, v3echna
fdr a tedy i prace jest kladna, FO> V, a vidime tedy, Ze volny bod
se pohybuje z mist vy3§iho na mista niz§iho potencialu.

Jezto v aplikacich se vzdy jedna o rozdily potencialové, neni
neznalost TO zavadou. Neékdy deiinitoricky stanovime, Ze pro jisté,
libovolné uréené misto FO ma potencial VO byti roven nule. Tak na pfF.
v problémech elektrickych, kde za hmoty m nastupuji elektrické na-
boje, volivametimto mistem povrch zemsky nebo misto s nim vo-

divé spojené. Jindy, a tonejcastéji, ma-li funkce ~(“o) v rovni-
cich (a) az (e) takovy tvar, Ze pro fO =co se stava nulou, takze
v nekonec¢né vzdalenosti i se silou mizi, volime KO= O pro fO— co.
Pak jest dle (J) a (c)
PO
Jno = o 1 JI V foo) d,lo 0)
ca *

potencial v libovolném misté definovan jakoZto préce, kterou
sily od systému pochodici musi vykonati, aby jed-
nickovd hmota z daného mista byla pfevedena do ne-

kone¢né vzdalenosti. /
Kdybychom na pohyblivou hmotu mO nazirali jakoZto na sou-
¢ast: isolované soustavy m0, mlt.... mni kde hmoty jnly....mn jsou

v jisté dané konfiguraci, alespon pro okamzik mySlené pevnou, pak
ovsem, aby se mO nedostala do pohybu vlivem vysledné sily f= U /0"
kterou ovSem nyni musime povazovati za silu vnit¥fni, musi na ni

plsobiti stejné velika sila F vnéjsi, sméru opatného, t. j. F— —/.
Positivni prace této vnéjsi sily pfi posunuti bodu mO
dAr= Fdr — — fdFf — mdV= —dA

se projevuje stoupnutim potencidlu a tim, jak uvidime, i potencialni
energie soustavy, jak tomu musi dle (71/) byti. Nazirdme-li takto na
pohyblivy bod, midZeme definovati potencial jakoZto praci
vnéjSich silk tomu potfebnou, aby se jedni¢kovad hmota
pfenesla z nekone¢né vzdalenosti (obecnéji z mista, kde po-

li*
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tencidl je nulou) do onoho mista, v némz potencial hlo-
dame. Této definice se obycejné uzivd v elementarnich knihach.
Vzhledem k tomuto nazirani psali jsme jiz od zaCatku tohoto para-
grafu sily na bod h0 jakozto /, a¢ malé této pismeny uzivame jinak
zpravidla pro sily vnit¥ni.

Neni snad od mista, upozornime-li vyslovné na jeden dlsledek defi-
nice (V). Rozdélme danou soustavu na dvé dilci, ..mu a Tt+i, . ,mn*
Potencial v libovolném misté je

V=Z2YX=ZVX+ Z
1 1 Af-1
Potencial vysledny v kazdém misté pole obdrzime tedy algebraic-
kym souétem potenciald od viech soustav diléich. V tom smyslu mlu-
vime o superposici potencialovych poli.

74. Potencialni energie bodové soustavy.

Soustava sestavejz z n hmotnych bodd 7%, ... mn. Jsou-li nékteré
z nich v pohybu, vyznacuje se okamzity stav soustavy jistou kinetickou
energii (71//) a jistou vnitfni potencidlni energii U{. .Zachyfme
v myslenkach konfiguraci soustavy v jistém okamZziku, abstrahujice od
pohybového stavu jednotlivych hmot, jakoby cela soustava byla v da-
ném okamziku ztuhla. Jaky obnos energie by prFedstavovala? Energie
kineticka byla by ovsem T= 0 a na otadzku po obnosu energie po-
tencialni odpovida nam (71/)

dUi — HFdFy (a)
kde F jsou sily vnéjsi.

Dle tohoto vztahu mUZeme tedy urgiti pouze zménil vnitFni
potencialni energie, nikoli jeji absolutni obnos. Pom&hame si podobnym
zplsobem jako v paragrafu predchazejicim, definujice si uréitou kon-
figuraci, které prirkneme vnitfni potencialni energii nulovou. Budiz
ji ,,nekonecné rozptyleniu soustavy, kdy kazdy jeji hmotny bod se
nachazi v nekonetné vzdalenosti od kazdého jiného, nemaje pohybu
a nepodléhaje zadné sile. Tento stav budeme vyznaCovati znamenim co.
Prevedeme-li pak body do skute¢né konfigurace a, je prace vnéjSich
sil k tomu potfFebnéa rovna vnitini potencialni energii soustavy, pro kterou
v tomto pFipadé, zavedeme oznafeni W misto Ui. Jezto Ta=T €= O,
jest tato prace dle (71 c) zaroven rovna zaporné praci sil vnitfnich,
Cili praci vykonané proti vnitfnim silam pfFi prechodu z co do a, nebo
také kladné praci vnitfnich sil pfi zméné konfigurace a v nekonecné
rozptyleni, takZe symbolicky

Ui= w= zIFdF= —ifjd¥ =2*JdF. (b)

To ostatné vysvita bezprostfedné bez (71c), nebof zména kon-
figurace z go do a musi se diti beze vzniku znatelné rychlosti bod(
sledem rovnovaznych stavd, kde v kazdém okamziku u kazdé hmoty-
je F\= —fx.



[74] 165

Dle navodu v (liy mGzeme nyni vypocCisti vnitini potencialni
-energii soustavy, kterd se také

nazyva potencidalem soustavy na ~
sama sebe, nebo jejim vlastnim b 473
potencidlem, ¢Ci také jeji pracovni ;"«._(‘.-'
hodnotou. Méjme zase dvé hmotné ‘
Castice a mv (obr. 67), mezi nimiz

plsobi centralni pfitazliva sila dle
(73a) a to na m\ sila

Av— ty
na mv  pak IvX= _ | Xv

Prosté vzdalenosti AB — r™\ pfi-
suzujeme znameni vzdy kladné, jako vzdy velikosti vektoru, a¢ ovSem

Posune-li se m\ z A do Oo dr) amv z B do D odryv, jest cel-
kova prace vnitfnich sil

— ifa (dT\ — dn) = — mv nSP (N\V) 2DUi* v —#+>)N
Vyznam skaldrniho souc€inu v poslednim vyraze jest tento: Vektor
<dTj— d?\= ED néasobeny jednickovym vektorem dava prdmét do
jeho sméru, tedy délku EG, Cili zvétSeni dr\* velikosti r*v, takze
elementarni prace u obou hmot jest

— mX»V A (r A)F/rXv. (o)

Abychom obdrzeli celkovou préaci pfi elementarni zméné konfi-
gurace z F do f-(-df, musime podobné vyrazy, a to pro kazdou dvojici
bodl vzdy jeden, seCisti nejprve pro vsechny body plsobici na ~-ty,
tedy pro 1= 1 aZ n vyjma X= v, a potom pro vSechna v od 1 do n.
Vysledek jest

n n
— (rxv) dr™.,,  Irhv.
A Ihv=1
Pfed znameni souctova je polozen faktor jezto provedenim
souétu bychom obdrzeli pro kazdou dvojici bodd, na pf. mfl a mk, dva
totozné vyrazy, jednou pro X= h, v=k, podruhé pro X= k, v= h,
coz se pFici nasemu ustanoveni.
Vsechny ¢&leny v (<) jsou Uplné diferencialy, takze mdzeme dle (&)
psati symbolicky
r=-J/d¥f=|2 (e)

co K-1Vv=1 00

Ale dle (73 k) je soucet

Bi>v) drhi= K 4=,

1 00
potencialem celé soustavy v misté bodu za konfigurace a, takzZe jest
WSS )
V=1
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U zacatetnika plsobivd nékdy obtiz, ma-li presvédCivé pocho-
piti, pro¢ vystupuje v (/) faktor i, a ¢asto i v knihach byva dlvod
toho podan velmi nejasné. Pres nas, jak doufame, jasny vyklad, jest
proto dobfe se pFesvédCiti o spravnosti vzorce (/) tim zplsobem, Ze
vskutku vybudujeme systém ze stavu nekonecného rozptyleni, pocitajice
potFebnou k tomu préci vnéjsich sil, jez pravé dava antl’nl potencialni
energii soustavy.

Jednej se na pf. o tfi hmotné body. Prvy ml je v misté, kam
v konec¢né konfiguraci a patfi, druhé dva n2 a m3 jsou v nekonecnu.
PFrivedeme-li odtamtud nejprve druhy do definitivniho mista, musime
vykonati praci w2F2, kde F2 je potencial v misté F¥12 pochodici od
prvého bodu, tedy dle (73 k) préci

(573
m2V2= nmoWJIJ(r) dr= m2myip (9)
©

Integral, ktery jsme zkracené psali 2, jest pouhou funkci vzdalenosti
r2 a tedy jest (pi2= (p2ie

PFivedeme-li do mista F13 (resp. ¥23) bod treti m3, vykoname
podobné praci

mzmi(piz -|- mzm2(p2z. (9)

Potencialy v mistech 1, 2, 3 jsou vSak dle(73 k) pfi definitivni
konfiguraci V1= m2(f21-p m3™ 3L,

F3= 7iiPI2 + ~73782? (fi)

V3= ml(pls-\-m2(p23.

| jest snadno se presvédCiti, Ze tFi dFive nalezené, préaci davajici
Cleny (™) a (</) jsou ve vyraze Vx-j- w2F2-[- F3obsazeny dvakrat.
Uplnou indukci mohli bychom takto, pFibravie bod &tvrty a postupné
dalsi, potvrditi spravnost vzorce (/).

Kone¢né jest jeSté jedna cesta, kterou téZz presvédcivé dojdeme
k cili. Z vyrazQi (&) jest patrno, Ze kdyby ve$keré hmoty v systému
vzrostly &-krat, vzrostly by také potencialy ft-krate.

Vybudujme nyni nadi soustavu takto: Misto hmot ...mn
predstavme si v téze konfiguraci soustavu hmot kmlIf km2 ...bnw>
a dejme faktoru k probéhnouti veSkeré hodnoty od 0 do 1. Zachytme
v myslenkach stav urcittho k a privedme ke kazdé hmoté km\
6 nekone¢na nekonetné malé mnozstvi hmoty 7n\dk. K tomu potFebujeme
praci, jez se rovna potencidlu v misté Z jenz byl &, nasobenému
hmotou mydk, ¢&ili praci m\V\kdk. Provedeme-li totéZ u vSech hmot,
spotfebovali jsme vnéjsi praci, to jest, zvySili jsme potencialni energii
soustavy o

d\V = Z m\ Wykdk.
K= 1

Celkova potencidlni energie soustavy bude tedy dle poznamky dfive
uvedené 1 1

W& | V = VVx,
*=0 1 0
jako dFive.
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Budiz dovoleno uciniti zde nasledujici poznamku: Jedna-li se,
jako v nauce o elektfiné velmi Casto, o derivaci energie W dle hmoty
7%, musime miti na zfeteli, Ze nmv vystupuje jakoZto faktor jednoho
clenu také ve vSech potenciélech kde dosazenim vyrazl (7)
do (/) pak zjistime, ZzZe

Zr @

75. Vzajemna potencialni energie dvou soustav.

Vlastni potencidlni energii soustavy mdzeme dle (74/7, K) psati

v in
n= - mv(iPes A (tf)
A=l v=i
Mysleme si nyni nadi soustavu rozdélenou na dvé, pfi ¢emz do prvé (/)
poCitdme body ml9. .. do druhé (//) pak mn-fi, ¢eenhi- Potencidlni
energie (a) obou soustav dohromady vzatych d& se rozepsati takto:
h h n n h n
v = 22 wW-x 2j -p -k Ji, »&x -17 Wy<jPXv + -3 2 " MVIPXV E
A1 M1 A=A-j-l v=A-fl x=l V=Af1
w h

2, g Wi

Prvé dva ¢leny, v nichZz ovSem Azjz*', jsou, jak dle definice (a)
vysvita, vlastni potencidlni energie obou soustav dil¢ich / a //. V druhych
dvou jest vzdy hmota z jedné soustavy nasobena potencidlem, ktery
v misté tom vzbuzuje soustava druhd. Vedle toho mlZeme se snadno
presvédciti rozepsanim explicitnich vyrazl, Ze oba tyto ¢leny jsou totozné,
takZze lze psati v prihledné symbolice

W —\Zm 11+ \2m 1VIE-r \(Zm 1V31+ 2mn Vi),
| | I

cili W= 117+ Wn+ w ¢ii, (b)
kde Wlyll=Zm jVvn= %mijj. (c)
1 |

Clen Wjji nazyvame vzajemnou potencialni energii obou
soustav. Posunuji-li se obé soustavy v0¢&i sobé, zachovavajice kazda
sama v sobé konfiguraci nezménénou (na pf. dvé soustavy tuhé), nezméni
se ani 117 ani Wjr, a prace vzajemnych sil odbodl jednésoustavy
na body druhé plsobicich (kteréZz byly ovSem vcelé soustavé silami
vnitfnimi), jest — nevznikne-li energie kinetickda —

. Zfx*k = - dW= — dWr,il, (0
i i
tedy rovna klesnuti vzajemné energie.
Kdyby druha soustava sestdvala z jediného bodu moO, byla by
tato prace
— dWlIfn — —d(m®7Vi) = — m0dV

ve shodé se (73c).



V. Obecné principy dynamiky soustav.

76. Princip virtualnich posunuti.

Jiz v 8§55 pojednali jsme o principu virtualnich posunuti u
jediného hmotného bodu.. Zde chceme rozsiFiti své Gvahy na soustavu
bodovou, kterd se vyznacuje tim, Ze k souboru sil vnéjSich (vtisknutych)
pristupuji sily vnitfni mezi jednotlivymi body soustavy. Oba tyto druhy
sil shrneme soubornym nazvem sil vyslovné (explicite) danych,
nebo kratceji sil explicitnich, ¢&imz se budou odliSovati od sil
z vazanosti (od vazeb), jeZ jsou disledkem vazeb (podminek vé-
zanosti). Z § 55 jest nam také znam pojem virtudlniho posu-
nuti, mozného, s vazbami srovnatelného, ale jinak libovolného a bez-
¢asové mysleného.

Nejobecnéjsi znéni principu virtualnich posunuti jest (Fourier):
Pohyb v soustavé miZe nastati pouze tehdy, je-li prace explicitnich sil
pro nékteré virtudlni posunuti kladna. Je-li pro vsechna virtudlni po-
sunuti zaporna nebo rovna nule, je soustava v rovnovaze, pohyb nenastava.

Oznacime-li pFislusnost vnéjSich F a vnitfnich sil /, jakoz i
virtudlniho posunuti 6F k ~-tému mnotnému bodu mv indexem r, zni
nas princip « )
Z(Pv+ fv)OFVED. (a)
v=1

Kdyby v nasi soustavé bylo ke kazdému virtudlnimu posunuti
afv. moznym také posunuti stejné v opatném sméru — <k, kdyby
virtualni posunuti byla vesmés zvratna, znél by specialngji

i“v+/v) v = O. (D)

V dalSim budeme hlavné k takovymto soustavam pfFihlizeti.

Soustava volnych bodd. U soustavy Gplné volnych bodd
jsou veskerd posunuti vdbec virtudlni, navzajem nezavisla, a (t) se
rozpada na n vektorovych, nebo 3n- kartézskych podminek rovnovahy

W+ /v= 0- f 00

Souget virtualnich praci vnitfnich sil v (b) mdzeme dle (71</)

a § 74 nahraditi virtudlnim klesnutim vnitfni potencialni energie

soustavy. Kdyby tedy Slo o soustavu isolovanou, bez sil vnéjsich,
mohli bychom pséati podminku rovnovahy

2 /vdfv= —6Ui= — oW =0. )

v=i



[76J 169

Rovnovédha nastdva pfi extrémni hodnoté vnitfni potenciélni
energie a to rovnovéaha stabilni za energie mifi-

rualni (Dirichlet). Pro body, které se od- A
puzuji, jest nekone¢né rozptyleni rovnovaznym \ ten
stavem stabilnim, pro body pfitahujici se pak X' | ;
labilnim. \d /"

Soustava tuha. Rovnice (4) se podobné AR
zjednodusi, Ize-li klasti virtualni praci vnitinich % ALK
sil rovnou nule, je-li I/ ST y

« - )

12fé6r = 0, nebot pak zbyvda 2Fo6F= 0. (dg Obr. 68,

Tomu j'e tak, jsou-li vnitfni sily centralni,
a nemohou-li hmotné body své vzajemné polohy zméniti, jsou-li tedy
vSechny soucésti télesa absolutné tuhého, jakoby kazdé dva byly spo-
jeny absolutné tuhou, bezvdznou tyci.

Snadno se dokaZe, Ze pfi libovolném posunuti takovéto dvojice bodu
na pf. mxa m2jest prace vnitfnich sil f\2= —f.n rovna nule. Nejobecnégjsi
posunuti takové tuhé soustavy sestava, jak pozdgji uvidime, z pohybu postupl
ného a otofeni. PFi pohybu postupném jest posunuti viech bodl stejné o0?,
takze mlzeme pséati .

£/v8rv= 8fS/v= Q (d)
nebot dle (64c) jest vyslednice vSech vnitfnich sil soustavy rovna nule.

Posunuti vlivem rotace kolem libovolné osy prochazejici bodem O
<obr. 68) mizeme vy¢isliti pomoci (16c), pfedstavime-li si, Ze se udalo za dobu dt
rychlosti rotaéni (> Pak jest posunuti bodu wi,, t. j. //Am\ = 87,= p¥,] dt a
podobné posunuti m2m.2= 872= p 2 dt. Celkova prace vnitfnich sil u této
dvojice bodu jest pak

/2pF,]dt-f/2p¥jdt=7>P, i1 —Fdt= Q
nebot vektor ¥, —F2= T2 jest opacného sméru nez sila/,2 a dle (8a)

f\i PA2il = 5 PWtal = °>
jezto vektorovy soucin se rovna nule.

Bez pomoci vzorce (16c) lze dlkaz vésti také takto: Otodeni kolem libo-
volné osy lze nahraditi oto€enim kolem tfi os na sob& navzajem kolmych.
Volme je tak, Ze X a Y leZi v téZe roviné (papiru) jako body O, mx a mv
osa Z jest na roviné této kolma. PFi nesmirné malé rotaci kolem os X nebo Y
vystoupi body m, a m2 kolmo z papiru ven, posunuti jsou kolm& na silach
/12 afiv prace jsou nulové. PFi otaCeni kolem osy Z vznikaji posunuti 8r, = vixm\
a 872= wa2r.2 kterd mlzeme, je-li Ghel otofeni dep, znadzorniti jakozto [ir,] dv
a [ifZ dep, znaci-li i jednickovy vektor v ose Z na papiru kolmy (srov. zacatek
§ 31). Préce jest pak

2 n — ¥,1d-f= 7,2 [i 5=21d? — o
z téhoz dlvodu jako dfive.

Ostatné také dlkaz Cisté trigonometricky p¥i tomto posunuti neéini zad-
nych obtizi: Spociva v tom, Ze osvéd¢ime stejnost trati mxA a wP2B (obr. 68),
coz lze redukovati na stejnost trojihelnikd Omxml a

Jezto tedy se virtudlni prace centralnich vnitfnich sil u kazdé dvojice
tuze spojenych bodd rovnd nule jest tomu tak i u celé soustavy tuhé jak
bvlo dok&zati.
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U soustavy tuhé, na niz plsobi vné&jsi sily, redukuje se pod-
minka rovnovahy dle (d) na podminku, Ze virtudlni prace vnéjsich
sil se rovna nule. Lze-li vnéjsi sily derivovati z potencialu, je-li tedy
dle (499)

F\= — PyV— — gradye7,
kde operator
F= gradv= i— — -f7—,
Ize psati
2 JFv(ifv== — 27evo.drv= — du= 0. (C)

Rovnovadha je moznad .v extrémnich hodnotadch potencialni energie
(od vnéjsiho pole silového), a to, jak Dirichlet ukazal, stabilni rovno-
véha za minimalniho U.

JakoZzto jednoduchou aplikaci odvodime t. zv. Toricelliho princip
pro tuhé téleso v zemském poli téZzném. Zvolme smér svisly vzhlru za osu Z,
ébé osy X a Y v nékteré horizontalni roviné. Sila zemské tize na kazdy bod inv

méa pak velikost a smér —fc Cili Fy= — m"gk. Lze ji patrné derivovati
z potenciélu, nebot, je-li C konstanta, je
- (ia +Jl +*2) 0
Véta (e) pravi, vzpomeneme-li (11li, i),
— Eof . W (m"gzy) = — oSwy”y ==0. (D)

Ale dle (63¢) jest
pSwy?v=gz*lrny,

Ze jest rovnovaha stabilni za minimélni hodnoty potencialni energie,
mizZeme si ozfejmiti takto: M&jz U minimalni hodnotu UO za jisté polohy sou-
stavy. Pfivedme ji do polohy sousedni, velmi blizké, za niz ma potencialni
energii Ux a kinetickou Tx; pak je Ux— U0 mald kladna veli¢ina. Za dal$iho
pribéhi pohybu musi dle principu energie trvale byti T U= Tx+ Ux Jezto
véak je (7]> ZO dle pfedpokladu, bude stdle T<” Tx+ (Ui— UQ), €ili kineticka
energie nepfestoupi jistou malou hodnotu, zavislou na prvopocate¢ni poruse.
Jezto.jest T podstatou kladna veli€ina, plyne podobné z prvé rovnice 1\ -j- Uu
Cili U— UO<CTx+ (Ux— Ut). To znamenda, Ze také potencidlni energie za samo-
volného dalsiho pohybu nestoupne nez o veli¢inu, kterou mzeme volbou velikosti
prvé poruchy uginiti libovolné malou. Soustava se tedy nevychyli z plvodni
polohy UO le€ malo a nenabude le¢ malé kinetické energie, t. j. malych rych-
losti. Neni-li U v rovnovazné poloze minimem, je rovnovaha obecné labilni.

Soustava s vazbami. Jsou-li v obecné soustavé vsechny
nebo nékteré hmotné body podrobeny vazbam, mlZeme postupovati
zcela obdobné jako v § 55. Kazda vazba je vyjadrena rovnici nebo
nerovnici (nerovnosti), a kazdou nahradime silami od vazeb i>v. P¥ed-
poklddame-li, Ze veSkeré virtudlni préace sil od vazeb



[76] 17

jsou rovny nule — a to je kofen naSeho principu — Ze tedy
2J<Prdiy= 0 pro posunuti virtualni, zlstane tvar principu nezménén (a),
resp. (/>), jsou-li vazby vesmés oboustranné, virtudIni posunutizvratna.
Ovsem v  obou tvarech znaCi 6fv posunuti virtualni.

Maji-li dfv znamenati veSkera libovolna posunuti, musime po-
dobné jako v (55/) psati veSkeré sily, tedy i sily od vazeb a bude
(pFi podminkach oboustrannych) jeho tvar

Z(Fv+ /v+ 2®0VéTF,i=0.(9)
S¢itancl v 2>/\, bude tolik, kolik je vazeb. Budiz jich pocet k,
a budtez vesmés holonomni tvaru

AVOI, Jizzi>........

OvSem nesmi si navzajem odporovati a musi byti navzajem ne-
zavislé, jezto jinak by se &islo k zmens3ilo o pocet nezavislych vztahd,
které by bylo lze mezi <u. nalézti. Jezto virtudlni posunuti musi
hovéti témto podminkam, mlzeme napsati k vztahd tvaru*)

A den dPaA dPXA n /v
gy dri+ gy oz T o T gijn t aggpdst= > ()
Cili kratceji
d PA+<A A4 o, + P,<P= 0,(i)

nebo ve tvaru souctu

2d¥Fv.PvrO .(k)
v*1i

Snad trochu poslouzi mySleni nésledujici obraz: Véc se ma stejné,
jako by 3lo o n bodl v 3?zrozmérném prostoru, které musi lezeti
stale na k danych plochach, .takze jejich posunuti musi byti v téchto
plochach, na nichz sily od vazanosti jsou kolmé.

VirtudIni posunuti musi hovéti tedy k napsanym podminkam
tvaru (y), resp. (k). Méli bychom je odtud vypocisti a pak dosaditi do (b).
Reseni v3ak uginime symetrickym, uZijeme-li zase Lagrangeovych ne-
uréitych souciniteld Ax v podtu k, jimiz rovnice (j) znasobime a pak
k (h) prFicteme. Vysledkem jest

2 (P;t/ . tU0 . oF, = o,
V—i [X=1 1 r
coz jest rovnice totoznd s (<)) a obdobna s (55/).
Zde jsou dfv Uplné libovolna a proto se musi kazdy uzavorkovany
¢len o sobé rovnati nule.**) PiSeme-li soufadnicové slozky veSkerych

*) Kdyby v podminkéch byl také explicitné obsazen ¢as, nesmi se varirovati
a (i) zdstanou nezménéna, skute&na posunuti nejsou totozna s virtudlnimi (bez-
Casovymi). (Srov. pozn. na konci § 55.)

**) Kdybychom byly zadvorky kartézsky rozepsali (dle (w)) jiz v (/), museli
bychom usuzovati takto: X, ..X* jsou Uplné libovolnd; mezi 87, >ozn, jichz
jest on je k podminek (fc) a mizeme tedy 3n—k z nich povaZovati za ne-
odvislé, k pak za odvislé. Zvolime nyni k faktorl X tak, aby uzavorkované
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explicitnich (jak vnéjSich tak wvnitfnich) sil Xv, Yv, Zy, obdrzime
3% rovnic tvaru

Y i1 q
Xv+AIN ' r +
v < ; 0fi>l-i- 3 d(pk— n <\
v+ N7+ ...~ hH, " W
N A3iIT-o0
v 1dzv s 1 ‘d:,
pro  trerl, ... e

Vskutku sta¢i téchto 3?2 rovnic spolu s h rovnicemi tvaru (h), aby
se z nich ur€ilo za danych (vnéjSich a wvnitfnich) explicitnich sil jednak
k neuritych faktord jednak 3n soufadnic x19 . .zn. StaCi tedy
k ur€eni polohy rovnovazné.

Z naSich vyvodd vysvitad, Ze nutné musi m< 3rc, nebot kdyby
7Ni= S?%, pak by podminkami byla poloha viech n bod0 Uplné urlena.
Poget 3n— m jest polet stupid volnosti soustavy bodové.

Jedna-li se 0o soustavu tuhou, mGzeme v (/) vynechati vnitini
sily /,, o nichZ vime, Ze pfi Zadném posunuti nekonaji prace; Xy,
by pak byly slozky vnéjsich sil. Ale jest stejné patrno, Ze jsme mohli
soustavu tuhou povaZovati za zvlastni pfipad soustavy s vazbami,
nahrazujice sily vnitfni bez pfimého dlkazu o nich podminkami tvaru

Ov—'V)2+ Ov—%)2+ Ov—vVv)3= V -

Kdybychom takovéto podminky vypsali pro vesSkeré dvojice hmot-
nych bod@, bylo by jich — 1)7 tedy za n.>7 vice nez 3n, z éehoz
je patrno, Ze nejsou navzajem nezavislé. Jedna se o to, kolik je takovych
nezavislych podminek tuhosti soustavy. Zvolme tfi body télesa tuhého,
jez nelezi na téze pFimce a charakterisujme jejich vzajemnou polohu
tfemi vzdalenostmi r2= Ct9 rls= C¥ rA = 6s. Neproménnou polohu
kazdého dal$iho bodu v v0(¢&i témto tfem charakterisujeme pak tiemi
vzdalenostmi rvl, A2, n3 od nich, takze podminek tuhosti jest h=
— (n—3) .3-j-3 —3n—6. Ma tedy tuhd, ale jinak aplné volna
soustava Sest stupfil volnosti, jak pozdéji uvidime, tfi navzajem
nezavislé slozky translace a tfi rotace kol os navzajem kolmych.

77. Princip cPAlembertQv.

Pohybovéa rovnice hmotného bodu niy libovolné soustavy zni

TPV — Fy — fy -p zj&y~. (af

Zrychleni Pv bude pravé nésledken%\ vazeb obecné* jiné, nez by
tyz bod mél, kdyby byl UpIné volny a pUsobily nafi explicitni sily
Fy-r fy. Nazveme-li silu, ktera by zpQsobila skuteéné zrychleni Py

¢leny tvaru (m) pravé u téch odvislych ox,... byly nulami. Pak z{stava v (@
3n —m zavorek, z nichZz kazda je nasobena zcela libovolné proménnou veli-
¢inou Ix,.Fjz. musi se tedy také tyto ostatni uzdvorkované €leny rovnati nule,
a obdrzime znovu (m).
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u bodu UpIné volného F'v, byla by dle Newtonovy pohybové rovnice

F\= V3. @)

Kdybychom tedy k silam pGsobicim pfFidali fiktivni silu — F'y,

nebylo by zrychleni, nova soustava sil jPv-f-/v~ 4v— [’/ by tvoFila

erovnovdznou soustavu silovou u bodu zcela volného, na niz lze uZziti
principu virtualnich praci a psati, dosadime-li za F\ z (8)

"V(Fv+ v+ 3 (c)

kdez jsou d/\ posunuti zcela libovolna.
Povazujeme-li dfy za posunuti virtudlni, k jichz urceni slouzi k

rovnic (78//) resp. (76/), a predpokladame-li, Ze také za po-
hybu je virtudlni préace sil z vazanosti rovna nule, Cili
s(dfv. ~ =0,
v H 1
mdlZeme psati D’Alembertlv princip ve tvaru LagrangeQvé
WSV ofiv— m..f)div= 0

k némuz ovSem pfFistupuji rovnice (767, resp. k).

Slovy mizeme jej vyjadriti podobné jako v §56: ,,PFi pohybu
libovolné hmotné soustavy tvoFi sily explicitni spolu  se silami od
setrvacnosti rovnovaznou soustavu silovou.”“ Ye star§i terminologii
nazyvala se zaporné vyslednice sil z vdzanosti — silou ztracenou.
Bylo by tedy vyrokem ekvivalentnim s (e) a vyjadfujicim (d), jez je
kofenem principu D’Alembertova .(Hamel jej nazyvdprincipem
Lagrangeovym): Virtualni prace ztracenych sil je rovna nule.
anebo, ztracené sily tvoFi rovnovdznou soustavu silovou.

U télesa tuhého presng, a nad to prFiblizné i u wvsoustav, kde
vnitfni sily jsou tak nesmirné nepatrné, Ze jelze v0&i vnéjsim za-
nedbati, Ize v (e) vynechati /y.

Y nasledujicim pojmeme je v jedno s F\ soubornym nazvem sil
explicitnich. Jsou-li slozky téchto sil dle os A, F, Z, lze rozepsati (€
v kartézsky tvar

VZ=| [(X! —V\NVY) q.n-l_ (yvr' mVyb oyv -j-

kde ovSem (L\, <w, Ozv, stejné jako v (e) dfy musi byti virtualni,
s vazbami (764, i) srovnatelna.

Postupem zcela stejnym jako v paragrafu predchazejicim dojdeme
z (¢) k rovnicim

k
mviv—Fv-f-/v+ Z , (9)
nebo ve tvaru souradnicovém
f3rv_ v 2 d'™
AW x-+ "% P+ -+ N ()

a podobné pro y a z
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Rovnice (h), Lagrangeovy rovnice pohybové prvého
tvaru, jichz jest 3n spolu s k rovnicemi (76/i) FeSi dany problém
pohybovy, davajice nam ..zna AR . A* at ovSsem rovnicemi dife-
rencialnimi.

Sily narazové. Plsobi-li vdané bodové soustavé velmi velikéa
explicitni sila Fv po velice kratky Cas ti — D, nazyvdme dle (52«)

Gv= " \}Q

0
jejim narazem. Predstavme si plsobeni tak kratké, Ze nezméni zna-
telné konfiguraci bodd a rovnéZ oviem ne virtualni posunuti. Pisme
princip D'Alembertdv, rozuméjice pod Fv veskeré sily explicitni, na
pUsobici, ve tvaru

27Fvdiv= 27m/ivdiv— 27mpGOry. )
Vv v v
Integraci obdrzime za predpokladd vyse zminénych
h
27divIFAdt == 27div . mvjildt = 27div(wviA)h
ko) \Y i
Dosadime-li (i) a za zménu (zvétSeni) impulsu
ifvi— m0="Amv, (43)]
obdrzime tvar d'Alembertova principu
27 (&rv— AmJ(J) div— 0, 0]
\
nebo také _
2GNOFN — 2JAMJIC\ . div= z/27mvas . div. (79)
v \

Ze lze znameni 27 a z/ za stalych dF pFemistiti, pFesvéd¢ime se snadno
rozepsanim. Marcolongo nazyva uzavorkované ¢leny v (/) obdobné
ztracenym sildm ztracenymi impulsy; dle (/) tvoFi soustavu rovno-
vaznou.

*78. Lagrangeovy rovnice druhého tvaru: PFedpoklady.

V prvém tvaru Lagrangeovych rovnic bylo k FeSeni pohybovych
problémd soustavy o h= 3n—k stupnich volnosti potfebi 3n-\-h
rovnic. Sama sebou se nabizi otazka, neni-li lze vystaciti s poCtem
mensim. Lze totiz dokazati, Zze lze soustavu o h stupnich volnosti
Gplné urciti /ina sobé nezavislymi Gdaji (délkami, ahly a pod.)

kde X— 1, h, jez se nazyvaji obecné (gcneralisované,
nebo Lagrangeovy) soufadnice soustavy.

Okamzitd hodnota polohového vektoru Fv zavisi ovsem jednak
na jeho hodnoté FO, kter& mu pfFislusi v jist¢é normalni konfiguraci
soustavy a ktera tedy jest stala, na Case nezavisla, jednak na okam-
Zitych, s ¢asem proménnych hodnotach obecnych souradnic.

Jest tedy

V= v dh t). (a)



[78] 175

Pystupuje-li ¢as explicite, jak je napséano, a nikoli jenom v ¢asové
proménlivych gimplicite, ma to ten vyznam, Ze i kdyZz q se nezméni,

mUlzZe nastati zvnéjska vnuceny pohyb soustavy -3t<*0. U takovéto

(rheonomni, viz §55) soustavy jsou skute¢né zmény polohy bodu dany
T dr dr o

+3 + 37" o)

Jiz zde ataké v dalSim postupu nebudeme psati indexy v u ve-

li¢in ¥, 7, v, F a indexy X u g, Q A" P, abychom nekomplikovali
typografickou udpravu. U znameni souctovych oznaCime pfisluSnym
indexem, zdali ma v probéhnout hodnoty 1, ...n, nebo X od 1do h.

Virtudlni zména polohy individudlniho bodu %y jest na-
proti (é) takova, Ze mulze za kazdé okamzité konfigurace soustavy
byti mySlena bezCasové provedenou; proto dt nema smyslu a z

[ OF = {r0, qt+ 0qv ... , o+ 0

plyne rozvojem dle Taylorovy fady a dosazenim (a)

I S Rl R = >

U soustav rheonomnich jest zména tato rdznd od skuteiné. U
soustav skleronomnich, kde v (a) nevystupuje explicitné
¢as, je kazdd zména skutecnd zaroven virtualni — ac
ne naopak.

Fysické kyvadlo s pevnou osou jest pfikladem skle-
ronomni soustavy o jediném stupni volnosti; za obecnou
soutadnici mizeme voliti odklon od polohy svislé. Po- 24\
hybuje-li se stativ, nesouci osu kyvadla, danym zplso- »
bem, jednd se o rheonomni soustavu s jednim stupném
volnosti. Nejznaméjsim pfikladem skleronomni soustavy
0 dvou stupnich volnosti jest dvojkyvadlo (obr. 69), Qj)r< (59
jehoZz obecnymi soufadnicemi volime Ghly &1 a

Abychom v daldim postupu nerusili chod dlkazu, odvodime na
tomto misté nékteré matematické vztahy, jichz budeme potfebovati.
Z () plyne vyraz pro rychlost bodu 2%

df dr . dr . dr dr .
78+ + 3A92%+ 32 (i}

Posledni ¢len ovSem u skleronomnich soustav odpadd. Rychlost
jest, jak patrno, linearni (a u skleronomnich soustav homogenni) funkce
veli¢in q\, které zveme rychlostmi obeonymi.

Z (d) plyne ¢aste¢nou diferenciaci, kde gh i t povazujeme
za neodvislé proménné

__ df
T *

Kinetickd energie soustavy (71 //)
T— «82mv3= i) )

AN
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jest, jak patrno, kvadratickou (a u skleronomnich soustav homogenni)
funkci obecnych rychlosti g\ a vedle toho ovSem funkci obecnych sou-
fadnic q\, které se v (df) vyskytuji jakozto faktory u g\. Jeji .virtualni
zména jest, piSeme-li zhuSténé,
dr —f
X3'/ Xh '
Patrné mlZeme pfrepsati
= A-(|2W)— @
dqx dqx v odgn
kdez ovSem pfi diferenciaci kinetické energie v druhém tvaru (/) jest
vSechna ostatni g, vSechna q a t povaZovati
., 9> za veliCiny stalé.
n 0 o/ Jest nutno zminiti se blize o rozdilu
IO bl 7 T S mezi operacemi cl a d, jez odliSujme jmény
. ‘ diferenciace a variace. Prvou, d, vztahujeme
k skutecné v Case nastavajici zméné, druhou, dr
"A k zménam, jez mlzeme v kterémkoli oka-
mziku mysliti provedeny a které se srovna-
Obr. 70. vaji s podminkami soustavy. Tak na pf.
je-li AB skuteénd drdha hmotného bodu
v Case dtyjest vektor AB = df. PFifadime-li skute¢né této draze drahu
zménénou A'B\ takZe bodu A je pfifadén A\ a B podobné B\ a
oznaéime-li proces pfifadovani znackou d, mdzeme Fici: Stejné jako
k OAjepfifadéno Oa\ je k OB pfifadéno OBr; to jest
_OA=1zF, OA?= F”r OFy
OB = ¥ -f-dF, OBr= (F -f-df) -j- O(F df) ~ V-j- dF -]- 6F -f- ddF.
Ale mlzeme téz fici takto: Stejné jako OA se s Casem zménilo
na OB, zménilo se OAr na OB\ Eili
OA ="Ty OB = ¥ -f-dfy
OAF= ¥ -f- OTy OB’ 4-dr) d(F-f-df) —F-J-6F -pdFf  ddF.
Jezto obéma cestami OABCB' i OAA'CBr musime dojiti do téhoz
bodu B\ pfifadéného bodu B, plyne, Ze oba vyrazy pro vektor CBr
musi byti totozné, Cili ze musi
dd¥ dd¥ a podobné ddg = ddq. ,))
Jednéa-li se 0 zmény bez¢asové, pfifadujeme-li Ark A v témz ¢ase t,

a nikoli Ar v case t-\-dt k A v Case t, a podobné B' k B v témz
okamziku t-\-dt a nikoli v okamziku t-\-clt-\-d td &t, musi také

dt dt cit 1 dt
Jest totiz obecné, jezto varirovani se provadi stejné jako dife-
rencovani *)

*) Dikaz toho najde se v kterékoliv uéebnici vys$si analyse. Tamze dlkaz,
Ze integral variace, se rovna variaci integralu, pokud jsou meze integralu stalé..



a jezto operace d se dle naSeho ustanoveni neina tykati ¢asu, musi
dF— 0, 6dt= 0, a nachazime, dosadivse (i), vzorec (k). PrFedchozi (j)
obdrzime nejjednoduseji, rozepiSeme-li v (i) F= Ix-\-jy-\-kz, takze
obdrzime
dox = ode, doy — ody, déz= Odz. (ri)
Ke y prejdeme, obratime-li funkcionalni zavislost rovnic z (a)
samozFejmych

= xv(qt, &
a podobné proy a z na
=), »i*i> Shooi),

a provedeme-li pak skutecné operace dégq a 6dg se zrenim na (w).
Pfimo mohli bychom zjistiti pomoci () a (c), Ze k platnosti (j)
se musi predpokladali platnost (/).

*79. Lagrangeovy rovnice druhého tvaru: Odvozeni.

NapiSme nyni D’Alembertiiv princip ve tvaru

» , dPf .
n— or-= 2FOF. (a)

Dosadime-li za df vyraz (78c), prejde tato rovnice v totoZznou

= (0
kde
IR s 2 ax =T )

Rovnice (©) se pro vzajemnou nezavislost dy rozpada na ” rovnic,
které vlastné jiz FeSi problém pohybovy Zadanym minimalnim poctem
rovnic. Zname-li totiZz soustavu, to jest explicitni sily Fv a vztahy (78 a),
mdzeme dle (¢) urgiti viechna Q\ ; K\ pak nalezneme jakoZzto explicitni
funkce téch vy, y,y, ¥, vytvofime-li derivaci ze (78d) vyrazy vv= Fv.
Lagrange vSak udal pro vytvoreni téchto /i)vdaleko elegantngéjsi a velmi
¢asto i daleko pohodInéjsi metodu, uZiv vyrazu pro kinetickou energii
soustavy.

Vyrazy Q\ nazyvdme obecnymi (generalisovanymi, La-
grangeovymi) silami, a¢ vlastné nemaji vzdy fysikalni dimensi sil.
Z identity

dy- = 2Fvdiy= OA ()

plyne totiz pouze, Ze vyrazy Qdy musi miti rozmér prace. Jest tedy Qx
silou, je-li pfFislusna obecna soufadnice q\ délkou; je-li na pf. Ghlem,
jenz dimense nema, musi Q mit dimensi sila X délka Cili otacivy
moment.

Kucera, Zaklady mechaniky. 12
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Abychom vypocetli K\, napiSme rovnici, jejiz spravnost jest samo-
zfejma:

L@l O= g, Fsnpon

Diskutujme jednotlivé ¢leny: Prvy vyraz pravé strany jest dle
(@) a (d) 2JQdq.

Y druhém vyraze téZe strany dosadme (78 1), takzZe jej lIze pFepsati
na virtualni zménu kinetické energie OT. Takto psanou rovnici (e)
nazyvd Heun ,Lagrangeovou rovnici centralnit

Nyni pFetvoFime stranu levou. Dosadme do uzavorkovaného vyrazu
za dr dle (78c) a obdrzime

kde *

v dt dg* v 3N dg”
PFi tom jsme uzili vztahQ (78¢é) a (78 /*). Leva strana (e) bude
dosazenim (/) zniti
4'spdq= S «0q-{-2P"r

dt i1l x dt, I dt

¢ili pouzijeme-li vztahl (g) a (78/),

fr f*+ w

Dosadime-li nyni na obou strandch, rozepsavie OT na strang

pravé dle(78//), zrusi se cleny s faktorem dq a vSudevystupuji jen
faktory dg. Projejich vzajemnou nezavislostrozpadnou sesoucty

na h rovnic
d (dT\ 3T ”

* \W * (’)
jez pravé jsou Lagrangeovy rovnice druhého tvaru.
Pouzivame-li rovnic (i), slusi miti na paméti toto: Kinetickou
energii T jest vyjadriti jakoZzto funkci obecnych soufradnic g, obecnych
rychlosti g a po pFipadé Casu t. PFi derivaci dle g* (resp.< / jest po-
kladati vSechna ostatni q (resp. q), vSechna q (resp. <) i t za stalé, pfi
derivaci dle €asu vSak vSechna q i q za funkce €asu. Obecnou slozku
silovou zjistime bud dle (c) nebo pFimo, stanovime-li préaci Q* dg*
pri virtualni, nekone¢né malé zmeéné dg” jediné prislusné soufadnice.
Sily konservativni. Jsou-li sily b\ vesmés konservativni,
t. j. daji-li se derivovati z potencidlu, zjednodusi se tvar rovnic (i).
Pak jest totiz

f 30
Fv= — gradve’'= —
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S f
kde celkova potencialni energie soustavy U zavisi sice ode vSech fy a
nejvyse jeSté na Case t, nikoli vSak na rychlostech fv. Pak jest
dle (71 A d) virtualni préce
0A = Z FOr— a- or
| v
Dle (d) jest
Z2Q6g— — 6U= — Zjr6q, takze — — )

Dosazenim do (i) plyne tudiz

fran _ z(t-u)
at d,h 1

3LT
Dle predpokladu vSak nezéavisi U na rychlostech q, takze » — Oy

3r
a'miZeme tento &len nezdvadné se znamenim zapornym pfipojiti k — na
levé strané a psati misto (&)
d
dt (*£)=*£ kde L= T-°1 ®
Veli¢iné L se pfikladava zvlastni ndzev kineticky potencial
(Helmholtz) nebo Lagrangeova funkce. Jest na misté poukaz na
rozdil mezi nim a celkovou energii soustavy, jez jest rovna JE— T-\- U.

Sily néarazové. Lagrangeovy rovnice pro narazové sily od-
vodime velmi snadno, dosadime-li do rovnice (77 m) za virtualni po-
sunuti vyrazy (78c). Pro vzadjemnou nezavislost vSech rozpadnou
se na h rovnic tvaru

*

[12IJmv~=zU= 2 fp—d, (ni)
W Oq v Oq v Oq
jez pomoci (g) a (c) mGzeme pfepsati na
kde — | Qyyt-
k
Srovnejme analogicky tvar impulsu (65 d)

‘ .~ dT dT .
i=Fa=w=dF a Px=w; D)

Z toho divodu nazyvame Py obecnym impulsem v soufad-
nici gq\; Hy mdzeme zvati obecnym narazem nebo obecnou
silou narazovou a pak se véta (n) vyjadfi velmi jednoduSe slovy:
Prostd zména obecného impulsu rovnéa se obecné sile
narazové. Jest jak patrno velmi UGzce analogickd obéma vétam
impulsovym (651i) a (68 A).

12*
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*80. Lagrangeovy rovnice druhého tvaru: Dodatky.

Odvozeni Lagrangeovych rovnic, jak jsme je podali, nebylo pravé
nejkratéi. Chtéli jsme v3ak, aby vSechny ucinéné predpoklady byly
vytéeny co nejzfejméji a dale, aby bylo patrno, Ze plati také pro
soustavy rheonomni. Proto jsme v podstaté sledovali postup Ha melu v,
jehoz kniha ostatné je po nasem védomi jedina z némeckych (nehle-
dime-li na velmi obsirné vyvody Boltzmannovy), kterd k této okol-
nosti prihlizi.

Jinak zpravidla se pfihlizi pouze k soustavam skleronomnim a
parafrazuje se jednoduchy zplsob odvozeni, ktery udal Sir R. Ball
(Proc. Irish Aead. sv. Il, 1875—1877). Hned rovnice (79c) se rozdéli
na h rovnic Q\= K\ gili

dv dF _ d (_ar \ d f dF \

& mdt Ttp n W J

0 clenech pravé strany se snadno dokaze, Ze jsou rovny v (797?)
napsanym derivacim kinetické energie, vyjadiené jakoZzto funkce sou-
Fadnic g a rychlosti 4.

Abychom ukazali na nejjednodusSich pfFikladech uzivani rovnic
Lagrangeovych, aplikujme je na pohyb Gplné volného hmotného bodu m
v misté F= ix -f-jy -j- kz, na né&jz pudsobi sila F= iX-\-jy kZ. Za
Lagrangeovy soufadnice zvolme Ox= X, 2= Y, 0= Z. Kineticka energie
je (x24-y2-4-i2, takze

- — = — - Tk dPI — Nz
1 dgx dx m 7 dt 7 dgx dx

Obecna sila Qt jest patrné Xv nebot pFi posunuti dgx= dx je
prace Xdx. Dosazenim do (79?) obdrzime

rtix= Xy

P

a stejné pro y a z. Vysledkem jsou, jak nutno, Newtonovy pohybové
rovnice v kartézskych soufadnicich.

Podruhé odvodme rovnici pro matematické kyvadlo, kde (obr. 56)
je obecnou soufadnici Uhel a, tedy q=a. Vice stupfil volnosti ne-
budiz. Vnéjsi sila jest F — mg. Rychlost hmotného bodu je lay tedy
7T—\mfa2 Z toho

r=?2d=m |24, P =
(Pa da
PF¥i obecné zméné da je posunuti Ida a pracé Qda= — mglsina.da,
takze Q— — mglsina. Dosazenim zni Lagrangeova rovnice
mP4 = — mglsina, ¢ili a— y-sina,

coz neni nez (57 h). ,

Kone¢né odvodime rovnice pohybové pro kyvadlo sférické, kde
mame dva stupné volnosti a za obecné souradnice volime gx= a, q2—
(obr. 59).

1/\
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Rychlosti v téchto soufadnicich jsou 14 a lIsitia.fi a stoji na-

vzdjemkolmo, takze T= \mt2a2-f- sin2a .ft2 Mame tedy:
,oodit_ . e 3T . ’
Pl—ﬁ = mP.a7 jP, — Fa—mPsmacosa 32

d
p2= —r7= rriPsir?a (3, P 2= mPsbraft -f- 2mPsin a cosaa/3.
dp
Obecné sily urcimezase z praci. Sila Qt jest patrné taz jako
v pFipadé predchozim. Prace pfi zméné 6p jest rovna nule, nebof
posunuti Isina.o6fi stoji kolmo na F — mg. Jest tedy Q2= 0 a dosa-
zenim do (79i) mame hledané rovnice

ml24 — mlXina cosa (32= — mglsin a,
mixin2a (3-J- 2mlXin a cosaafi — 0. (a)

Y § 58 Fesdili jsme zvl&stni pfipad ft~ajt~const, a— 0 (ky-
vadlo konické), pro néjz prejdou rovnice (d) v

plcosa®~gy P — 0, ¢Cili p= o0)i= const
a tedy ’\_=27rl\/—0 -
Wi

jak jsme nalezli v (58 k).

V obou poslednich pFipadech mohli jsme silu Q1 nalézti derivaci
z potencialu, nebof potencidlni energie bodu m jest dle (76/) a obr. 59
az na konstantu dana soucinem

mg. O = mgl(l— cos@= U,
a tedy 0, = -----\-;v;= — molsma.

Kdybychom pokladali | za tFeti obecnou souradnici, jednalo by
se 0 bod v prostoru aplné volny, ureny soufadnicemi polarnimi. Ke

kinetické energii T pFistoupil by ¢len \m 12 a velmi snadno bychom
obdrzeli levé strany rovnic obdobnych (a). Strany pravé oviem zavisi
od zvlastnich danych sil.

Jakozto ukazku vypoctu obecnych sil dle vzorce (79c) vyhledejme, jak
by vypadaly pravé strany rovnic (a), kdyby hmota m v bodé M (obr. 59) pod-
léhajici tizi mg byla vedle toho odpuzovédna od bodu A silou, jez jest jakousi

funkci vzdalenosti AM =5 = 2/sin . Kdyby to byl obraceny kvadrat, mGzeme

mvsliti na nabité elektrické kyvadélko, zavéSené nad malou, elektrickym né-
bojem opatfenou kulickou v A. PiSme obecné silu na bod m

F=ty(s).8— mgk= iX -fJY + 1(Z
Primétem F na osu vertikalni plyne Z = ty(s).sin~ —mg. Pak pro-
mitnéme silu F na 0,1 a odtud na OIX1 i OxYv ¢&imZ obdrzime

X —1ty(s) cos  cosp, Y —ty(s) cos ~ sin p.
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Polohovy vektor r méfme z bodu O, takze r = ix -\-Jy + kz, kde
x = lsi*a cos @ y= Isinasin @ Z— —1 cos a.
Ve vzorci (79c) potfebujeme

dr dr df dx dr dy dr dz
dgx da dx da 1dyda 1dz da

= il cosa cosp + jl cos asin 3+ Kkl sin a,

jezto J~=n dy dz =

Stejné vypocteme Dle piedpisu (79c) | pravidla o skalarnim sou-

dg2 dj
¢inu je pak
Qx= X/ cosa cos * -f- Y/ cos a s»» $ {- ZI sin a,
kam nutno dosaditi hodnoty za X, Y, Z. Stejné vypocteme hodnotu Q2jakozZto
sloZity vyraz ktery se v3ak rovnéZ jako Qx znatné da zjednodusiti.
Z pojmu virtudlnich praci bychom byli nalezli pfimo

Qxa= (s).cos-"y. fta—mg.sina.iza

QM = o
Jest vidéti, Ze k dlouhému vypocétu dle (79c¢) jest radno se uchylovat!
jen v pfipadé tom, kdyz vypocet virtudlnich praci ndm skyta pfiliSné obtize®
Zpravidla jest tomu naopak.

Ilamiltondv kanonicky tvar pohybovych rovnic. Jenom
kratkou zminkou odbudeme, Ze Lagrangeovy rovnice se daji fadou cisté
formalnich transformaci prevésti, na tvar

d_H__d_ P+ ™ -+ 4LH -T

dax dt ~dPi
kde Hamiltonova principalni funkce Il neni nez energie soustavy vy-
jadiena jakozto funkce obecnych soufadnic A a obecnych impulsd P\.

*81. Princip Hamilton(v.

Princip virtualnich posunuti v rlznych tvarech, které jsme uvedli,
pouziva vedle pojmu variace virtualni, s vazbami srovnatelné, také
pojmi* sily a zrychleni a obsahuje tedy ve viech
4 tvarech druhé derivace. W. R. Hamilton uvefejnil
v r. 1834 (Phil. Trans. Londyn 124) novy princip,
ktery neobsahuje derivace vys$i prvych, a proto
jest zvIasté vyhodny vSude tam, kde se jedna
o transformace soufadnic. Odvodime jej cestou,

N ktera nam poskytne cenny vysledek vedlejsi.
te Mysleme si ur€ity stav soustavy v oka-
Obr. 71. mziku /0, dany polohovymi vektory v, tedy sou-
Fadnicemi xI9yI92j, ... xn yn zn. Milzeme si jej
mysliti charakterisovan bodem M o téchto soufadnicich v prostoru
3/i-rozmérném. VSechny casové nasledujici stavy budou pak podobné
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dany body dalsimi 3/1?3/a, .  které vzhledem k spojitosti souFadnic budon
vyplfiovati jistou kFivku, jeZz bude znazorfovati veSkeré skutecné Casové
zmény a jejich prdbéh v soustavé. Mezi Gasy t0 a tL budiz to kFivka
MOM £ (obr. 71). Tomuto skutenému sledu stav( soustavy priradme
jiny nesmirné malo zménény (varirovany), ale takovy, Ze stav 3/0, od
néhoZ jsme v Case t0 vysli, a stav 3/x ku kterému jsme v case t+ prisli,
jsou totozné. Stavu M v okamZiku t na charakteristice skute¢né, ktery je

dan 3/ (¥1? ..¥n), jest pfifadén stav 3/'(f1  dfu .... Fn-f- 6fn) v oka-
mziku obecné jiném t-\-dt. Variace rychlosti jest obecné (jako v (78 ni)
LdF,  dtdOT\j— dryjdét . N
= w ' (@)

kde jiz jsme uzili vztahu édt= ddt, ddfy= dofy, kdez vSak zatim
nechceme klast dt a dét rovnym nule.
Variaci kinetické energie obdrzime tedy obecné jakozto

oT— D=
v dt dt v dt dty-} dt

Z principu DAlembertova (77<?) plyne, piSeme-li veSkeré sily explicitni
jakoZto F a prepiSeme-li identicky pravou stranu

SFdf = A I — Sm
v dt v dt dt dt 7

Strana leva je elementarni prace virtualni OFA, kterd obecné neni
Gplnou variaci néjaké funkce, coZ jsme pravé oznaCili d. Za druhy
¢len pravé strany mlzeme dosaditi z (£). Nasobime-li pak elementem
c¢asovym dt a integrujeme mezi konfiguracemi 3/0 a M1, t. j, Casy tQ
a ti9 obdrzime

ji ji .
JAdAdt-f Jdt(OT+2T")=0. (d)

V (ctivypadl prvy &len pravé strany (c), jezto za obou cas

a h jsou dle predpokladu veSkerda df = 0, takze
__
SmA-df { = 0.
di?"

Vyraz (d)lze nyni specifikovati dvéma rGznymi zplsoby. Pfe-
dev§im muizeme pfifaditi kazdému bodu 3/ pfislusny bod Mf vtémz
okamziku t, €ili klasti variaci ¢asu di= 0 a ovSem také ddt— 0. Pak
vznikne z (d) i

i
/G'A + dT) = 0. (<0
©

To jest obecné znéni Hamiltonova principu. Jesté se
zjednodus$i, jsou-li veSkeré sily vtisknuté konservativni, nebot pak
ti

dA= —IU a df(T—U)dt=dfLdt= 0. )
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U jest ovSem potencialni energie soustavy. PFi uZivani- (e¢) a (/) jest
miti na paméti, 7e se Cas nesmi varirovati a 7e stav skute¢ny a zmé-
nény jsou totozné v casech /0 a tIf ve kterych tedy veSkeré variace
se stanou rovné nulédm.

Hamiltondv princip ve tvaru (/) pravi tedy, Ze skute¢ny pFechod
soustavy z jednoho stavu do jiného déje se tak, Ze cCasovy integral
kinetického potencialu ma hodnotu extrémni. Kdybychom délili integral
stalou veliCinou tt — 10, znacil by dle vyznamu omezeného integralu
stfedni hodnotu rozdilu Kkinetické a potencialni energie, kteraz jest dle
(/) minimem pro skutecny prechod z jedné konfigurace do jiné, srov-
navame-li jej s prechody jinymi nekonetné blizkymi (podobnymi), jez
by se mohly odehrati (na pF. nasledkem vazeb) v téZze dobé mezi tymiz
konfiguracemi. Hodné volné vyjadreni by bylo (Webster): PFiroda se
snazi stfedni potencialni a kinetickou energii béhem pohybu vyrovnati.
neméame zadného vztahu k urcité soustavé soufradnic. Jezto pak se v ném
vyskytuji pouze prvé diferencialni poméry, da se dle ného nejsnaze
provésti proména soufadnic.

Ukézkou odvodime z ného Lagrangeovy rovnice druhého tvaru:
Budiz soustava urfena h obecnymi soufadnicemi , Xod 1 do /,
navzajem nezavislymi. Jak vime ze (78'/), ma Kinetickd energie tvar
T(7x, qv t\ takZe variace jeji dI\ kde dt— 0, jest dana (78 g). Praci
vnéjsich sil mbzeme psati d'A= 2Qyaqy kde Q ma tvar (79¢c).

Dosadime-li v3e to do («), obdrzime

V poslednim ¢lenu dle (78/)

dq dg dt dt \ dq J dt v.3?2J

Ale integral uplného diferencialu

jezto za obou mezi veSkerd dg jsou nulami. Zbude tudiz

VeSkera dt jsou kladna; veSkera dq jsou libovolna, a mohli
bychom je volit tak, aby vyrazy v hranatych z&vorkach byly rovnéz
vesmés kladnymi. Byly by tedy vSechny elementy integralu kladné a
rovni% by nebyla splnéna, kdyby vyrazy v kulatych zavorkach vesmés
pro libovolné X nebyly nulové. To jsou vSak Lagrangeovy rovnice (79 i).
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*82. Princip nejmensi akce. VSeobecné poznamky
k principlm.

Jen proto, Ze obecny vztah (81 r/) dal se téméF stejné snadno
odvoditi, jako jeho zvla3tni pFipad, princip Hamilton(v, uvedeme jesté
jeden z variagnich principd, t. zv. princip nejmensi akce nebo
Maupertuisiv. Ve vzorci (81d) mlzeme totiz dociliti toho, Ze
dT=dFA, takZe se rovnice ta zméni na

ji »

f2(6 Tdt+ Tddi)= o, ¢ili 06j2Tdt= o. (d)

h to
Jest k tomu pouze potfebi, aby 61\ to jest zvétSeni kinetické energie
pri prechodu ze stavu M do varirovaného M' (obr. 71), se rovnalo
praci vykonané pri tom explicitnimi silami, jak to zada princip za-
chovani energie (71c). Pak oviem nem(zeme* si mysleti oba stavy
souCasnymi, nybrz prechod z jednoho do druhého vyzaduje Casu dt;
také cCas podléha variaci, coz jest podstatny rozdil proti obvyklym
posunutim virtualnim.

Princip nejmensi akce jenZ jest pravé rovnici (a) vyjadien, méa zaji-
mavou historii. Maupertuis jej r. 1710 vyslovil ve tvaru velmi nejasném,
ba nespravném, dovodiv jej z Uvah razu metafysického. Byl pak pfedmétem
prudké kontroverse (také s Voltairem) a teprve Lagrange postavil jej na
pevnou pudu.

Spekulacim Maupertuisovym odpovida lépe tvar

h

0J-mvdr —o,
to
ktery vznikd4 vhodnym rozepsanim kinetické energie.
PiSeme-li V (a)

T=% Zmdr2

tedy 2Tdt=\2T .yZmdr2
a predpokladame-li vsechny sily konservativni, je dle (71é) T— E — U, kde
E je stalé. Pak obdrzime dosazenim z (a) tvar Jacobiho

ojsiE— U VW f2= o, (6)

z néhozexplicitni  &as vlbec vymizel. Meze integralu jsoudanypocateéni a
koneénoukonfiguraci soustavy. Neni-li viibec explicitnich sil, jest také U stalé a
z (b) vznikne

oJ\j mdi2—o, nebodi  ojds = 0, (c)
nazyvame li s Hertzem (Prinzipien der Mechanik) M = hmotou a ds
dané kvadratickym stfedem Mds2— Ytmdfi drahovym elementem soustavy. Pak

(c) pravi, Ze délka drahy soustavy jest za skute€néno pohybu minimem. Pfi
tom jest ovSem kinetickd energie stala, a tedy dle

6, kde F = |

i Hertzova rychlost soustavy stala. Dle téchto koncepci nahrazuje llertz prvy
axiom Newtondv (8§ 43) vétou: Kazdy volny (u nas ,isolovany*4) systém setrvava
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ve stavu klidu nebo rovnomérného pohybu v dréze nejprvnéjsi. (Systerna omne
liberum perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in di-
rectissimam.)

Zasli jsme, pocinajic § 78, ponékud hloubéji do latky, kterd pro
elementarni knizku, jakou naSe byti ma, jest snad jiz pfFilis odlehla.
Le€ pfece, neZ ji opustime, poohlédnéme se zpét po smyslu v3eho toho,
o ¢em v tomto V. oddilu bylo jednano. Isa zacatku oddilu IIl. jsme
se kratce zminili o zakladech mechaniky. Oddil IV. a V. jednal o for-
malnim vybudovani metod mechaniky hmotnych soustav. MdU0zZeme
zde rozliSiti dvoji stranku tohoto Usili: Po prvé metody ovladajici sou-
stavu isolovanou, na niz vnéjsi sily neplsobi, soustavu, ktera zvlasté
zajima astronomii s centralnim problémem tfi téles. Po druhé vybudo-
vani metod, jichZz lze uziti na pohyb obecné soustavy, podrobené
vazbam, kterd tvofi hlavni predmét badani pro mechaniku uzitou
a fysiku.

Vyvrcholenim téchto snah jsou obecné principy, z nichz hlavni
jsme uvedli. Jich dlohou jest, nalézti v8e objimajici obecné matema-
tické vyrazy a vztahy, v prvé Fadé pro zpracovani vazbami omezeného
pohybu libovolné danych soustav hmotnych, a to vyrazy a vztahy
takové, aby pro FeSeni danych problémd zaruCovaly prakticky upotie-
bitelnou, theoreticky nezavadnou obecnou metodu (Volkmann).

Konec koncl nedavaji a nemohou dati v podstaté vice, nez za-
kladni rovnice Newtonovy a princip virtudlnich posunuti. Ba nékdy,
zvlast ve fysikalni a technické praxi jest s vyhodou propocitavati dany
problém, ktery Uplné exaktné se FeSiti nedd, dlouhou a casto malo
schddnou cestou synthetickou, vybudovavati feeni postupné na zakladé
obou vét impulsovych a principu energie. Jest to proto, Ze pfi tako-
vémto podrobném stopovani déje snadnéji rozliSujeme podstatné od méné
podstatného, snadnéji mdzeme odvaziti, co v ,prvém pfiblizeni“ lze,
a co nelze zanedbati. Souborné vztahy, jako Lagrangeovy rovnice
druhého tvaru nebo princip Hamiltonlv, podavaji obecny navod, jak
Ize nalézti rovnice diferencialni, které problém fFesi, a¢ ovSem velmi
¢asto byva nesmirné tézko nebo i nemozZno, tyto rovnice exaktné inte-
grovati. Ale i tehdy podavaji nam alespoii cenné pokyny pro jedno-
dussi priklady zvlastni. Jejich vyhodou jest také, Ze se nevdzou na
kartézské soufadnice.

Ale jejich nejvjastnéjsi vyznam spocivad v tom. Ze vzbuzuji v nés
opravnénou nadéji, Ze jejich platnost se moZna neomezuje pouze na
obor Cisté mechanickych pfirodnich déjstvi, Ze plati i pro déje, jez
nasim smysldm nejsou pfimo pfistupny, podafi-li se ndm vhodné inter-
pretovati vyznam kinetické a potenciadlni energie (po pfipadé kinetického
potencialu), obecnych sil a soufadnic, jakoz i vazeb. Pfikladem veliko-
lepym jest Maxwellova budova elektrodynamiky, nebo Gibbsovy
prace thermodynamické.



Vi. Kinematika tuhého télesa.

83. Tuhé téleso. Translace a rotace.

Jiz v § 62 jsme nastinili, jakym zplisobem axiomaticky pfecha-
zime od pojmu bodové soustavy k pojmu tuhého télesa, které nam jest
limitou soustavy sloZené z nesmirng mnoha hmotnych bodd, spojenych
absolutné tuhymi vazbami. Z § 76 pak vime, Ze UpIné volné tuhé
téleso ma 6 stupfid volnosti. Chceme nékolik nasledujicich stati vé-
novati popisu zakladnich a pro fysiku nejdllezitéjSich tvarl pohybu
tuhého télesa, nehledice k silam, jez jsou jejich pfFi¢inou, jinymi slovy,
pojedname o zakladnich pouckdach kinematiky tuhého télesa,
odkazujice toho, kdo hled4a bliz§i pouceni o této védé, jez se stala
soulasti geometrie, k ob3irnym spisim na p¥. Buf mester ovu, nebo
francouzském Koenigsovu a kone¢né k obSirnému referdtu Schoen-
flies-Koenigsovu v matematické encyklopedii (ném. i franc.)*).

Nejjednodussim typem pohybu tuhého télesa jest ten, pfi némz
elementdrni posunuti kazdého bodu télesa jest dano tymz vektorem,
takZze drahy vsech bodl jsou stejné dlouhé a shodné. Takovyto pohyb
nazyva se postupnym, translac¢nim, kratce translaci. Postupny
pohyb nejjednodudsi je pFimocary, ale méni-li translace neustale svdj
smér, mohou byti drahy bodd kfivky, ve zvlastnim pfipadé i kruZnice
nebo jeji casti, ale ovSsem vSechny oblouky téhoz poloméru a tézo
délky. Vektor, ktery pfedstavuje posunuti translacni, jest vektor
volny, jehoz zatatek mlze byti pfenesen do libovolného bodu pro-
storu, tedy vektor téhoz druhu, jako jsme o nich jednali, ktery po-
tiebuje k svému urdeni t¥i udajd, na pf. tii prdmétd na osy soufad-
nicové, nebo délky a dvou UhlG. Stejné jako v kinematice bodu
pfichdzime k pojmu rychlosti a zrychleni.

Jest patrno, Ze vysledek nékolika po sobé néasledujicich translaci
Ize nahraditi translaci jedinou, danou jejich vektorovym souctem. Dvé
rizné polohy téhoZ bodu miZeme ztotoZniti jedinou translaci.

ZUstaly-li béhem polohové zmény télesa dva jeho body na svych
plivodnich mistech, zlstaly na svych mistech také veskeré body pfimky,
kterou obéma téma body mdZeme proloZiti, a kolem této pf¥imky, ro-
taéni neboli otd€eci osy se celé téleso otoCilo, to jest veSkeré
jeho body opsaly oblouky kruhové téhoz stiedového Ghlu a rdznych

*) Kratky prehled hlavuicli vyvodd kinematiky rovinné, které jsou
zvlasté dllezity pro aplikace technické, obsahuje kniZzetka H. Polster: Kine-
matik (1912, Samml. Goschen).
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polomérd, rovnych vzdalenosti kazdého bodu od osy. Nastalo oto-
¢eni ¢i rotace télesa. Jest Uplné urcena, zname-li jednak osu,
jednak velikost otoceni, t. j. stfedovy uhel obloukd drahovych.

Jest evidentni, Ze dvé rGzné polohy uréité roviny mlzZeme zto-
tozniti rotaci kolem pfimky, v niZ se protinaji. Jedna-li se jesté
0 ztotoznéni urcitého bodu na téchto rovinach, musime po rotaci pfFi-
pustiti jeSté translaci.

Brzy uvidime, Ze i nejobecnéj$i posunuti tuhého télesa mizeme
sloziti z translaci a rotaci. Ovéem mdZe se pfi tom rlznym zplsobem mé-

niti translace, a rotadni osa mdze méniti

svou polohu jak v télese samém, tak v ne-

— 2 : hybném, absolutnim prostoru, takze do-

> ' chazime k pojm(iim okamzité translace a
okamzité rotaCni osy i rotace.

Pfikladem rotace a zarovefi trans-
lace, pFfi niZz veSkeré body télesa opisuji
kruhy, je obr. 72, znazornujici dvé kliky
A a B o pevnych osach Oa 0\ které spo-
juje spojnice CF otaCiva kol os Oxa 0/ spojenych s klikami. Otac¢ime-li
jednou z klik, provadi jak A tak B pohyb rota¢ni, kdezto pohyb spojnice
C je translacni, tfeba by veSkeré jeji body opisovaly kruhy.

Obr. 7

84. Pohyb rovinny.

Pohvbuje-li se téleso tak, ze veSkeré jeho body, které lezely v jisté
v prostoru pevné roving, v této roviné i za pohybu zdstavaji, mluvime
o pohybu rovinném. Nejlépe si jej pfedstavime, rayslime-li na pohyb
prsvitného listu papirového na pevné rovinné podloZce. Vektor translace
patrné musi leZeti v roviné pohybu, rotaéni osa musi byti na ni kolma.
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N X~ ot I e

"N\ - \A ‘
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\ \ i \“ .
Obr. 73.

Snadno nahlédneme, Ze vysledek zcela libovolnych translaci a ro-
taci v roving miZeme naliraditi jedinou rotaci. Necht pfeSel troj-
Ghelnik ABC (obr. 73 a) jakymsi nezndmym posouvanim do polohy
AtBfC Z obrazce je patrno, Ze mohli jsme téhoz dociliti rotaci kojem
osy na roviné papiru kolmé, jejiz stopou v roviné jest bod 0, zvany
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stfedem, centrem nebo po6lem rotace, a to rotaci o Uhel
AOAr— fiOB'. Na prlsvitném papife nakresleny trojuhelnik ABC pfe-
kryje shodny trojuhelnik AMB'C\ nakresleny na podlozce, zapichneme-li
v 0 jehlu vrchnim papirem a vhodné jej otofime. Konstruktivné vy-
hleddme 0 vztyéenim kolmic uprostfed spojnic AAr a BBT, jakoZto
jejich pridsek. Splynou-li obé v jedinou (obr. 73 b), jest polem rotace
prisek pfimek AB a AiBr, po pfipadé prodlouzenych. Bod 0 mize
padnouti do nekone¢na (obr. 73 c), jedna-li se o translaci, jiz oviem
Ize povaZovati za rotaci kolem osy nekonec¢né vzdalené.

Jinak lze vSeobecné nahraditi vysledek libovolného posunuti ro-
vinného nekone¢né rozmanitymi zpdsoby, translacemi a rotacemi. Tak
na pr. prejdeme z AB do AB' v obr. 73 c bud rotaci A*B1 a odtud
translaci v AB\ nebo rotaci v AB" a translaci v AmBr, nebo translaci
v ABm a odtud rotaci v AIB\ Z poslednich dvou p¥ipadd vysvita,
Ze lze poradek translace a rotace zaméniti; ale ovSem
musela rotacni osa (jednou A, po druhé A') zlstati taz
vzhledem Kk té&lesu. Vsechny tyto zplsoby pFechodu vedou vsak
k témuz vysledku (analogicky se 73 a) jako jedind rotace kolem
osy O. Jest tedy translace a rotace kolem osy na roviné
translace kolmé, nebo rotace a translace v roviné na
rotacni ose kolmé ekvivalentni s jedinou rotaci kolem
osy s plvodni rovnobézné.

Nechceme-li pfihlizeti pouze k vysledku néjakych libovolnych
posunuti, nybrz chceme-li se co nejdokonaleji pFfimknouti k prdbéhu
pohybu, jak se skute¢né udal, zachytime v mysSlenkach nesmirné ve-
liky pocCet okamzitych poloh télesa a nahradime prechod od kazdé
k néasledujici nekonené malou ekvivalentni rotaci, k niz vyhledame
okamzity po6l (stfed) rotace (J. Bernoulli). Bude v kone¢nu,
pokud se nejedna o Cisté translace. Ovsem
méni neustale svoje misto jak v télese, tak 5
v absolutné pevném prostoru. Sled jeho
poloh vyplni pFi spojittm pohybu télesa f
kFivku, ktera se nazyva centroda nebo i)
polhoda (rtolog, 06og, nékdy také pol-
hodie, nebo pFesmykem poloida), a to
jednak centrodu v télese (body-cen- : =
trode) neboli polhoclii v uz$im smyslu, 1 o
jednak centrodu prostorovou (space- 7 %
centrode) ¢ili herpolhodii (IQrtEiv plaziti
se, nékdy téz serpoloida). Obé jsou
v Uzkém vztahu jak pozndme z nésledu- ~
jiciho: \

Bud bod.l, mysleny v télese, jako
vSechny necarkovanymi Cislicemi ozna- Obr. 74.
¢ené, v jistém okamziku okamzitym pélem
rotace (ve sméru rucitek hodinovych) a spadejz v jedno s bodem 1',
pevnym v prostoru. Po kratounké dobé spadl bod 2 v jedno s prostoro-
vym bodem 2', vytazeny mnohouhelnik priSel do polohy ¢arkované. Dejme
tomu, Ze se 2 stal okamzitym pélem rotace; po nové kratké dobé prisel
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bod 3 télesa do 3" prostoru, mnohothelnik pfFisel do polohy teckované.
Stal-li se zase bod 3 pdlem, pokracuje véc podobné dél, body 4, 5, ...
télesa plsobily jako pdly rotace, kdyZ se octly v prostorovych bodech 4',
5',. . Jest tudiz mnoholhelnik 12345 .. (v limité kFivka) centrodou v té-
lese, kFivka prolozend body 1', 2', 3', 4", 5'. ... centrodou v prostoru.
Priibéh pohybu jest dan tim, Ze centroda télesa (polhodie) se beze
smyku (klouzani) vali po centrodé prostorové (herpolhodii), jez
ovSem jest v prostoru pevnda (Cauchy). Okamzity dotykovy bod obou
jest okamzitym pélem (stFedem) rotace. Vedeme-li z ného spojnici ku
kterémukoliv bodu pohybovaného télesa, stoji kolmo na jeho okamzitém
sméru pohybu (nebo také rychlosti).

Kdezto na sledu dvou translaci nic nezalezi a také poradek trans-
lace a rotace mizeme zaméniti, aniz by ve vysledném posunuti bylo
jakého rozdilu, dala-li se ovSem rotace kolem téhoZz bodu (osy) v té-
lese, nesmime poFfadek dvou koneénych rotaci kolem po6li
A a B, v prostoru pevnych, zaméniti. Zamenime-li jej, lezi
stfed vysledné rotace (vyhledany dle obr. 73 @) v misté O', v némz
vznikd odrazem na spojnici AB, jakoZto rovinném zrcadle, virtualni
obraz plvodniho stfedu rotace O.

Snadny dllkaz této véty pofidi si &tenaF sam.

85. Pohyb tuhého télesa kolem pevného bodu. Precese.

Znazorfujz nam tuhé téleso koule, kterou si myslime z ného
vyFiznutu tak, Ze jejim stfedem jest pevny bod v prostoru, kolem
nghoz se téleso mlze otaleti. Poloha koule jest obecné urdena t¥emi
body, za néZz zvolme jeji stfed C a dva body A a B na povrchu,
které si mdzeme mysliti spojeny oblouky nejvétsich kruhd.

- Vysledek libovolného

) posunuti koule (tedy i

télesa), pfi némz prejde

AB v polohu AB', lze

nahraditi jedinou ro-

taci. Snadno to pozname

: z obr. 75a. Spojme AAT

Ny ‘ a BBroblouky nejvétsich

kruh( a nakresleme nej-

vétsi kruhy, které tyto

Cbor. 75. oblouky pdli, stojice na

nich kolmo. Protnou se

v O (a O protilehlém na druhé strané koule). Jest evidentni, ze AB
prejde v A’Br jedinou rotaci kolem  osy O'CO.

Konstrukce nevede k cili, kdyZz  oba pulici nejvétsikruhy splynou
v jediny. Pak vSak, jak zfejmo z obr.15b, jest dana rotaini osa
stfredem koule C a bodem O (resp. OY),ve kterém se protinaji nej-
vétsi kruhy prolozené AB a A'B' samy. MdlzZeme tedy vysloviti obecné
vétu: Vysledek libovolnych pohybd tuhého télesa kolem
pevného bodu lze vZidy nahraditi jedinou rotaci (Eller).
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Pfikladem uvedeme vysledek dvou konec¢nych po sobé nésledujicich
rotaci kolem dvou os, s télesem pevné spojenych a prochézejicich tymz
bodem, stfedem C koule o
jednickovém poloméru ktera R
nam znézornuje téleso. Stopa Q = 7
prvé osy na povrchu koule '
budiz bod A (obr. 76a), stopa =
druhé bod B, jez spojime jr - N\ |
obloukem nejvétsSiho kruhu ~ |
AB, ktery zaroven meéfi stre- J
dovy uhel .4(7B.Rotacio Uhelcp E A C
(proti rucickdm hodinovym,
je-li C za papirem) kolem a jg
osy CA prfejde AB v polohu
AB\ Rozpualime-li Ghel y obloukem AD, pfejde tento rotaci v polohu AD\
symetrickou vzhledem k AB\

P¥i rotaci o Uhel ty kolem osy CB* (zase proti ru¢ickdm hodinovym)
piejde ABr ve vyslednou polohu A'B’. Do polohy BE\ ktera p0li Ghel
pfijde oblouk B’E, dfive symetricky vzhledem k AB' polozeny. Jest patrno,
7e bod S, prisek obloukd AD a B'E’ pii prvé rotaci ptesel do Sr, po druhé
se vratil do plvodni polohy S, takze pfimka CS vlivem obou rotaci svou
polohu nezménila. Mohli jsme tedy obé rotace nahraditi jedinou kolem osy CS
a to zfejmé o Uhel ASA'= BSB'=y. Jezto 180°—-py, AB — AB"
a SB'= SB, mlzeme dle sinusové véty ve sférickém trojuhelniku ASBr psati

sin sin \ty sin p/
N N
sinSB  sinSA sin AB

Z konstrukce samé plyne, Ze zménime-li pofad dvou kone€nych rotaci
kolem os protinajicich se, obdrzime vyslednou polohu jinou. (Srovnejte tento
vysledek s koncem §84. Tam lezi C v nekonetnu za papirem.)

Jen tehdy, jsou-li obé& rotace infinitesimalné malé, coz nazna-
¢ime piSice za né dy a dty, Ize pofadek zaméniti. Bod S lezi pak na kruhovém
oblouku AB (obr. 76 b) v misté, jeZ nalezneme dle vztahu (a), v némz za sinusy
piseme uhly

éx 7
sin <€[SCB  sin <41SCA  sin ACB’

Nalezneme je dle tohoto vztahu konstrukci Uhlopfi€ny CB rovnobéznika
sestrojeného ze stran CP=dy, CQ = dty. nanesenych na rota¢ni osy CA a CB
dle pravidla pravotocivého Sroubu.

—

(@)

Jedna-li se o to, abychom se pokud mozno vérné pFfimknuli
ke skuteénému prGbé&hu pohybu, miZeme zde opakovati mutatis
mutandis totéZz, co jsme fekli v § 84. Pfi skutetném pohybu mdize
se okamzitd osa rotani neustdle meéniti co do svého sméru jak
v télese, tak v prostoru. Jednotlivé jeji polohy vytvofi kuzel (vlastné
oviem dvojkuZzel s hrotem ve stfedu koule, z néhoZz v3ak obvykle
kreslime jedinou C¢ést), jakoZto limitu mnohobokého jehlanu, jak jest
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zakreslen v obr. 77. Zase znamenaji spojnice stfedu koule C s body

1'2,3,4,5, ... napovrchu koule jednotlivé po sobé nasledujici polohy
okamzité rotacni osy v télese, spojnice C
s 1', 2, 3", 4", 5", .. . jeji postupné polohy

pevné v prostoru. Skute¢ny pohyb télesa

. déje se zase tak, Ze se postupné ztotozni

LA =3 C2 s pevhym C.2', pak C3 s C3' atd.,

Mt 7 tedy kuzel CI, 2, 3, 4, ... zvany

‘ polhodiovym, se vali beze smyku

po herpolhodiovém CI', 2", 3", 4", .. .

v prostoru pevném (Cauchy, Chasles,

Poinsot). Misto koule, jako v obr. 75« a 6,

mlze nam tedy znazorfovati téleso kuZel
polhodiovy.

Zvlast dulezity typ pohybu kolem

~ pevného bodu je pohyb precesni, u

i néhoz jsou oba kuzele kruhové. Obr. 78

nam ukazuje dva hlavni pFipady, Ze totiz

valici se kuzel polhodiovy jest po prvé vné, po druhé uvnitF kuzele

herpolhodiového v prostoru pevného, jehoZz osa je kreslena vertikalné.

Skute¢nou okamZzitou osou rotacni jest ovsem vzdy pFimka CO, v niZ se

oba kuZele dotykaji. Tato okamzita osa se pohybuje podél pevného kuzele

v pfipadé («) v témz

sméru (shora proti ru-

7 " 47 gickdm  hodinovym),

— \2,2 —njo (/ A T+ QsVv ve kterém se téleso

c & - otadi. Vysledkem po-

i o hybu jest, Ze jakasi

a GaA 4 ,stfedni osawCO01 té-

? lesa — vlastné osa

N ; kuzele polhodiového,

J kterd sama vlbec

l neni osou otaceci —

obiha kolem osy C03

Obr. 78. " v prostoru pevné, opi-

sujic kolem ni pro-
cesni kuzel poloviéniho otvoru Ofi0O% = Pro souhlasnost sméru otéa-

ceni a obéhu mluvime o precesi progresivni, postupné. V pfi-
padé 78b déje se obihani ,,osy“ CCXkolem C02 ve smyslu opatném nez
vlastni otaceni télesa, precese je retrogradni, zpétna. Kdyby vSak
v témZ obr. 786 byl COv pevny kuZel herpolhodiovy a CO: valici se
kuzel polhodiovy, dalo by se otdCeni i pohyb precesni v témz smyslu
rudiéek hodinovych a precese by byla postupna. (ROzné mozné pripady
vzajemné polohy obou kuZzell vyCerpany jsou v znamé knize ,,Theorie
des Kreiselsu, jiznapsali Klein aSommerfeld, str. 47 nasl.)

VelikolepypFikladprecesniho pohybu poskytuje naSe zemékoule. Je
retrogradni obdobny obr. 76 b. Herpolhodiovy kuzel ma polovi¢ni otvor Oj COv
rovny pfiblizné 237a0 “pfesnéji 23°27'32"; jest to sklon roviny rovnikové
k ekliptice), pevna osa CO02 je osa ekliptiky. Kuzel polhodiovy ma polovi¢ni

C
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otvor 00087", takze jeho stopa na zemékouli jest kruh poloméru asi 27 em.
Jezto jednou denné se otoCi, t. j. vystfidaji se vSechny polohy otaCeci osy,
todv to trva asi 26.000 let, neZ se vykond Uplny obé&h precesni. Precese, jak
znamo, zplsobuje zménu polarky a zpétny pohyb jarniho bodu.

Jiz na tomto misté pfipojime jeSté nasledujici poznamky: Otvor kuZele
polhodiového u zemékoule jest podroben malym periodickym zméndm. Osa
zemského elipsoidu neopisuje tedy v prostoru presny kruhovy kuzel, nybrz
vybocuje periodicky z jeho plasté o malé obnosy na obé strany ven. To je
nutace zemské osy, jez jest zplsobeno tim, Ze draha mésice neleZi v ekliptice,
nybrz jest k ni asi o 5J9' sklonéna, kteryzto sklon se periodicky méni. Uzlova
pfimka otoCi se asi za 18 7 let jednou dokola kolem osy ekliptiky. Lze Fici.
Ze p6l zemského rovnika probihd asi v 18*7 letech relativné k c¢isté precesi
elipsu o poloosach 9"2 a 6"9.

86. Pohyb tuhého télesa uplné volného.

Zcela libovolné posunuti tuhého télesa v prostoru, jehoz vy-
sledkem jest zména polohy z Z do 27, mlzZeme nahraditi jedinou
translaci a jedinou rotaci. Zaujimejtez body ABC pUlvodni
polohy ~ mista A'Bid v nové poloze 27. Patrné mizeftne translaci
celého télesa prFivésti C do C\ pFi ¢emz A, B priSly do mist AiB1,
a potom vhodnou jedinou rotaci AX8X do ABr.

Chceme-li se pFimknouti co nejlépe k prébéhu skutecného pohybu,
rozdélime cely postup na nesmirné mnoho nesmirné malych zmén, z nichz
viak kaZd4 sestava z translace a rotace, a neda
se nahradit jedinou rotaci, jako pfi pohybu rovin- 0
ném. Le¢ prece mizeme zde dociliti jakéhosi zjedno- L/
duseni, zavedeme-li pojem pohybu Sroubo- (- A e !
vého, jimz nazyvadme otoCeni kolem néjaké osy, . &
spojené se soucasnym postupem ve sméru o0sy. N £ N
Tvrdime, Ze vSechny elementarni zmény mizeme TN
provésti pohyby Sroubovymi. Vskutku, sestava-li ~/
takovd zména z otoCeni kolem osy CO, jiz najdeme
dle predpisu § 85, a postupu CK (obr. 79),
jenZ jest oviem jako kazda translace totozny pro viechny body télesa,
mlZeme CK nahraditi translacemi CL ve sméru osy otafeci a CN
kolmo k ni. Ale dle § 84 da se translace CN a rotace kolem CO na-
hraditi jedinou rotaci kolem jiné osy s CO rovnobézné, takze celkem
zbyva tato novd rotace a rovnobéZzny s ni pohyb postupny CL
— tedy pohyb 3roubovy, jenZ jest nejobecnéjsim oka-
mzitym pohybem tuhého télesa (Giulio Mozzi 1763,
Cauchy, Chas les).

PFi obo¢ném pohybu télesa vyplhuji postupné polohy okamzitych Srou-
bovych os v télese jakousi plochu pfimkovou a soucasné v prostoru jinou
pfimkovou plochu. PFi pohybu kolem pevného bodu se obé tyto pfimkové
plochy redukovaly na kuZzel polhodiovy a herpolhodiovy se spole¢nym vrcholem.
Ale podobné, jako tam, i v pfipadé obecném maji obé& tyto plochy, zvané

Kucera, Zaklady nrechauiky. 13
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osovymi plochami pohybu, v kazdém okamziku jednu spole€nou pfimku
okamzitou to osu Sroubovou, v niz se dotykaji a podél niz se téleso soucasno
posouva. V okamziku nasledujicim dé&je se tak podél sousednich pFimek obou
ploch, které se nyni ztotoznily. Prlibéh obecného pohybu Ize tedy znazorniti
valenim a soucasnym podélnym klouzanim obou ploch osovych podél oka-
mzité osy. (Cauchy, Poncelet.)

87. Skl&dani rychlosti tuhého télesa.

Dosavadnitvahybyly razu synthetického. Budeme nyni hledati
analytické vyrazy  projednotlivé veliciny, o které se pfi pohybu
tuhého télesa zajimame.

PFi postupném pohybu télesa ma kazdy jeho bod touZ rychlost v.
Muizeme ji tedy znazorniti vektorem v vedenym v libovolném bodé
prostoru neb télesa, vektorem volnym (srov. 8 83). Soucasné
translaéni rychlosti vI7 ¥2, . », oviem zase vsem boddm télesa spolecné,
skladaji se vrychlostvyslednou v dle pravidla vektorového souctu

V= Gi-j-ta-f... (a)
Ptejme* se nyni po okamzité rychlosti, jiz ma libovolny bod P té-
lesa, které jakoZto celek se otaci okamzitou rotacni rychlosti o kolem

osy Vv télese pevné a bodem O prochazejici.
Odpovéd déana jest vzorcem (16 e)7 dle néhoZ (obr. 80) jest

F= F= [®f] (b)

PFi tom jest rotacni rychlost of vektor naneseny na rotaCni ose

z bodu O tymZz smérem, jako postup

obycejného pravotocivého Sroubu za

dané rotace; F jest posicni vektor

AN uvaZovaného bodu P7 vedeny z bodu O

i rotacni osy. Jiz v § 16 se stala zminka,

' Ze pocatek 0 muze byti volen kdekoli

na ose rotacni. Vektor oj jest tedy vek-

torem vazanym na pFimku, neba

kratéeji *vektorem klouzavym

(sliding vector, vecteur glissant, linien-

flGchtiger V.), ktery k svému uréeni po-

tfebuje péti Udajl, na prF.: velikost,

smér, dany dvéma Uhly s osami sou-

Obr. 80 Fadnic a soufadnice yl7 v1 bodu MIr

v némZ protina jednu z rovin soufad-

nicovych (zde rovinu XY). Misto (hl& smérovych Ize udati dvé souFadnice
bodu J/2, v némZ protind osa jinou rovinu soufadnicovou (na pF. y$, z$).

Velikost vektoru g jest =+ ‘-ﬁ?g urcujeme-li okamzitou polohu

télesa Ghlem (p (obr. 78.), méFenym od jisté polohy z&kladni.
Patrné tedy
Q— Q. r.o_ pf&,'ﬂo
dt
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Chceme-li pséati kratceji

a ’6ili dep =Wefy *)

musime infinitesimalni otofeni dep chépati jakozto vektor naneseny na
osu rotacéni, sméru 0)° a velikosti dep.

I. Skladani rotaénich rychlosti kolem dvou os, které se protinaji.

Podléha-li téleso soucasné dvéma rotacim 6~ a 6)3 kolem os, které
se protinaji, mzeme prlsek 0 (obr. 81)
zvoliti za zatatek posi¢nich vektor. Oka-
mzité rychlosti libovolného bodu télesa P
budou dle (b)

i?2l= [©17], v2= [warj, \ N
2 J
a Jeho rychlost vysledna ) b
v= Jl-(- v2== [wifj -j- [€Dof] = 0 \ |
= [Oi+ ©3>F] |
Jest taz, jakoby téleso mélo jedinou
rotacni rychlost
e
©=01+ ©3 («) Obr. 81

kolem osy, ktera prochazi prdsekem O.
Jezto je bod P zcela libovolny bod télesa,
dava (e pravidlo o skldadani rota€nich rychlosti k'oiem os
tymz bodem prochéazejicich.

Pravidlo (V) jest ostatné pfFedpokladem pro moZnost znazorfiovati
rotaéni rychlost vektorem oj. Klademet v semikartézském rozepsani

oj = coxJ-j- ojyJ -)- cugk, (1)

kde ojx, o)y, fcvjsou prliméty vektoru oj -na osy soufadnicové, tedy ro-
taci kolem libovolné, ale poCatkem soufadnic prochéazejici osy ekviva-
dx dy , dz lentni rotacim kolem tfi os soufadnico

Lo 1 Qg
dt Ttd + Jtk= Xy 7
dostdvame pro okamzité rychlostiboiju P podél os

x= Oyz— Oy %= @Qx— (Oxr (lay — (Oyx, (@
coZz ostatné velmi snadno mlZzeme odvoditi nebo verifikovali z geo-
metrického znézornéni.

Dilezity pfiklad na skladani takovychto rotacnich rychlosti jest po-
hyb precesni, o némz bylo jedndno v § 85. Kazdy bod télesa ma soucCasné
.rota¢ni rychlost (o1= ji kolenj osy CVy (obr. 78, a, b) a spolu s touto
osou rotaéni rychlost ft)2= v kolem osy COo v prostoru pevné. Vy-
sledek obou pohybld jest rotace kolem okamzité osy CO, jez se déje
rychlosti oj, kterdz jest dle (e n

0Jz=fl -r v. an

13*
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Nazveme-li polovi¢ni Uhel kuzele herpolhodiového <$£0C02= tt, pol-

hodiového a kuzele precesniho plynou z troj-
Uhelnika rotacnich rychlosti rovnice

or 1 — i3 sinaV1+s%%-3q sm&0 - Rk
Znameni-)- platipro ostry Ghel mezi kladnymi sméry vektord Jla P
(obr. 78 «), znameni— pro uhel tupy (obr. 78 2).

PFi precesnim pohybu zemékoule jsou

\ = 26000.365dén'W"Td én ~o= 23-5°,
a tedy sin(3= = "*0-0087",
jak jiz bylo v § 85 uvedeno.
Il. Skladani rotacnich rychlosti kolem dvou os rovnobéZznych.

Tento pFipad redukuje se na predchazejici, dame-li priseku os O
odejiti do nekone¢na. JeZto osa vysledné rotace bude jim téZ prochazeti,
bude patrné s danymi osami rovnobézna. Posi¢ni
vektor F libovolného bodu P télesa ve vzorci (d)
jest veden z prdseku 0 v nekonecnu. Abychom
o se zbavili nejistoty v tomto ustanoveni leZici,

L prifkneme bodu P posicni vektory Fl a f2
a L & vedené z libovolnych bodl 01 a 02 obou os
U 2 (obr. 82). Dle (b) a pravidla o skladani rych-

| losti jest pak

)

Obr. 82. 57 0)
Jezto smér os jest tyZ a jen velikost rotac-
nich rychlosti coL a @2 rliznd, mzeme psati
Gl ~ (WLadp, co2— waw°,
kde M0 je spoledny jedniCkovy vektor, ojx a oj2 prosta Cisla, a to téhoz
znameni u os stejnomérnych* opatného u os protismérnych.
Dosazenim do (y)
v [ 0)L@H] -j- [oj-i0®, Fa] = [tad— ta.FjJ. (k)
Bod, pro ktery [
wlfi + caar2= 0, 0]

zlstane vklidu,lezi nanové vysledné ose rotacni, oniz jizvime, Ze
jest rovnobé&Znasesmérem co0. Lezi na spojnici 0j02, nebot (/) vyza-
duje. aby Ft a ¥3 byly vektory opac¢ného sméru, jsou-li cox a co2 téhoz
znameni, resp. vektory téhoZz sméru, jsou-li znaménka coxa 0)2 rlzna.
Rozdélime-li 0> 2 bodem Or v poméru

Oi0": 0'02= co2: col, (m)
jest O bodem vysledné osy, kterd jest takto jednoznatné urcena. Ze



jest rovnobézna s osami danymi, jest patrno také z toho, Ze body O,
uréené vztahem (m) pfi libovolnych 01 a 02 vypliuji pfimku rovno-
béZznou s we°. Jsou-li cjl a 02 téhoz znameni, tedy dané rotace téhoz
sméru, lezi Or mezi Ot a 02, v druhém mozném pfFipadé pak wvne
na strané rotace absolutné vétsi.

ZvIast zajimavy pfipad nastava, jedna-li se o dvé rotace proti-
smérné, jichz rychlost vSak méa touz absolutni velikost. Pak U2= — Qi
a z (J) vznikne

v= [ab?i— ¥F2] = fe>ia], (

kde jsme psali za vektor 0i02= Fl— F2=-a<

Postupna rychlost vsech bodd télesa jest pak stejna co do sméru
i velikosti, ¢ili ze dvou stejné velikych rotaci opacného
sméru kol os rovnobézZnych vznikd postupny pohyb
télesa.

Soustavu takovychto dvou sou€asnych rotaci, které jsou ekviva-
lentni jediné translaci, nazyvdme dvojici rotaci a vyraz \wa\ jejim
momentem. Jest pro viechny body télesa tyz, tedy vektor volny.

Ill. Skladani rotacnich rychlosti kolem dvou os libovolnych.

Jsou-li podobné jako na obr. 82 Ofi a 02 dva libovolné poca-

te€ni body na osach, plati vztah (y). Zavedenim vektoru 072 = « je
f2— F\— a a tedy po dosazeni do (y)

v= [»!?17'+ [w”i] — [®33] = [® !+ Wa,?,] — [wsa]. (o)
Vysledny pohyb se sklada z rotace -)- @2 kolem osy procha-
zejici bodem 01 a z translace rychlosti — [@2a] vsem bodim télesa

spolecné.

U os, jez se protinaly, mohli jsme volbou prliseku O za bod po-
¢ate¢ni, t. j. ot= 02= o0, tedy a~ 0, dociliti, ze Fl=zF2= F, Ze tedy
translace vymizela. U os mimobéZznych toho dociliti nelze. Nebudeme
se timto fysikalné méné dllezitym pfipadem bliZze zanaseti, odkazujice
na pf. na Heunovu ,Kinematik“.

Jen tolik budiz poznamenano: Kdyby vedle obou rotaci byla
existovala jeSté translace, byla by se rychlost jeji spojila se ¢lenem
— [wZ] v jediny c¢len spolecny.

Ze snadného zevSeobecnéni pfipojenim dalSich rotaci a translaci,
event. rozloZzenych na dvojice rotaci plyne, Ze libovolny pocet sou-
casnych rotaci a translaci tuhého télesa da se nahraditi jedinou trans-
laci a jedinou rotaci kolem urcité osy, které dohromady tvofi nej-
obecnéjsi pohyb tuhého télesa.

88. Analytické zkouméani obecného pohybu tuhého télesa
v prostoru.
Z §s§86 a 88 vime, ze se mUZeme pFfimknouti libovolné presné

k obecnému pohybu télesa, pfevedeme-li je z jedné dané polohy do
druhé nekone¢né blizké tak, Ze celé téleso podrobime translaci vQdt,
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aby na pf. bod O preSel ze staré do nové polohy a soucasné je vhodné
oto¢ime kolem osy, kterd prochazi bodem O. Posunuti libovolného
bodu P, ur¢eného polohovym vektorem O P=f, dané okamzitou rych-
losti ndsobenou ¢asem, bude
vdt=vadt-7- [wf] dt.

Cili jeho rychlost

v—Fo+[©?]. (a)

V tomto vyrazu bndou rdznym bodlim P odpovidati rizna ¥, ale

ovSem tytéz vOa w. OvSsem volba bodu 0 byla aplné libovolna. Kdy-
bychom misto O byli zvolili bod jiny OI7 uréeny vzhledem k O polo-
hovym vektorem 001= all vzhledem k némuz polohovy vektor bodu P
je 01P = r 1, takZze r = a 1-*|-f1, musela by byti analogicky s (a) rychlost
bodu P .

F= Fo-i-[fflv],
kde ovSem vOFa to jsou jiné hodnoty nez fo a 6), zavislé pravé na volbé
bodu Ov Pf¥i prvém zplsobu pfechodu byla by rychlost bodu dle (a)

= (%)

Dosadime-li odtud za 7(do (a), mame pro rychlost bodu P (ktera

je skuteé¢nym pohybem jeho ze staré do nové polohy a ¢asem dt danal)
[B,F—3r= ®!+ [0F]j. (d)

Tento vzorec vyjadfuje totéz, jako (é) a lze jej tedy vykladati
tak, Ze pfechod novy, vedouci u kazdého libovolného bodu P k témuz
vysledku jako dFive, se stal translaci vAdt celého télesa, kterd pfivedla
bod Ox do nové polohy a soucasné rotaci télesa kolem osy bodem Ux

prochazejici. Volime-li tedy body O, Oi7 .... rdzné, vidime, Ze sice
musime' k docileni pfedepsaného pFechodu voliti translaci rliznou,
v0, vO'= vI7 ...., Ze vSak rotace 0), of to, . ... zlstadva nezavisle

na volbé bodu O, OIf . .. tdZ co do sméru

i velikosti. Jenom tehdy, kdyby na pf. a2
mél tyz smér jako to, kdyby tedy nové voleny
bod zékladni 02 lezel od O ve sméru rotacni
osy, zlstala by také translace odpovidajici
volbé O ¢i O: taz, nebot by v (d) soucin
[way]=0, vymizel, a ze srovnani (/) a («)
by pak plynulo v2= ¢O-

'i o o\ MU0Zeme si poloZiti otdzku: Lze voliti
TN néjaky vyznacny bod za 01 tak, aby popis
U~ obecného pohybu byl co nejjednodussi?

Postupnou rychlost fo pdvodniho bodu O
Obr. 83. mdzeme vzdy rozloziti na dvé. slozky, z nichz
jedna fo1 je rovnobézna se smérem w, druhd
F02/pak na tomto sméru kolma, takze dle (c)

vi— fo1 -j- tho2 -j- [waA. (e)

Zvolme nynibod 0A tedy al7 tak, aby v®-p [w”] = 0. To je
vzdy mozno: v0xtojikolmo na o), vektor [6)al] stoji kolmo naroviné
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vektor(l & a % a sta¢i tedy voliti dt tak, aby jeho prlmét a na roviné
kolmé k o sam stal kolmo na v@ a mél vhodnou velikost. .Ostatné
lépe nez slova vyjadfuje to obr. 83. Pak zbude z (¢) v1-r~v0l, a obecné
je pro libovolny bod- P télesa dle (d)

v = thi-|- [0"], (/)
pohyb sloZzeny z postupu celého télesa ve sméru osy @ a z otaceni
kolem ni Cili pohyb Sroubovy, ktery za vhodné volby bodu 01jest
nej obecngjsim pohybem tuhého télesa. To jest analyticky dlkaz zna-
mého nam jiz theorému Chaslesova.

Takovyto elementarni Sroubovy ¢i helikoidalni pohyb nazyva Sir
R. Ball (v Theory of screws, ném. preklad pofFidil Gravelius) twist
(krut, Windung), nebo okamZity Sroub.

Bodu Oj najdeme oviem nekonetné mnozstvi, nebof nechf. je bodem 0 1
kterykoli bod pFimky 010\ rovnobézné s 6), z(stava vektor ne-
zménén co do sméru i velikosti. V obr. 83. jsou zakresleny vysledné
vl a g od hodi* Ox jakozto poCatku. Mame-li nalézti poCetné bod Ox
resp. vektor du vSimnéme si, Zze Oxje bod, jehoZ celkovy pohyb v obrazci
a vyvodech oznaceny tD1, ale obecné dany vzorcem (V), jest v daném
okamziku rovnobézny s oj. Musi tedy dle definice vektorového soucinu

Br]= [®F0 -j- [wicsrtn] = 0. )
[oi Wajj]= @@L —Uiap.
Ulohu zjednodu$ime, hledajice bod (Yi (obr. 83), ktery leZi v ro-

viné prolozené bodem Okolmo na oj. Dosazenim a\ za  plyne
neboi*¢o a a\ jsou vektory na sobé kolmé. Z Qf) zbyva

Dle (8 d) jest

> * cili

Vektor vysledny je kolmy na roviné ¢ov* a jeho velikost jest
I\
.+, V0sin(o)u0)
“it=— — e 0)
Oznatime-li soufadnice bodu O vzhledem k Casové pevné soustavé
souradnicové ¢®,y0, z0, takze
»= ¥tioJ + *o*V
souradnice libovolného bodu P pak .v,y,z a sloZky rotace cox, coy, w2, takze
F— (r—agi-\-(y—yo)J+ (~—"" v*14- coyj-f ofjc,

jest vSeobecnym vyrazem pro rychlost v= xi-j-yj Zzk libovolného
bodu P télesa, jeZ postupuje a zaroven se ota¢i kolem bodu O dle
semikartézského rozepsani (a) v ose X

«) — — Y0)- Q)
Podobné pro druhé dvé osy. Jest patrno, Ze obecny pohyb Uplné

volného tuhého télesa jest urcen vektory v0a o), resp. v soustavé kar-
tézskych soufadnic 3esti veli¢inami, které odpovidaji 3esti stupfiim vol-
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nosti. Lidska ruka (od lokte) ma &est stupfili volnosti, jeZto ji lze
uvésti (i bez pohybu trupu) do kazdé nekonecné blizké sousedni polohy
z polohy dané.

Jedna se jedté o to, jak nalezneme rotaCni rychlost i6 télesa, jsou-li dany
v jistém okamZiku rychlosti v vSech jeho bodu. Z (a) plyne

% J k
rotv — [Fv] “ d3x : 332 = rot vO-f rot [l
x oz

Ponévadz, jak z rozepséni je patrno, se jednd v Hamiltonové operatoru F
o diferenciace dle soufadnic, je rotvO= Q nebot vO je v celém télese stejné,
na souradnicich nezavislé. Rozepisme

J
- S +>74+*7 v Uk 014
MS. (»£ 7 7). y—5/yQ -
a napiSme dle znamych pravidel pouze ”~-komponentu tbhoto vektorového
soucCinu. Jeji velikost jest

3 (o (y — YO —co. (X —X0) — (<, («—a0—00*(2- -f)= =+ <= 20

nebot’ jak vime, je. také (> pro celé téleso stalé, tedy oy, 2 a ovsem stejné
i #0, yQ z0 nezavisi na x}vy, z
Jest tedy celkem
rot D= 2 (cojd chjj + uzfo) = 2«i. (4°)]
Operace ,,rotw plsobic na rychlost libovolného bodu, davanam tedy
dvojnasobnou rotacni rychlost télesa co do sméru i velikosti. Odtud téZ jeji
jméno. Zpétnym dosazenim (k) do (a) plyne
«= «0+ [iroti;, fj. (0
rovnice obecné platna, je-li ? vektor polohovy a  na x, y, z nezavislé.



YIl. Dynamika tuhého télesa.

89. Podminky rovnovahy tuhého télesa.

Méjme GplIné volné tuhé téleso. Na jeho rGzné body at vnitini,
at vnéjsi, pnsobtez sily Fv. Tyto sily budou u skute¢ného télesa mimo
pohyb zpfisobovati v ném rdzna napéti a deformace. Od obojich chceme
abstrahovati, pouZivajice fikce télesa absolutné tuhého. Kazda tuha
ty¢ bude nadm neprodluzitelnou, nestlacitelnou i neprohnutelnou. O na-
pétich bychom mohli nejvySe pfipustiti, Ze vznikaji podvojné dle prin-
cipu akce a reakce opacné stejnd. Uzivajice fikce absolutné tuhého
télesa pfi popisovani zjevd pfirodnich, obdrZzime oviem pouze prvé pfi-
blizeni ke skute¢nosti, pouze pfiblizny obraz pFirodniho déni, le¢ pfece
cenny, ponévadZz v pfirodé nachazime vskutku mnoho téles, u nichz
deformace a pod. zGstavaji velmi nepatrné, nepiekroGi-li sily jisté mezni
hodnoty. Slovem, obdrzime dle ndzvoslovi Hamelova ,podstatny vy-
seka ze skuteCna.

NejobecnéjSim principem rovnovahy je princip virtualnich po-
sunuti (76 (i)

2 F vd?v= 0 (a)

\%

kde v vygerpdva ty body télesa, v nichz plsobi sila a kteréz si my-
slime ¢&islovany; 6/\ jsou jejich virtualna posunuti. Mizeme je psati
dfv— Vy.6t, myslime-li si je provedena vSechna v témzZ sice, ale jinak
zcela libovolném ¢ase 6t; vvjsou pFislusné rychlosti jednotlivych bodd,
ovSsem srovnatelné s tuhosti télesa. Tyto rychlosti maji nejobecngjsi
tvar (88 a)

S = “o+ [wiy], (1)
kde postupna rychlost vo a rotaéni to jsou vsem bodlim spoletné. Do-
sadime-li do (a) délice libovolnym, a tedy nenulovym 6t9 vznikne

2F\v, VRF\+ 2F, [BPVi=00 +  1>/7]= O (e)
A\ \2 A\ A\ Vv

Druhy ¢len soutu byl prepsan dle (8a). Jezto u zcela volného
télesa jsou vO a to Uplné libovolné, rozpada se (c) na
2FV=8 E£[HFV]=0. (&)
\2 \2
V obou souCtech sc¢itdme sily Fv i jejich momenty [fv T] dle
obecného pravidla o séitani volnych vektorl. To jsou obecné pod-
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minky rovnovahy tuhého télesa. Rozepsany zni ve tvaru
kartézském
a; XV 2¥y—2zv==0,

Z0yzy- ydl 2 @8- /2 -CGwv- Wy)- 0 @

Téchto Sestpodminek rovnovahy UGplné volného télesa staci, jezto
zachycuji Sest moznych stupill volnosti. Pravi: Ma-li soustava sil na
tuhém télese pUsobicich byti v rovnovaze, musi nejen vyslednice vngj-
Sich sil, ale také vysledny moment, t. j. geometricky soucet jejich mo-
mentl, byti roven nule a to momentl vztaZenych k libovolnému bodu
prostoru, nebot' jsme niceho nepredpodkladali o poloze bodu- O, od néhoz
méFime F.

90. O ekvivalenci sil.

Nejsou-li splnény podminky (89 c/), nebude Uplné volné téleso
tuhé v rovnovaze, nybrz bude se pohybovati. Jeho pohyb bude ovladan
dAlembertovym principem (8 77)

Zm,/ydfv= 2F,,dFy,
\Y \

nebo dosazenim dfv— vA6t, jako v paragrafu predchozim,

2»vtyv= * 0 2 ®-[MU («)
v jsou vsechny jednotlivé Castice télesa (po smyslu predstavy mole-
kularng) nebo jinak psano dmy t. j. objemové elementy, na néz plsobi
sily F,.
Vsimnéme si, Ze, jak zde, tak v (88d) a v obou vétach impulso-
vych, které jsme ziskali bez dAlembertova principu, sily vystupuji
pouze v kombinacich a 2J[T'R, které,
~ jak je patrno z vektorového tvaru, jsou
-~ invariantni vzhledem Kk uZité soustavé sou-
' Fadnic.
I Ulohou dynamiky tuhého télesa jest
rp\’ vyhledati k dané soustavé sil jinou sou-
7 2 2 stavu co nejjednodusdsi, jez by byla
/i s danou ekvivalentni, to jest takovou,
v ze zplsobuje tytéZ pohyby tuhého télesa,
Obr. 84. v ohledu dynamickém Uplné zastupovati.
VSimnéme si nejprve, Ze ani UF
aniJ2[FF] se nezméni, posuneme-li kteroukoli silu Fv v jejim vlastnim
sméru Cili v pFimee, v niz plsobi, a to v libovolném smyslu do libo-
volného mista, slovem, chapeme-li silu jakozto vektor na pFimku
vazany. Jediny pohled na obr. 84a nas o tom poucuje, vzpomeneme-li
geometrického vyznamu vektorového soucinu; patrné je

[M 1 = [F'vFyl]
To ovSem neni vlastnost sily, nybrz vlastnost nasi fikce tuhého télesa.

Ba mohli bychom si myslet tuhé téleso definovano predpisem: ,Sila
je vektor na pfimku vazany.u
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Z tohoto axiématu plyne, Ze sily Fx= F aF2= — F (ohr. 84 2),
pdsobici v téze pFimce, jsou navzajem v rovnovaze, davajice vyslednou
silu F1-\-F% = 0 a vysledny moment [*FJ -f-y[fZ3]= 0. Rovnéz je
patrno, Ze v libovolném bodé tuhého télesa mizeme si mysliti dvé libo-
volné sily F a — F, téZe velikosti ale opatného sméru, aniz se rovno-
vaha porusi.

Prejdéme nyni k naSemu obecnému Ukolu a ptejme se predevsim,
da-li se libovolna soustava sil F, nahraditi silou jedinou F, pUsobici
v kterémsi zatim neznamém misté, j~Z2 budiz urceno polohovym vek-
torem ¥. Kdyby tomu tak bylo, muselo by byti

F =2 F V] =22[fWA\.

Nasobme druhou rovnici skaldrné prvou: nutna podminka prejde

ve tvar
FLFF}N2F, .2[F,F= 0©

Ze leva strana'rovnice je nulou, je patrno z pfepsani na F[FF]= o.
Prava strana vSak obecné nulou neni, jak se pfesvéd¢ime velmi snadno
na pf. rozepsanim soudtl a provedenim nasobeni. Tedy:
Libovolnad soustava sil na tuhém télese seobecné
jedinou silou nahraditi neda.
Ale ovsem zname nékteré zvlastni pripady, kdy se soustava sil
jedinou silou nahraditi da. Jsou to tyto:
. Je-li
2?Fy= 0= F a tedy i \?F] — 0-Z![PvFy]. (d)
To jsou vSak podminky rovnovahy a nastava nezajimavy pripad nulové
vyslednice.
1. Je-li
Z[Fvrv] = 0. _ ()]
Pak je podminka (c)splnéna pro libovolné 27FV Vztahu (e) se
vyhovi, je-li bud 1. kazdé Fv= 0, nebo 2. kazdé 0, nebo konetné
3. kazdé Fv||Fv- Prvy pfipad je trividlni: na téleso nepdsobi sily
vlbec zadné. V druhém pFipadé musi vekeré
sily pUsobiti v témZ bodé. Konetné pripad treti x =
jest realisovan, sméruji-li viechny sily k témuz \ N
bodu O (obr. 85). Wi o)
Redukuje se ovSem na pfipad druhy, po- "3."'
suneme-li vsechny sily do tohoto prlseku O. — T
1. Je-li
Av-L-Inr]vL 0 Obr. 8.
Cili stoji-li vysledna sila kolmo na vysledném
momentu, jest podminka (c) rovnéz splnéna a systém sil se da nahraditi
silou jedinou.
Jest to analogie k vété § 84, Ze posunuti v roviné a otoceni
kolem osy na roviné té kolmé se daji nahraditi jedinym otocenim.
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Podminka (/) pfedchoziho paragrafu je vzdy splnéna, jsou-li
vSechny sily Fy rovnobézné a téhoz smyslu. Pak lze psati n=v-'0>
kde kj je skalarni faktor a

F= 2FV— Fo2kv= kFn, kde (a)
(FF1=2J3[FVvFv] = 2 [Fvk,FOl = [2 = = [~ kP

kde jsme psali za 2kviv~ ¥ . Z (0) vidime, Ze

sK ©

Bod charakterisovany polohovym vektorem ¥, v némz plsobi vy-
slednd sila F, nahrazujici soustavu danyoh sil a s nimi rovnobézna,
nazyvdme stfedem rovnobéZnych sil.

Uzijme svych vysledkl na soustavu hmotnych bodl, podrobenych
zemské tizi, soustavu v ur€ité okamzité konfiguraci, kterdz ovSem u tu-
hého télesa je stala. Sily jsou umérny hmotdm mv, jsouce dany
jakozto F\= nmyg, a zrychleni g maji v nepfili§ veliké oblasti na po-
vrchu zemském tyz smér svisly ¢i vertikdlni a touz velikost. Lze tedy
vSechny sily od zemské sily nahradit dle (a) jedinou

F - GE=Mg,
Gmérnouicelkové hmoté M. Plsobisté vysledné sily, které se nazyva té-
Zistém, je dano prdvodi¢em
T == _ZlmXV: (e)
Ziniyj

Lezi tedy ve hmotném stfedu téZzké soustavy (8 63), kteryzto
jest urcity bod vzhledem k télesu, nezavisle na poloze poCatku O. Oviem
také nezavisi na sméru zrychleni g, t. j. neméni své misto vzhledem
k télesu, necht je poSineme nebo oto¢ime jakkoli.

Kdybysily Fv  byly sice vesmés rovnobézné, ale nékteré sméru
-j- jPO, jiné —F g neméni se na naSich vyvodechnic podstatného. Zna-

Obr. 86.

meni — lze pfidati k skalarnimu (a dfive podstatné kladnému) faktoru
kw a v souctech Zlkv a 2k~fv budou néktefi scitanci kladni, jini za-
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porni. Ale oviem musi ZJkv=}*0? nebof kdyby 2Zky — 0, byla by vysledna
sila — 0 a naSe zakladni podminka (90/) by ztracela smysl.

Uzijme vzorcl, k nimZ jsme dosli, na dvé sily rovnobézné,
které plsobi v bodech A a B tuhého télesa (obr. 86 a). Zvolme
bod A za pocatek polohovych vektord, a¢ tim ztracime na soumérnosti
vzorcl; za to zjednoduSujeme ponékud diskusi. Vektor AB nazveme p.
Mame celkem F1= k\F0O, F2= k2F0, = 0, r2=p.

Vyslednice jest dle (a)

F=F1+F2= (kx+ kPO

a jeji plsobisté C dle (c) je v

Bod C déli vzdalenost AB v poméru k2:kx Vzhledem k nému
jsou momenty obou danych sil opacné stejné, nebot

B\l= - I>F,]= - [CB.?,].

Ovéem, Ze mlzeme pienésti plsobisté vyslednice v tuhém télese
kamkoli podél pfimky prochazejici bodem C a rovnobézné s FO, aniz
se stejnost momentd porudi. Obé sily dané, Fx a F2 jsou rovnomocny
vyslednici F, takze, dame-li ve zmin&né pfimce plsobiti sile — F, jsou
Fi9 F2 a — F soustavou rovnovaznou.

Jsou-li Fx a F2 sily antiparalelni (obr. 86 b\ staci ve vy-
sledcich kléasti k2 se znamenim zapornym. Vyslednice zase se rovna
soudtu (ovsem ,algebraickémul danych sil, a jeji plsobisté je v

h

Je-li sila Fx, absolutné vzata, vétSi nez F\ (pfipad obr. 8 6 /), je
|&i|>|£al,a bod C lezi v zaporném prodlouzeni pfimky AB, vné na
strang sily vétsi. Je-li viak |&i|<C[&2b Je

_ np \ —
r= £=*72>*

bod C lezi v kladném prodlouzeni pfimky AB, tedy zase vné na strané

sily vétsi. Momenty obou danych sil Fx a F2 vzhledem k C zdstavaji
i v tomto pfipadé opacné stejné.

92. Silova dvojice.

Ze svych Gvah jsme zatim vyloucili pfipad, Ze vyslednice anti-
paralelnich sil se rovna nule a jest nam tedy knému sevratiti. Nej-
jednoduseji jej lze realisovati dvéma antiparalelnimisilami — F a-j- F,
plsobicimi v bodech A a B (obr. 87), jichZ spojnice je vektor AB=rp.
Jejich vyslednice jest ov3em rovna nule a jejich vysledny moment —
pocitame-li p kladné od sily — F k 4F — je

[rjf\ + [Ffs,— P]= [n— P\= (a)
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nebot A — ¥2=p, necht 0 lezi kdekoli. Vysledny moment tedy nezéa-
visi na poloze vztazného bodu 0, ktery miZze leZeti v roviné obou sil,
na spojnici AB, na pr. v bodé A Ci B, nebo

§ i kdekoli v prostoru mimo rovinu sil.
' Kdybychom byli k tomuto zvlastnimu
pripadu presli od dvou nestejnych antiparalel-
7 nich sil (§ 91), z nichZz vétsi se zmen3uje,
2y / byli bychom nézorné vidéli, jak vyslednice se
/ f y zmensuje aZ na nulu, unikajic soutasné do

nekonecna.

Utvar, jejz jsme popsali, zavedl Poin-
Obr. 87. sot (Statique 1803) do dynamiky jakoZto
Gtvar elementarni, novy dynamicky prvek,
a nazval jej dvojice sil nebo silova (couple des forces, force-couple,
Kraftepaar). Jest, jak patrno, Uplné charakterisovdn svym momentem,
jenz jest ovSem dan jakoZto vektor, velikosti i smérem. Jeho velikost jest

=~

- P.F.,in("F), 0)

t. j. numericky rovna plode rovnobéznika ACBB (obr. 87), jeho smér
takovy, aby p, F a \pF\ tvofily pravotoCivy systém, Cili aby dvojice
zpUsobovala otaceni proti rugickam hodinovym, divame-li se na ni
stojice na jeji roving, hlavou ve sméru jejiho momentu. Kolmou vzda-

lenost sil -f Fa —F, tedy veliinu p sin (pF) — EB, nazyvame nékdy
ramenem dvojice.

Dvojice neméni svllj moment, necht je bod vztazny kdekoli. M{-
Zeme tedy vektor \pF] prenésti do libovolného mista v télese tuhém,
zachovame-li jen jeho velikost a smér. Moment dvojice je vek-
tor volny.

Z toho plyne, Ze mlzeme dvojici nahraditi jinou, jen ma-li tyz
moment. MdZeme ji tedy v jeji roviné kamkoli posunouti nebo jakkoli
otoCiti, nahraditi sily F ap silami jinymi Fxapu je-li [pF\= ma-
Zeme ji prenésti do jiné roviny s danou rovnobézné. VSechny tyto véty daji
se dokazati grafickym skladanim sil, pFipojime-li k danému atvaru
(obr. 87) vhodnou soustavu sil, ktera sama pro sebe je, plsobic na
tuhém télese, v rovnovaze. Stejné dokazujeme vétu o skladani dvojic,
jichz momenty preneseme do téhoZz bodu prostoru a vektorialné se-
¢teme. Ze jest to dovoleno, vidime bezprostfedng, nebot 2JFVzlstava
pFi tom rovno nule a H{fvF"\ se, jak vime, zménou vztaZzného bodu
neméni.

Obracenim téhoZ pravidla midzeme jedinou dvojici nahraditi né-
kolika jinymi.

*93. Grafické skladani sil v roving.

Grafické skladani sil v roving, jehoZz technikové casto pouZivaji,
nepUdsobi obtizi, pokud sméry danych sil se ve vykrese protinaji. Vy-
slednice, dana vektorovym souétem, prochazi timto prlsekem. U sil
rovnob&znych ubghne vsak prdsek do nekonetné vzdalenosti a neda se
konstruktivné nalézti. Jest znamo z elementarnich knih, Ze se vy-
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hneme této obtizi, kdyz k danym silam pfiddme dvé vhodné volené,
U-~0 a — plsobici v téZe pfimce, jichZz uginek se oviem vzajemné
rusi. Totéz lze ovSem uginiti, je-li prlsek dvou nerovnobéznych sil
prakticky (kreslifsky) nedostizny.

Dospélo se k poznani, Ze tento obrat je vyhodny pfi mnohych
likolech technické mechaniky, a tak vzniklo systematickym propraco-
vanim a rozdifenim této mySlenky nové odvétvi védni, zvané graficka
statika.

Zéakladni princip osvétlime na jednoduchém pfikladé, Ze jest
skladati tFi dané sily Fx, P2a P3 (obr. 88 a). Rozsifeni na vé&tsi pocet

leZi Gpln& na snadé. Zkonstruujme si v obr. 88 b pfedevsim vyslednici P
pomoci mnohothelnika sil. Obdrzime tak jeji smér i velikost, ale ne-
zname pifimku, v niz pdsobi, ¢ijak chceme kratce Fikati, jeji pfimku v0d¢i.
Pfidejme tedy k pUsobicim silam dvé nové -j-F\ = 04 a — F'0"=a0,
jimiz jest uréen v obraze 88h Cili v mnohotUhelniku silovém
bod o, ktery se Dazyva pél. Silam + PO dejme pulsobiti v libovolném
bodé Pt vid¢i pfimky sily F{. SloZme -)-F 0 a F1 ve vyslednici; jest
co do sméru a velikosti dana trati ob= F\ a jeji vid¢i pfimka bude
prochéazeti bodem Ply jenz je prlsekem sil Fx a /T0. Zakresleme tuto
videi pfimku do obr. 88 a jakozto P\P» | ob. Nyni sloZzme F\-\-F 2
na F\ ==o0¢ a zakresleme do obr. 88 a zase jeji v0id¢i pfimku P2P$ || ocr
jez oviem nutné prochazi prosekem P2sil F\ a P2 A tak postupujme
i dale az dojdeme k posledni sile F'n, kterou v naSem pfipadé jest jiz
sila F\ — P\j-\-Fz. V jeji v0Gd¢i pfimce P~Pq | od plsobi patrné vy-
slednice sil Fi0-f-Pi -j- F2-j- = F’o-pP. Yyhledame-li prlsek /J0
této sily a zbyvajici sily — /T0, jejiz vad&i pFimkou jest ovsem
t\Po ] ao, obdrzime jim bod, jimZ prochazi ¢arko-teCkoyana viadéi
pfimka vyslednice danych sil P — P — /T0— F'o, jejiz smér a velikost
jest trati ad dan.

Konstrukce dand body POP1... Pn nazyvd se mnoHoUheln ik
vlidknovy. Jeho strany jsou rovnobézny spalovymi paprsky mnoho-
Ghelnika silového.

Kdyby vyslednice danych sil F\ -p/~-f- ... ~~F = 0, spadly by
kone¢né body silového mnohodhelnika (a a d v obr. 884) a tedy i prvni a
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posledni paprsek pdélovy v jediny F'n= F'0. Prvy a posledni paprsek
vlaknovy 1\P0 a Pnl\ -fi nespadaji v3ak nutné v jediny, ale byly by
obecné rovnobézny. To pak znamena: Vysledna sila/7 jest sice rovna
nule, ale soustava sil dava vyslednou dvojici sil —F'0a F'n= F'0
plsobicich v t. zv. volnych paprscich PiP0 a Pnd)njrl.

Jen spadaji-li tyto v jediny, je-li tedy nejen mnohoUhelnik
sil, ale také mnohoUhelnik vldknovy wuzavfeny, jest
dana soustava sil Fu.. Fn v rovnovaze, neni ani vysledné
sily ani vysledné dvojice. V tomto pFipadé jest vysledny obrazec tvaru
88a, kdez ovsem si musime mysliti vyslednici F nahrazenu ¢&tvrtou
danou silou F£= —F.

Nazev mnohoUhelnik vldknovy ma tento vyznam: Mysleme si
na pr. piripad rovnovazné soustavy (Fu .. F?) sil, které by pdsobily
v rozich mnohothelnika P X¥P"P~"Po, vytvorfeného z idealnich vldken (ne-
prodluzitelnych, bez vahy). Aby sily byly v rovnovaze, musi sila Fv
v bodé Pv a napéti obou vldken v tomto bodé tvofFiti soustavu
rovnovaznou, t. j. v obr. 88 b uzavieny trojuhelnik. | jest jfatrno, Zze
v bodé Rq (na pf. P 3 tato napéti jsou/7v_ j (zde P,) a — F\ (zde — F 8.

Kdyby nebylo vidken P*P* a PnPq, kdyby byl mnohouhelnik
vldknovy otevieny, musely by k silam FZI .. Fn pfistoupiti v konco-
vych bodech Pxa Pn plsobici sily F'0 a — Fm, aby byla rovnovéaha;
tak u mnohouhelnika musely by pdsobiti F\ v Px a —F\ v Ps.
Pro obecny pripad* jest nutno pFipustiti nejen napéti, ale i tlaky ve
vlaknech, takze 1épe nez ,,vlaknovy4ipfiléha nazev ,,tyCovy mnohouhelniki4

Uvahy nasim podobné pochézeji v podstaté jiz od Varignona.
Do jejich aplikaci na theorii nosi¢d a vazeb nemdlzeme se zde poustéti;
obsirné je vypisuji u€ebnice a knihy o grafické statice a theorii vazeb,
jichz autory jsou Culmann, Fopp 1 Mud ller (Vratislav), Henne-
berg a j. Z naSich knih slusi uvésti Zd. BaZzanta Stavebni mecha-
niku (zvi. I. dil, Praha 1918).

94. Vseobecné skladani sil na tuhém télese.

Vidéli jsme, Ze vseobecnou soustavu sil Fv (~=1, 2, ..), pUso-
bicich na tuhé téleso, Ize jen ve zvlastnich pripadech nahraditi jedinou
silou vyslednou F. Vzdy vSak lze sily Fv nahraditi
jedinou dvojici a jedinou silou, jejiz pa-
=4 sobisté O muizeme voliti libovolng.

v/ Dukaz je velmi snadny: Kazdou silu Pv, plso-
[ bici v bodé Pv tuhého télesa (obr. 89), mizZeme na-
hraditi silou Fv pdsobici v bodé O télesa a dvo-
= jici momentu [AFV], jenZ jest kolmy na roviné pro-
24 lozené Fv a Fy. Neucinili jsme nic jiného, nez Ze
Obr. 89. jsme pfridali sily -j-Z7, a — F\r plsobici v témz
bodé O, coz, jak vime, jest dovoleno. Ostatné
jest nas vysledek pouze obracenim véty Ill, § 90, Ze lze silu a moment,
stoji-li navzajem kolmo, nahraditi silou jedinou. Slozime-li veSkeré sily Fy,
jez nyni plsobi v ttmZ bodé O, a rovnéz veskeré momenty, obdrzime

vyslednou silu J A plsobici v bodé O a vysledny moment -T[Fv/ %].
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Tento vysledny moment hude oviem rdzny dle volby bodu O,
neboi ji se Fidi veliCiny ?v. A tu se naskytd otdzka, zdali lze bod O
voliti vhodné tak, aby vysledny systém byl pokud moZno jednoduchy,
takovy, aby vysledna sila a moment vysledné dvojice mély tyz smeér.
Odpovéd je kladna, podobné jako v § 88 pfi obecném pohybu télesa
a také postup je tyz, nebot v obou pFipadech se jedna o tyZ problém:

Jest dan volny vektor (tam Q0; zde 2[rvFv]=M 0 a vektor
(tam o), zde F — "Fv) vazany na pfimku, prochéazejici bodem O. Jest
najiti jinou, s ni rovnobéznou pfimku, prochéazejici bodem Ox (resp. 0\)
tak, aby ekvivalentni vektor volny a véazany spadaly do pr|mky téZze.

Dejme tomu, Ze jsme dosli obec-
nym skladanim sil k vyslednici F — £Fy
v bodé O (obr. 90) a k dvojici momentu MA. -
MO0— jPv]. Moment MO rozloZzime na D Ul
J/0i [|[FaJjTgo J_F, takze J/q — il/oi ~f” Alg2*

Silu F a dvojici J/02, na ni kolmou,
mbzeme dle obr. 88 nahraditi jedinou
silou F, ktera plsobi v jiném bodé 01
takze vysledkem zbyva tato sila a dvojice
momentu AfOl s ni rovnobézného. Hledani Obr. 90
bodu Oi je jednoduché. Zvolme jej zatim
libovolné, charaktérisujice jej polohovym vektorem Sila F v o a
dvojice M0*budou ekvivalentni se silou F v 01a momentem Jf0, k nimz
musime pFipojiti dvojici [A\F\, ktera vznikla nasledkem pFeneseni sily
z O do Ov Bude tedy vysledny moment

M =M 0-j- = Mox-j-J/02 -f- \&\F\'

Nyni volme ax tak, aby

[«iF] -} Jio2= 0.

Jest patrno z obrazce, Ze je to mozno. Jet jak tak [a1A7]
kolmé na F, takZze mU0zZeme ax zvoliti v roving kolmé na Afoz a vhodného
smyslu i velikosti. Analyticky obdrzime vhodné ax z podminky, Ze mé&
vysledné M byt rovnobézné s F, k €emuz stai, aby

[PM] =0, ¢ili [FMQ+ [F[alF\]= O,
nebo po rozepsani trojnasobného soucinu dle (8<7)
[FM] + a,F>- (Fa,)= 0.
Hleddme-li misto ax zvIasté a\, které lezi v roviné kolmo k F
bodem O prolozené, takze a\J_F a tedy (Far — 0, zbyva

[MoF]

00\= vi= — Fo

a jeho velikost
MOsin(MOF)

a ovsem smér kolmy na A7 a MO vbodé O.
Ostatné je vidéti pfimoz obr. 89:Ma-li[&\F] ruS$iti M02, musi

se velikosti obou rovnati, Cili a\F Modn(3ToF).
Kactera, Zaklady mechaniky. 14
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| vidime: Nejobecnéj$i soustava sil pdsobicich na
tuhé téleso da se nahraditi silou pisobici v kterém-
koli bodé pfimky 0\0la dvojici, jejiz moment lezi vtéze
pfimce. PFimka ta se nazyvd centrdlni osou (Poinsot). Ostatné
ma vysledna dvojice tu vyznatnou vlastnost, Ze jeji moment je nej-
mensi z moznych. Jest totiz roven MOt, kdezto pro vSechny jiné
body O télesa jakozto plsobisté vysledné sily
je vétsi, roven MOL-j- Jfo2-
Systém ,sila a sni rovnobézny moment
4 £, dvojice4l, ktery nahrazuje nejobecnéjsi soustavu
/ sil, spojuje Sir R. Ba 11*) v celek jakozto
obecny prvek dynamicky a nazyvajej ,,wrench®;
Pllcker dava mu jméno ,dynamaM
Vyslednou silu F a dvojici [ri*ol lze
ovéem nahraditi dvéma mimobé&znymi silami
Obr. 91. FO aFr, jak je okamzité patrno z obr. 91.
Vidime, Ze z libovolné soustavy sil
uidzeme uciniti soustavu rovnovaznou, pfidame-li k pdsobicim silam silu
— a dvojici momentu — MO, event. sily — F0 a —F\

M|

95. Dualismus v kinematice a kinetice tuhého télesa.

Shrneme-li vSechny dosavadni vysledky, mlzeme vytknouti na-
sledujici véty:
1. Infinitesimalni: rotace u tuhého te\:/fesajsou veﬁtory, vdzané na phfkmky.
osg infinitesimalnich rotaci,
smery sil

N
2. Protinaji-li se skladaji se jako vektory.

A . e i . .
3. bw rovnobét%/né + infinitesimalni rOtac%avaji"v;‘/slehnici, kterd je s nimi

rovnobézna, co do velikosti rovna algebraickému souctu obou a*

P e s . o . . jnf rotaci
4. Ve zvlastnim pFipadé dvou stejné velikych a antiparalelnich ‘

vzni‘l(é cltvoj'ice rotaci \(/t_rjanslace)

Jdranslaéni rychlosti) ., _x . .
.. 6enz jest volny vektor.
momentem dvojice) 7

; ta jest urCena svym momentem

K . Ob s ti. " . taci .
5. T'f) Tcn/e posunu '.—I tuhkho tefesa lze nahradit "°2¢' a dvouci
Libovolny systém sil u silou
silovou’ Z jetina ¢i druha mGze ve zvlastnich pfipadech byti nulou.

*) Srv. roztomilou Ballovu ,Dynamickou pohadku4 kterou Seydler
z&estil (Cas. pro pést. math. a fys., rog. 18, str. 149—1G9, 1889).
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96. Kinetickdenergie tuhého télesa pri obecnémpohybu.

Dle (71 b)je kineticka energie tuhé soustavy z n bod(
i= . (0)
a jeji zména je rovna préaci vSech sil, tedy vnitfnich /v i vnéjSich F\.
V 8 76 jsme vSak dokdazali, Ze vnitrni sily v tuhé soustavé nekonaji
praci pfi zadném posunuti srovnatelném s tuhosti vazeb. Zbyva tudiz
u tuhého télesa pouze prace sil vnéjsich, a
dT=2ZF,dFv.(b)
Rychlost bodu wv v tuhém télese ma dle (88 a) obecny tvar

v H i IR )
kde vO, rychlost bodu O, k némuz vztahujeme polohové vektory fv, a
rotaéni rychlost @ jsou veliiny u viech bodd totozné. Jest tedy

w2— v@+ 1[orvjs+ 2vo[isv], Ch
a tudiz kinetickd energie po dosazeni do (a)
T — \ v@Zniy -f | [wiv] [3-f- 23D [fr)ivj. (e
Posledni ¢len pravé strany lze prepsati na
[Z06>] ZmyTy

Jest roven nule a tedy odpada: 1. je-li vO— O, t. j.vztaznybod O
v prostoru pevny, pfi ¢emz zarovenn odpadne prvy Clen v (e); 2. je-li
~>= 0, jedna-li se tedy o pohyb C¢isté postupny, pFi ¢emz soucasné
odpadne druhy ¢len (e) ; 3. je-li vztaznym bodem O néktery bod centralni
osy, tfeba by téleso mélo postupnou rychlost vO; Pak totiz t’D[[® a

[vjw 1=0; 4. volime-li za vztazny bod tézisté O*

tuhé soustavy, nebot’ pak dle (63 d) je 22w,viv= /
PFidrzme se této volby. Rovnici (e) m&ieme p A vCiv
vhodné prepsati: 2J/iv jest celkovd hmota Ji télesa; /
vyraz p
| fwiv] |2—:to-r2sin2(wrv) = 0J%?2, () v
kde dv jest kolma vzdalenost bodu mv od osy rotacni
(obr. 92). Vyraz Obr. 92.
Znu/l* = KW )

se nazyvd& moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose U
(Euler). Z (& pak vznika
T=\M v{+ \K utifi. )
Kinetickd energie télesa se tedy sklada aditivné z energie
pohybu translaéniho, kterou obdrzime stejné jako u hmotného
bodu jakozto polovi¢ni soucin celkové hmoty a Ctverce postupné rychlosti,
a z kinetické energie pohybu rotatniho, kterou forméalné
Uplné analogicky obdrzime jakoZzto poloviéni souc¢in momentu setrvacnosti
a Ctverce 'rychlosti rotacni. OvSem, kdeZzto hmota M je pro dané téleso
konstantni pFi vSech translacich, zavisi moment setrvacnosti /t{0 od
polohy rotatni osy v télese, jsa obecné pro kazdou jeji polohu jiny.
Obdobny vyraz pro rotaci jediného bodu hmotného znéme jiz z § 54.
14*
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Moment setrvaénosti ma dle (g) dimensi hmoty nasobené ¢tvercem
vzdalenosti. Casto pak zavadi se do poCtu vyraz
— 22w,/ Tv2 — 0]
kde z je délka vztahem (2 definovana, jeZz se nazyvd polomér se-
trvacnosti Cili gyracnr radius. Jest to po svém smyslu ta vzdalenost
od osy rotacni, v niz by v jediném bodé musela byti soustfedéna veSkera,
hmota télesa, méla-li by tato soustava miti tyZ moment setrva¢nosti
jako skutecné dané téleso. Jest ovSsem patrno, Ze polomér setrvacnosti
pro rdzné polohy rotaéni osy v télese jest rlzny.

97. Préace sil pFi otaceni tuhého télesa kolem pevné osy*

Prace sily F pfFi otafeni hmotného bodu kolem pevné osy sméru 6>
0 Uhel dép= a)dt, chapany jakoZto vektor, jest dle (54 a,c) rovna Mwdt,
kde Ji jest staticky moment [fjp] sily vzhledem k nékterému bodu O
pevné osy.

Mame-li obecné tuhé téleso, na néz plsobi vngjsi sily Fv a vnitini
obdrzime celkovou préci jakoZzto souCet praci pouze sil vnéjSich (88 7(>
a 96), takZe se prace ta rovna

2 [FyFv] ®@dt=2M.JBkIt= ®dt2Sfv— Mmdt. (@)

Jf==ZMfv jest vysledny moment vSech sil vnéjSich. Napsana préce jest
vSak dle § 96 rovna zvétSeni Kinetické energie Cili dle (96//.), jezto
postupnd rychlost t0="0,
Mwdt=K"coda). (b)
PiSme za
MB — M qjcos (Mco) — Ji” qj, (cj
kde Jitjest patrné primét vysledného momentu na osu otadeci, neboli
dle § 7 soutet momentl sil vzhledem k této ose. Z (b) vznikne

dco d2p

Toto ddlezité rozsifeni véty (54i) na tuhé téleso se Casto na-
zyva pohybovou rovnici tuhého télesa pro pohyb otacivy.
Pravi, Zze moment vSech vnéjSich sil vzhledem k ose rota¢ni se rovna
momentu setrvacnosti vzhledem Kk téZe ose nésobenému IAlovym
zrychlenim. Jeji analogicky tvar s vétou o tézisti (prvou vétou im-
pulsovou (65c) je zrejmy.

Ostatné neni véta naSe nic jiného, neZ interpretace druhé véty
impulsové napsané ve tvaru (68/) pro rovinu kolmou na ose
otageci 6% jakoZto rovinu prdmétnou

j;Zrny [-lvwW]==2 [F'VF v]. («>

F'v neni nic jiného nez vzdalenost bodu 7% od osy otaeoi, meérena

vektorem riy= PP (obr. 92). Moment [F'vt'Vv] slozky v\ rychlosti ve
zminéné roviné ma dle § 17 velikost (Udv2 a smér o)0 Cili jest WA2
Soucet 2 [F'VF\j\ je projekce vysledného thomentu na svrchu zminénou
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rovinu Cili vysledny moment vzhledem k ose oj, ovSsem jakoZzto vektor
sméru této osy, tedy Dosazenim do (¢

0

To neni nez rovnice (cl). nasobend jedni¢kovym vektorem f)°; naopak
obdrzime (cf), nasobime-li (/) timto a)0.

Rovnice (d) podava navod k FeSeni pohybu fysického ky-
vadla. Jest to libovolné téleso, zavéSené nad svym téZiStém, takze

od rovnovazné polohy vertikalni a, je moment tize kolem osy O
Mga sina a snazi se Uhel a zmensiti. Uhlovd rychlost jest o= a.
OZnatime-li moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose 0 pismenem K,
dava rovnice (cl) propohyb kyvadla vztah

Aﬂ— 'M asina  oiff d% Mna sin o (S\I
ar - g ar A g

To jest rovnice totoznd s rovnici pro Kkyvadlo matematické
(57 li) délky

I= b W
Tuto délku nazyvame redukovanou délkou kyvadla fysického,
pro nez tedy plati veSkeré vysledky, k nimZz jsme dospéli v § 57,
zejména také vzorec pro dobu velmi malych kyv(

™ W r «

Yyraz Mga, staticky moment tize pro vychylku a — 90°, na-
zyva se Casto moment direkéni.

98. O momentu setrvacnosti.
Kineticka energie tuhého télesa, které se otaci kolem osy prolozené
libovolnym pevnym bodem O, jest dle (96 ¢,/)
T =+ ojK0), kde | [EDA] |2. (a)

ProloZme bodem O soustavu soufadnic pevné spojenou s télesem
a hledejme geometrické vlastnosti vyrazu AY), zvaného moment
setrvacnosti. Rotacni rychlost & budiz dana slozkami dle tvaru
o= oixi -)- ojyj -f- qizk .
a pravodic¢
; v— wi-{-yy +
Smérové kosinusy rotacniosy jsou pak/

A ar— & o —F y= ®
© © a
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Vytvofme vektorovy soucin
j k
I®F] = Gy o 00

kde pro pohodli jest index u ,r, y, z vynechan, rozepiSme determinant
a dosadme do (a). Tak obdrzime pro dvojnasobnou Kinetickou energii

2 T= Zni{ (coyz— o yf+ (co, —«
Cili 27'= cox3Sm (y~ -)-z3)-j- J-i'3) -j- cEHSM
— 2Dx cojSmxtj — 29I CSnujz — ooX , («
nebo zkrécené napséno
2 T=&Kx-i- @3 + colKz
— 2(i)x00,D X,— 2co.co. D,,z— 2coz oox(l);

Pro soucty, jez se vyskytly v (e), zavedli jsme v (/) pismeny K a D
s prislusSnymi indexy. Na prvy pohled jest patrno, ze Kx, Kh, Kz
nejsou nic jiného neZ momenty setrvacnosti kolem os X, VY, Z
v télese. Vyrazy Dxy, DJZ Dzx se nazyvaji momenty deviacni
(Ran kin e).

Hned zde mlZeme poznamenati toto: Jezto dle definice

Ky -j- Kz— Kx— 2Sm.r, tedy Ky Kz>

Jest totiz souctovy vyraz pravé strany veliCina podstatné kladna.
Podobné Izepsati proostatni osy, takze vidime, Ze soucet moment(
setrvacnosti kolemdvou osnavzajem kolmych je vidy vétsi, nez
moment setrvacnosti kolem osy treti.

Délme obé strany rovnice (/) Clenem oj2. Vzpomeneme-li (@)
a (<), lze vysledek psati

= Kxcos2a -j- Kycos3(3-j- Kzcos2y
— 2Dxycosacos (3— 2Dyzcos (3cosy — 21)zxcosy cosa. ()
Dle tohoto vztahu lzepoCitati moment setrvacnosti pro libovolnou
osu (dané a, /?, y) prochazejici
) bodem O, zndme-li momenty se-
I \ trvacnosti vzhledem k osdm a
\ momenty deviaéni, Cili celkem

- Sest veli¢in. Ale uvidime hned,
- Ze lze problém tento déle zjedno-
Y dusiti.

i o Nanesme z bodu O v télese
P o paprsky ve vSech moznych smé-

! ¥ 4 " - ~
Vv . rech a pro kazdy ten smér, jakoZzto

ty

osu, vypoctéme Uhlovou rychlost,

kterou .by téleso muselo miti,

aby kineticka energie otaceni méla

Cbr. 93. danou pevnou hodnotu TO. Tu

Uhlovou rychlost nanasejme z U

na prislusny smeér, t. j. nakresleme si vSechny takto nalezené vektory oj.
Koordinaty jejich koncd, t. j. bodl P (obr. 93), budou ojx, ooy, ojz a
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budou splifovati rovnici (/), kde 2T = 2T0. Body P vyplni tedy plochu
druhého stupné, centrickou, nebot rovnici (/) hovi jak bod (cox, cot] « 2,
tak bod (— Qx, — Qy, — coz). To je patrno téz fysikalné, nebof.
v kazdém sméru musime z O nanésti jak -(-6), tak — 6), jezto
kinetickd energie jest stejna, otaci-li se téleso kolem téze osy stejné
rychle vpravo &i vlevo. Zname-li tuto plochu, mdZeme snadno urgiti
moment setrvacnosti pro osu libovolného sméru; zjistime sméru tomu
prislusny polomér o plochy a délime dané 2TO ¢tvercem co2. Dle (a)

pak jest
©

Zavedeme-li dle (o6/) polomér setrvacnosti x vztahem km = tfu>2 M,
je 2To= (Ra2M = stalé a tedy polomér setrvacnosti obracené Umérny
poloméru plochy. JeZto kin neni nikdy nulou, nemdze dle (/) za
kone¢ného 270 byti = oc, naSe plocha druhého stupné lezi celd
v konetnu, je tedy' elipsoid. Nazyvd se Poinsotlv elipsoid
setrvaénosti. Pro kratkost budeme jej zvati '/"-elipsoidem. Casto
se voli specialné 270= 1 a pak mluvime o elipsoidu setrvac-
nosti v pregnantnim smyslu nebo Cauchyho ¢&i jednic-
kovém. U toho je dle (/) moment setrvacénosti pro libovolnou osu
dan reciprokym kvadratem prislusného poloméru. Oba elipsoidy ovSem
jsou plochy podobné a stejné polozené.

Elipsoid setrva€nosti je obecné trojosy. Dosud méla soustava
soufadnicova XY Z, proloZzena bodem O, polohu zcela libovolnou. Mlzeme
ji vSak za pevného pocatku pootociti tak, aby nové osy a HZ splynuly
s hlavnimi osami elipsoidu. Pak vypadnou dvojité souciny cocor, ...,
jezto jejich koeficienty Dcr* ... se stanou rovny nule.

Ze tomu jest vskutku tak, pfesvédime se nejsnaze timto zplsobem:
Pfejdéme od libovolného bodu oo* ood, c@ povrchu “-elipsoidu k sousednimu
co* -j- 6co*, Itiy -j- o(></, @9z -j- Citiiz.

Diferenciaci (/), kde T = 1o= stalé, mame

0 = IHxiwxKr -p UiyOOiyKy -p WzOIlUzKz

(cOXOCQ)/ -p COO0K) D xy (cOyOQQg -p (MzOOiy) Dyz — (cOzOCO* -p 10x6(02) Dzx,
coz plati pro kazdy bod elipsoidu. UvaZujme o kone¢ném bodu nékteré osy,
na pf. X, kde coy= 0 a a*==0. Pak zbude

co* (itow j; — DxyQMy — D xz~rrz) — o
Kdyby osa X byla osou hlavni H tu chceme-li zlstati na plose, kterd v tom
bodé stoji na hlavni ose kolmo, musi oo*= ocs= 0, a zbyva podminka
= 0.
Musi ovSem platiti pro kazdy pomér oco. oco®, ktery charakterisuje pouze smér
infinitesimalniho postupu po elipsoidu resp. po te¢né jeho rovingé. To je splnéno

pouze tehdy, je-li .
= Smov] = o, Btr == = 0.
Stejné dokazeme

= swl-)= 0

u druhych hlavnich os. Jsou tedy deviaéni momenty rovny nule,
jsou-li osami soufadnicovymi hlavni osy elipsoidu setrvaénosti*
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Hlavni osy elipsoidu setrvacnosti se zovou hlavni osy setrvac-
nosti. Uzijeme-li jich, jest kinetickd energie dle (/)

2T = 0)AA — oor2B -j- co-2C,
kde A= K%, B = KrJ C=K> (@)

jsou momenty setrvacnosti vzhledem k hlavnim osam setrvacnosti Cili
t. zv. hlavni momenty setrvacnosti.

Moment setrva€nosti KO pro libovolny smér osy, dany nyni Ghly
«, 7, y vzhledem k hlavnim osam setrvacnosti, jest dle (i)

/12T
Ku = = A cosla — B cos2(3-f- Ccos2y. (Je)

Hlavni poloosy setrvac¢nosti maji dle toho délky

12T 1/27° /27

ho- «.= ([ 5. M=y~ g

z CehoZ u trojosého elipsoidu je patrno, Ze z hlavnich momentl se-
trvacnosti bude jeden, na pf. A. nejvétsi, jeden, C, nejmensi a tfeti, B,
stfedni, A> B > C.

Ye zvlastnich pfipadech mdZe ovéem T-elipsoid pfejiti v rotaéni,
kde potom lze povazovati kazdou osu kolmou na ose rotaéni za osu
hlavni, nebo dokonce v kouli, kde pak kterakoli osa miZe byti osou
hlavni. Ovéem nemlze elipsoid libovolného tvaru byti T-elipsoidem, nebof
vime z (cj): ze soulet kterychkoli dvou hlavnich momentl setrvagnosti
musi byti vétsi nez moment tfeti, coz dle (/) omezuje jinak zcela libo-
volny pomér mezi délkou poloos elipsoidu. Je-li pevnym bodem O,

centralnim.

Vidime z (&), Ze k uréeni momentu setrvacnosti vzhledem k libo-
volné ose rotacni, prochazejici bodem o0, nam staci znati tfi hlavni
momenty setrvaénosti. Polohu hlavnich os setrvaénosti miZeme ¢&asto
dle geometrického tvaru homogennich téles uhodnouti. V kazdé roviné

prochazejici tézistém. Dlkaz plyne z toho, Ze — 0, ... . A ihned
uvidime, jak snadno lze prejiti od momentl setrvafnosti vzhledem
zvI&sté pripominati, Ze elipsoid setrvacnosti m& pevnou polohu
v télese, takze otacCi-li se téleso, otaci se elipsoid s sebou. Geometrické
znazornéni momentd setrvacénosti vede k rliznym vétam, z nichZz uvadime
tuto: Soucet tFi momentl setrvaénosti kolem libovolnych, ale navzajem
kolmych os je tyz jako soucet tfi hlavnich momentl setrvacnosti. Zcela
obdobna véta plati i pro reciproké hodnoty momentd setrvacnosti. Tak
zvany polédrni moment setrvacnosti télesa kolem bodu O jest

2lmv2=Zvi (,r -f-1/ -j-r).
Dle (e) a (/) lze jej psat

Zvir2= \ (Kx-i-Ky-j-Az),
ale ovSem téz Zmr2— " (4 -f-B ' C),
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jezto je invariantni vzhledem k soustavé sou- Iy
Fadnic, za které lze tedy voliti hlavni osy. |!
Yéta Steinerova. PFispévek hmoty
(hmotného elementu) i k momentu setrvac-
nosti ATPvzhledem k libovolné ose rotacni |
prochazejici libovolnym bodem O jost dle (96#) !
m/\2, kde dv jest kolma vzdalenost ¥ od
osy rotacni. Charakterisujme ji vektorem <V

Qv

béZznou s danou osou otaceci, jeZz jest od ni
vzdalena o délku c. Polohu my vzhledem Q> A

a kolmou vzdalenost 7% od 11 vektorem 8§V. Z obrazce jest patrno, Ze

-j-c= s%,  tedy 2= cJ-|- — 2c8 v.
Moment setrvacnosti kolem | bude tedy
KA = ¢2my -{-2 nvsV3 — 2c2mvt v. (m)

Snadno vSak dokazeme, Ze posledni sCitanec je rovennule. Dosadime-li
vV ném totiz/ v= Sy— £vzméni se na
— -|- 2¢2mv@.

Soucet v prvém clenu vztazeny k tézisti je nulovy dle (63 d); soucet
v druhém ¢lenu je jakysi vektor, lezici na pFimce Il, takZe jeho' ska-
larni sougin s kolmym na ném ¢ je nula. Nyni mlZeme interpreto-
vati vztah (m), kde ovSem 2?% je celkovd hmota télesa M, a druhy
souCet momentem setrvacnosti /t* vzhledem k pfimce Il jakoZzto ro-
taéni ose, takto:

Moment setrvacnosti télesa vzhledem k libovolné
ose jest roven momentu setrvacnosti vzhledem k ose
s danou rovnobézné a téziStém prochazejici, k némuz
pFicteme moment setrvacnosti celé hmoty télesa sou-
stFedéné v tézisSti Cili symbolicky

(*)
Ze vSech moznych os téhoz sméru prislusi tedy nejmensi mo-
ment setrvacnosti ose prochazejici tézistém. Centralni elipsoid jest tedy
ze vsech elipsoidl setrvacnosti nejvétsi. Momenty setrvacnosti télesa
pro vsechny osy zname, zname-li je pro vSechny osy prochazejici té-
Zistém, t. j. zname-li tFi hlavni momenty setrvacnosti a sméry hlav-
nich os.
Vztah (u) se je$té zjednodussi, zavedeme-li misto momentd polo-
méry setrvacnosti, nebof, je-li

Km=M xJ, Km= Mx*J, . plati zj = x**+ <F- (0)

z Cehoz plyne jednoducha konstrukce dle Pythagorovy véty.
Véta Steinerova je zvlasté dulezita pro theorii kyvadla pfte-
vratného nebo reversniho. Doba kyvu kyvadla fysického jest

dle (97 i) taz, jako doba kyvu kyvadla matematického délky I=xK/Mn.
Nanesme tyito délku od O pFfes O*; dojdeme k bodu Or kyvadla
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fysického, ktery lezi na druhé strané tézisté O* ve vzdalenosti
0*0'= b= |l—a. Tento bod zve se stfedem kyvu a ma tu zvlastni
vlastnost, Zze kyva jakozto soucast fysického kyvadla ve stejném tempu,
jakoby byl k bodu O pfipoutdn bezvadznou niti, kdeZto vSechny body
bliz§i k 0 kyvaji rychleji a vzdéalenéjsi od O pomaleji, neZ by kyvaly,
kdyby podobnym zpdsobem byla jejich tuha vazba v télese uvolnéna.
Co se stane, zavésime-li kyvadlo, obrativSe je, nyni v bodé O'? Novy
moment setrvacénosti K' a novy moment, direkéni budou nyni

K'=K* + M(l— af a Mg(l— &),
kdeZto staré byly
K= K*-f~-Ma2 a Mga.
Dosadime-li do vyrazu pro novou délku redukovaného kyvadla
, K* _ K* ,
M (1l — a) M(I—aj 1
za starou délku

K __
'= 3/a=v« + @’ (0)
ihned najdeme, Ze |—t, kyvadlo obracenim nezménilo svou dobu kyvu.

Naopak mdzeme Fici: Najdeme-li pokusné na pFimce prochazejici té-
Zistém U* po obou jeho stranach takovou dvojici bodli O a O, Ze ky-
vadlo v nich zavéSené ma touz délku kyvu, jest vzdalenost 00' rovna
redukované délce kyvadla pro tuto dobu kyvu. Toho lze pouZiti k sta-
noveni zrychleni zemské tize kyvadlem fysickym dle vzorce (57 li).
Dosadime-li do (0) za K*/M c¢tverec poloméru setrvacnosti z1 kyvadla

pro vzdalenosti 00* a 0'0*
ab— zr.

Jeji diskusi nebudeme dale provadéti, poznamendvajice jen, Ze
doba kyvu fysického kyvadla je nejmensi, je-li a— b, jsou-li tedy oba

Vypocéet momentl setrvaénosti i deviaénich, jakoZz i polomérd
setrva€nosti skutecnych téles jest Glohou poctu integralniho, nebof. za mv
nastoupi elementy hmotné, vypliujici elementy objemové, dm— Q(Lvdydzy
kde zase jesté u télesa nehomogenniho mulZe specifickdi hmota q byti
funkci soufadnic y, v, takZe obecné jest

K*— Iy +ryt(wy ey .
Dit— Jfjir-fuu?) <érffy <&,.......
Xx-= Kx :J jjf{-ryz) '‘ér d>j<h..........

Vypocet se Casto velice zjednodus$i vhodnou volbou objemovych
elementd. Pfiklady nebudeme zde podcitati, najde se jich hojnost v uéeb-
nicich vyssi analyse. Nejpotfebnéjsi obsahuji iJ. Vojtéchovy ,Zaklady
matematiky”. Uvedeme zde pouze mnemotechnické pravidlo z obSirné

Routhovy knihy o dynamice, které plati pro symetrickd, homogenni
télesa :
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Ctverec poloméru setrvaénosti pro osu symetrie — \ , n

- Q, £) souctu Ctvercl poloos na ni kolmych. 1
Faktor plati pro télesa pravouhelnikové, ~ pro desky eliptického (kru-
hového) tvaru, 4 pro télesa elipsoidickd. Tak jest moment setrvacnosti
kruhu poloméru a pro jeden z jeho prdmérld ~Ma2, moment setrvac-
nosti pravolUhelniku o strandch a a b kolem osy kolmé na jeho ro-
viné a stfedem prochdazejici -J3/(a2 Ir), moment setrvaénosti elipsoidu
o poloosach a, b, c kolem prvé osy 4A(>a-f-c2- koule o poloméru a
kolem prdméru | Ma2.

99. Oimpulsmomentu. Linearni funkce vektorova. Tensory.

Impulsmomentem neboli otd¢ecim impulsem jsme zvali v (68 c) vyraz

U = Z [Fvikvyv],

jejz nutno vypocisti z danych hmot a rychlosti pro urcity bod vztazny O.
Je-li to pevny bod v tuhém télese, ktery ma rychlost ¢o=0, takze
Gv— [fi)iv], je impulsmoment

U— Emy [Fv[6V]] = Emy {o)n3— Fv(wiv)}. (b)

Prvy soucet pravé strany je vektor sméru @ druhy pak vektor
sméru obecné jiného. RozepiSme () na slozky dle soufadnic, z nichz
v8ak napiSeme pouze slozku v ose X, kde jeSté zase u >y, z a m
indexy v vynechavame. | bude

Ux— Zm i)*(.er- f 4-32 — »
cili Ux= loxEm (jj2-f- z2) — coyEnixy — clZEmxz. (c)

Kdybychom ve zvl&Stnim pfipadé polozili osy X, Y, Z do hlavnich

os setrvacnosti, bylo by Ut=zzO)tA atd., a tedy
U — cotAi -j- 0).rBj -j- co-Ck. (d)

Obecné jsou vSak dle (c) a podobnych druhych dvou rovnic

vektory If a @D spojeny relacemi
Ux— kn cox -j- k120)0-f- ki30)z,
Uy = k2iQk -j- k2(oy -J- k20)z, (e)
Uz = k3lojx —k32coy -[- k330Jz.

V takovémto pfipadé Ffikdme, Zze vektor 6"je linedrni vek-
torovou funkci vektoru Ma to symetrickou, je-li jako zde
kro — a pod.

Kratce se psava 17= (KG>.

PFepocitanim z rovnic (c) plyne ovSem, Ze soucasné téz D je
linearni vektorovou funkci vektoru Lr. Psdva se dle symboliky obvyklé
v theorii linedrnich substituci ©= (k)"1U.

Srovnanim (e) a (c) plyne, Ze

hyx — Em {y2-|]-z2) Kx, X2 — k2l = — Emxy = — Dxy,
k22 F=Z (z24* —Kyi k23— k= —Emyz= — Dyz, (j)
k3= (*2+ r) —Kzhi —Mz= — Etmzx= — Bzx,

Ze tedy koeficienty k v diagonéle schématu (<) jsou momenty setrvacnosti
dle os, a ostatni zadporné momenty deviacni.

-j- 0),jt
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Vzorci (e) pfifaduje se kazdému vektoru o jiny Lr jednoznacné a
linedrné. To pfihazi se ve fvsikalnich Gvahach velmi casto. Schéma
koeficientl k, které je zde dle diagonaly symetrické, se nazyva dyada
(Gibbs: dyadic), zde symetricka. Plati oviem pro urcity vztazny bod.

Zavedeme-li do poctu skalar L, rovny polovicnimu skalarnimu
souginu vektorl V a ¢), nalezneme snadno vypoltem u symetrické
vektorové funkce

2/ — io—  Wj-~p -j- &30V
-f- 2 kl20)x0jfJ-j- 2 kn o)y(oz -j-12 kdlcoztox, 0)
a lehce potvrdime, Ze
al : ar i al
e v : aw, ; 2m, (h)

Vyznam skalaru L v naSem zvlaStnim pfipadé jest velmi jednoduchy
— srovname-li (g) a (98/), vidime ihned, Zze L=k T = kinetické energii
pfi otaceni tuhého télesa kolem osy prochézejici bodem O. JeZto jest
to podstatné kladna veliCina, jest patrno, Ze vektory U a o mohou
svirati pouze Ghly od 0° aZ blizce 90°, nikoli v8ak uhel tupy.

Koeficienty fal, ve vztazich (e) jsou momenty setrvacnosti. Jsou
to zvlastni veli€iny, jeZ nejsou ani skalary, ani vektory. Maji ur€itou velikost
pro ur¢ity smoér, ale smér oboustranny, nebot urgité prfimce jakozto ose
rotaéni [odpovidd tyZ moment, necht jest postup vektoru C v ni ten & onen,
-fui ¢i —ui, necbt se déje otaeni vypravo Ci vlevo.

Znazorfiujeme-li vektory Sipkou, mohli bychom tyto veli€iny znazornit
Sipkou opefenou na obou koncich = ----- N nebo > <. Jezto tohoto radzu
jsou tahy a tlaky v nauce o pruznosti, nazyvd Voigt podobné veli¢iny ten-
sory. Velmi ¢asto vystupuji podobné jako zde, kde jejich soubor pro urgity
bod vztazny lze konstrukci reciprokych odmocnin znazorniti centrickou plochou
druhého stupné, zde elipsoidem, jezto momenty setrvacnosti jsou vzdy kladné.
Obecné mohl by to byti téZz hyperboloid. Pak mluvi Voigt o tensortriplu,
jenz jest dan Sesti tensorkomponentami kw 2= A2 W& anebo
Gdajem tFi hlavnich momentu setrvaCnosti a tfemi udaji ur€ujicimi sméry
hlavnich os, tedy zase Sesti veli¢inami. To jest velmi Casté ve fysice latek
krystalinickych. Jsou-li tfi hlavni osy pFislusné plochy druhého stupné stejné,
zvrhne se tensortripl na skalar. Pfikladem je moment setrvacnosti homogenni
koule pro jeji stfed nebo tlak v homogenni kapaliné bez tfeni.

Jaké je analytické kriterion, abychom rozeznali komponenty tensorové
od vektorovych? Mame-li dva libovolné vektory g a s. a jejich skalarni soucin
S=q8 = gxsx + qbsy + qzSz,

- as 25 28

Jet e=2m w=om e=3 (i
Cili vektorové komponenty lze znazorniti jakozto diferencialni kvocienty skalaru
dle komponent vektoru, na pf. kdyby § byl posi¢ni vektor, tedy dle koordinat.
Komponenty tensorové takto znazorniti nelze. Za to z (g), (&), (e) plyne, Ze

2L P10 : 2T

dwy 2yl * dws®

FI3 S 'L : 'L )
22— hi=g gar  ka dudas i T (i
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Ze tedy lze tensorové komponenty znézorniti druliymi diferencidlnimi kvocienty
skalaru, na pf. kdyby byl vektor polohovy ix + jy -{-kz, druhymi diferencial-
nimi kvocienty dle soufadnic. Na to lze navézati transformaci tensorovych
slozek pfi transformaci soufadnic.

100. DalSi o impulsmomentu.

Pro slozky impulsmomentu

U— IL x-j“ji§ - I"f 2=23[rv, TiyM] (a)
plati dle (99A), nahradime-li L kinetickou energii T
dr 3T daT
da)* 1y dojy z dcoz V)
Muizeme tedy psati dle symboliky operatoru Hamiltonova (§ 11)
3T dT 3T i 3 3 . 3

30)x 1 l/dcay”™ ]dojz  1/3(0* 1 kojy 1 fdco2 Fml.0)

Povazujeine-li v pravouhlé soustavé ojx, 00y, ojiz za Ssouradnice
kone¢ného bodu vektoru oj, vedeného z pocCatku

koordinat jistym smérem, jest plochou sta- 18

lého 2 T (totiz 2 T— 2 TQT-elipsoid. Vektor P, /

37 pritadény uréitému poloméru & S Ao

plochy té, stoji jakozto gradient kolmo na Ay

plose 2 T= 2 70 v kone¢ném bodé pFislusného F o \
poloméru oj, t. j. kolmo na te¢né roviné b A P E

v tom bodé k 73elipsoidu vedené. Z toho plyne
jednoduchy predpis, jak ziskame smeér impuls-
momentu U pFislusného k urcitému oj. Na-
kreslime T-elipsoid (obr. 95), vedeme 0)= OP,
bodem P poloZime te¢njou rovinu a spustime na ni z bodu O kolmici OS.
Svym smérem udavd nam smeér impulsmomentu u. Jeho velikost
se rovnéz velmi snadno najde. Jet

Obr. 95.

OS= OP.cos(0jCl)= |Co|cos(ajV).
Dle (99¢g) jest

Yyu: ;b)Ucos(b)U):=U.0S=2T0O,
takze

Zg} (o)

Velikost impulsmomentu jest tedy obracené U mérna délce kolmice OS,
nebo u jedni¢kového elipsoidu setrvaénosti rovna reciproké hodnoté
této délky.

Z vlastnosti elipsoidu je pfimo patrno, ze w a U maji tyz smér
pouze tehdy, lezi-li oba v hlavnich osach T7elipsoidu, tedy obecné pro
tfi zvlastni sméry. Ovsem, kdyby byl 77elipsoid ve zvlastnim pFipade
elipsoidem rotanim nebo dokonce kouli, je UWoJ ve vSech bodech
rovniku rotagni plochy resp. ve viech bodech koule vibec.
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Promitneme-li impulsmoment na libovolnou osu otaceci, €ili jinymi
slovy, utvofime-li ¢i6)°= ¢&i10; dostavame

| io= -O)—: o = w/0o. jejzto (0XKo» — 2TO. ‘g)

Primét U jest moment vSech hybnosti vzhledem k ose o).

Dle rovnic (99€) lze obracenim funkéniho vztahu vyjadfiti
veSkera iox,o)y, jakoZzto linearni homogenni funkce slozek iK, Tz
a tedy i funkci

2T==:<dCr*=(UxUx f- Wylly -|- 0zi z f)
jakozto kvadratickou homogenni funkci tychZz slozek®).

2T—f(Lx, Uy, rz)= stalé= 2Y0

jest zase, chapeme-li nyni Ux, L7 (Z za soufadnice konetného bodu
vektoru U, plochou druhého stupné a to, jezto Ux, F1iz jsou vesmeés
konegné, zase trojosy elipsoid, zvany elipsoidem impulsmoment(,
Cili reciprokym, nebo i ¢"-elipsoidem. Z (<9 je patrno, Ze oba
elipsoidy, 7- i U-elipsoid maji tyZz smér os, jenze dFivéjsi osa nejvétsi
bude nyni nejmensi a naopak. A mohli bychom mutatis mutandis
opakovati drivéjsi vyvody, které zde u€i pomoci 7relipsoidu najiti ku
kazdému U pFislusnou rychlost rotacni (D; je zase kolma na te€né roviné
a obracené umérna délce kolmice z O na ni spusténé.

Reciproky vztah obou elipsoidd snadno najdeme téZ z Gvah vektor-
analytickych. Jako v (99 J) piSme

U= [F,df]  &jzlmr* — 2mF. (D). @)
Zmeéna impulsmomentu, kterd nastane, vzroste-li za nezménénych v
rotacni rychlost o maly obnos &D, bude
O¥= o¢ismra— 2m . O©F¥.
Nasobime-li celou rovnici skalarné rotacrri rychlosti w, mame
(DOIr-- Qjét.2mr2— Em (pF') 6 (D) = 6d) (iDZmr2— 2Im{(DH F) = UA)

cili (DOr= UGd). (Ji)
PFi konstrukci naSich elipsoidd v3ak klademe
iDir— 2T = stalé- 2 T0 ¢&ili (DOU-[-i'6tD= 0. (i)

~ Rozumime-li nyni tim &Da dir takové zmény, pfi nichz zQstava
(DIT  stalé, t. j. zOstdvame-li stale na povrchu elipsoidu, plyne spo-
jenim (Ji) a ()
U)6iT= i70D= 0.
Tyto rovnice pravi: O (resp. W) jest kolmé na vSech nekonecné

malych oblougcich OW (resp. &D), které vedeme z konegného bodu
vektoru JJ (resp. 6, jinymi slovy, kolmé na roviné tecné. Tato vlast-

*) PFifaduji totiz vztahy (99e) kolinearni transformaci kazdému bodu
prostoru jakoZzto kone¢nému bodu vektoru &, vedenému z bodu O, jiny bod
prostoru, koneény to bod vektoru U, vedeného z téhoZ pocatku o .
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nost jest zndzornéna obr. 96 pro jednoduchost vykresu v meridianovém
Fezu elipsoidd rotacnich.

Rovnici obecného //-elipsoidu bychom
snadno ziskali z (99 ¢€). Omezime se vSak
na rovnici vztazenou k hlavnim osam
setrvacnosti. Rovnice 7-elipsoidu byla \ :

v tomto pripadé (98j), takze hlavni polo- B Nao® N\
osy setrvacnosti byly (99/). 3 e

Jezto jsou viechny deviatni mo- e} -
menty nulami, maji transformacni rovnice Obr. 96
(99 e) jednoduchy tvar

L\ = b)*A, 1\ = bigB, oy"C. *)
Dosazenim do (98j) obdrZime rovnici /7-elipsoidu
uf ul U f

2T -2-41--A.+ c ©
Jeho hlavni poloosy jsou
L\= pTA, U,=ftTB, Ut=p (»)
Jest vidéti, Ze
Ul= b)lA, Fr2= @irs= w,C
a téz oji L\= 0)2US= (03Ua= 2T. (n)

Obecny vyraz pro libovolny impulsmoment vztaZzeny k hlavnim
osam byl jiz napsan v (99d) a jest

U=iUt + jur+ £t = + +jooKB + f (0)
a jeho velikost jest dana skalarnim cCtvercem
ZB3= cof A*+ 0)f + ojf ClL (p)

101. Otaceni télesa kolem dané osy. Osa volna.

Méjme libovolné téleso, roztoené vlivem vnéjSich sil a dvojic
kolem libovolné osy prochazejici tézistém, jez tedy bylo v Kklidu
a predstavme si, Zze vSechny vngjsi sily nahle prestanou pisobiti. Jaky
bude dal$i pohyb télesa? Zlstane otaceci osa osou i nadale, neménic
svj smér v télese a prostoru? Na prvy pohled by se tak zdalo, ale
vskutku obecné tomu tak neni.

Dle prvé véty impulsové (65¢€) bude
= 2F = 0, tedy [/ ==stélé, (a)

a impuls dle (65 c)
/| = 2ml = Mv*==0. (*)

ktery dle predpokladu v* = O byl nulou, nulou ziistane. T&zisté
samo setrva v témz misté prostoru.
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Z druhé vety impulsové (68 e)

d__ « 2 [f,mv]=HI[?,F]=0 («)

vidime, Ze také impulsmoment zlstane stdly co do sméru i velikosti*
Kone¢né z véty o kinetické energii § 71

dT= EFdFf= 0 «)

plyne, Ze také tato zlstane neproménnou.
Ale ovlastni rotaci w nevime niceho, le¢ Ze rotacni osa bude
Donutme téleso, aby zachovavalo co do sméru i velikosti rotacni
rychlost 6), tim, Zze je opatfime hmotnou vertikdlni osou AB, ktera
prochéazi tézistém a pohybuje se v loziskach (obr. 97),
S v nichz tedy mohou plsobiti vnéjsi sily. Sestrojme
v ném centrélni elipsoid setrvacnosti, ktery se ovsem
otac¢i spolu s télesem, takZze mlZeme jak zde, tak
i s Casto i pfi jinych problémech abstrahovati od tvaru
télesa a mysliti si je nahrazeno elipsoidem setrvac-
nosti pro urcity pevny bod.
Je patrno, Ze obecné& nemd impulsmoment U smér
A rotacni rychlosti 6), takze se pFi otaCeni méni, tfeba
i’ ne co do své velikosti, ale co do svého sméru. Musi
Obr, 97. tedy, aby se rotaéni pohyb udrzoval, plsobiti vnéjsi
sily, resp. dvojice 2 [rjP] = U. V naSem pfipadé verti-
smér rotacni rychlosti a rusi se reakci spodniho loZiska proti vertikal-
nimu tlaku. Vnéjsi plsobici dvojice se v3ak projevuji reakci proti'
postrannimu tlaku v loziskach; jezto pak, jak je zfejmo, tyto dvojice
musi stale rotovati s télesem v absolutnim prostoru, obihaji postranni
tlaky v loziskach stale kol dokola a zpGsobuji t. zv. vytloukani lozisek.
Tlaky na loZiska prestavaji pouze tehdy, ma-li 17 tyz smér s ajr
tedy*, je-li osa rotani jednou z hlavnich os setrva¢nosti. Takovou osu
nazyvdme osou volnou. Prochazi tézistém a je urcena analyticky
tim, Ze deviani momenty na ni vztaZzené jsou rovny nule.
To v8e odectli jsme z popisu rotace pomoci elipsoidu setrvaénosti
a pojmu impulsmomentu. Analyticky mohli jsme postupovati takto:
Podminka je L7\&) &ili [a&>]= 0. JeZto za rotace je v= [&F], je

17=Em [regj=2m [r[wT]] *— Emr (/). (©
Prvy ¢len je rovnobézny s o ; ma-li také druhy byti rovnobé&zny, musi
Em[m\(m)=0. 0)

Vezmeme-li za rotaéni osu Z, je ojx~0)y— 0, o)z= o) a (/) pfejde
rozepsadnim ve tvar obecné

J
Hm(wxx -f- -(*w«) H =0, (9)
cor o,

Cili po dosazeni naSich hodnot

EmCOz (lyco — faco)= 0, z néhoz Hmzy=2mzx= 0. (A)



[101, 102] 225

Vyznam deviacnich momentu, dle néhoz pravé Ran kin e zvolil
epro né toto jméno, jest zle ndzorné patrny. K zachovani neproménného oj
musi plsobiti momint vnéjsich sil dle (e)

= #+t (BSmr- - Em? (0ojr)). (i)

Vedle a) mé& byti neproménnou s Casem také velikost |F|, ktera
podmifiuje uspofadani hmoty télesa. Kazdé f (vedené z pevného bodu,
na xf. z pevného lozi<ka) se méni jen co do svého sméru, jeho koneény
bod obihd v kruhu kolem rotaéni osy, takze zména df je kolma jak
na f, tak na oj. Z (i) ndm tedy zbude pouze

M — —2Jnli\%~t- E(éér} kde ~(ft=zv = \l(_)jf\?

cili M — — 2 'ni [(OF| (ojr).

Rozepsanim totoznym jako u (J) v (@) a dosazenim zvlastnich
hodnot pro rotaéni osu Z plyne

Mx= — t0*2Jmzy, Mj= co"2Jmza\ )

To jsou momenty vnéjsSich sil, pochazejicich od lozisek, které
udrzuji rotaci, a jejich zaporné hodnoty jsou momenty dvojic, kterymi
tla¢i rotujici téleso na loziska. Sily samy — tlaky na loZziska —
obdrzime, délime-li momenty (J) délkou rotacni osy I= AB (obr. 97).

Ovéem jsou tlaky ty u gs tvaru valcd kolmé na pohyb plasté
valcového a kdyby nebylo tfeni, jez roste s rostoucim tlakem, nekonaly
by préace, neménily by kinetické euergie télesa, které by se tedy ota-
Celo s nezménénou rychlosti ¢ neustale. Nasledkem tfeni ovSem rychlost
ta klesa, aZ pohyb pfestane vibec.

Vztahy (h) pravi, Ze osa Z jest hlavni osou setrvacnosti, nebot jsou-li
splnény,  neobsahujerovnice T-elipsoidu (98¢€) ¢&lenl linearnich v or. Ale i
tehdy, je-li osa Z osou hlavni pro vztazny bod O (na pf. spodni lozisko), ne-
musi ji byti pro jiny svlj bod OF (na pf. horni loZisko) jakoZzto bod vztazny.
Aby ji byla, musi, je-li délka 00" —i (jinak zcela libovolnd), byti

I'my (z—/)= o, Imx(@z—/)= o,
njabot to  jsou vztahy(h) pfepsané pro bod O’ jakoZzto pocCatek soufadnic. Pravé
pomoci ti se redukuji na
I niy = o, Emx= o,
coZ vyjadfuje, Ze osa OZ prochazi tézistém. Mdzeme tedy Fici: Prochazi-li
své body jakoZto body vztazné. Stejné plati naopak: Je li nékterd osa osou hlavni
pro dva zo svych bodu jest ji i pro vSechny své body ostatni a prochazi

102. Uginek narazovych sil a momentd na téleso.
Stfed narazovy.

Méjme GpIné volné, silam vnéjSim nepodrobené téleso v klidu.
Néahle na né pocne plsobiti dvojice a ptdme se, jaky pohyb nastane.
Jezto je u dvojice UF — 0, nezméni se dle prvé véty impulsové po-

Kucera, Zaklady mechaniky. 15
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hybovy stav tézisté. Bylo a zlstane v klidu. Téleso pocne se tedy
otaCeti kolem osy, prochazejici tézistém. Jde vSak o to, kolem které
osy? Ze srovnani s plsobenim sily by se zdalo samozfejmé, Ze podobné
jako nastava pohyb postupny u volného hmotného bodu ve sméru sily,
nastane také rotace kolem osy dvojice. Le¢ tomu obecné tak neni. Vse.

co vime, shrnuje druh&a véta impulsova

? =% [* = * («>
kde moment M mlzeme pfenésti do t&zisté. Integraci plyne
[
u— f.vdt. (4>
0

Méla-li dvojice po celou dobu svého plsobeni ty? smér (osu),
bude také U miti tyz smér. Zajisté plati to pro dvojici momentanni.
PFislusna rotacni rychlost (D mé& v3ak smér impulsmomentu pouze tehdy,
kdyz U a tedy téZ M nahodné splyvalo s nékterou z hlavnich os,
téziStém prochazejicich.

Kdyby tomu tak bylo a kdyby tou hlavni osou byla na pfF.
osa 3, potom by bylo

N —aKN = ojtA.
takze vektorovy vztah (a) by preSel v
dur_d((atA)
dt dt
Cili, jezto A je Casové stalé, obdrzeli bychom vztah obdobny (97 d)r
jenz plati o pohybu kolem pevné osy
dojt_
dt

V obecném pfipadé, kdyz nespadd M v jedno s nékterou hlavni

osou, rozepiSme vektorovou rovnici (a) na hlavni osy, piSice

‘ (c)

M = iM%+ jMn+ FAfc, U= + fi1G
takZze se ndm rozpadne na tFfi rovnice skalarni
dut dil duL
-E=*» -j?2=MW iif= M W
Cili vzhledem k (100 k) pro stalost hlavnich momentd setrvaénosti na
_ lko/ = Ctiy= Mr,
z nichz plyne
drn Mt M» Mr
= i—= j-j= -fi—. (c)
Integraci (d) vSak dostdvame tfi rovnice typu
h
UNj.ARdt, (/>
'o

kde je slozka impulsmomentu v hlavni ose 3 v Case tu kterd v t*
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byla rovna nule atd. Integrujeme-li tedy (<) mezi ¢asy to a tl9 obdrzime
pomoci (/) vyslednou rota¢ni rychlost @ co do sméru i velikosti jakoZto

Up ir uc

)

¢imz je tloha feSena, nebot slozky impulsmomentu jsou vztahy (f) dany.

Zcela podobny pfipad nastava, podrobime-li téleso oté&civé
kolem pevného bodu O silam narazovym G. Zvolime pevny bod
za bod vztazny. Plati rovnice (68 g) resp. (68 h), Cili, bylo-li téleso
plivodné v klidu, obdrzi impulsmoment

U=2InGx]=1>, (h)

kde D je moment narazovych sil. Jezto jej mlZeme psati ve tvarujM dt,

0
jest rovnice (h) identickd s (é), a veSkeré daldi usuzovani jest stejné.

Ovsem Ze se téleso pocne otaceti kolem pevného bodu, a¢ ne vidy
kolem osy s osou narazového momentu rovnobézné, kolmé na roviné
prolozené vyslednou nérazovou silou a pevnym bodem.

Sem pfipojime jeSté tento problém: Téleso jest zavéSeno/ na hori-
zontéalni ose, kterd prochazi bodem Oaméa smér jedné z hlavnich
0s setrvacnosti, na pf. 3. Téleso jest v klidu, jehotézisté O* se
nachazi ve vzdalenosti OO*= &\ 3 pod O. Y jistétmokamzikuzapdsobi

ti
na téleso to nadraz G=jFdt, a to v bodé 0\ lezicim v prodlouzeni
to

jak na OO, tak na ose £?*). Pak méa narazovy moment kolem bodu O,
totiz [a-j- b, G\, smér hlavni osy setrvafnosti 3, téleso pocne se otaceti
kolem osy v O uGhlovou rychlosti &= 6)" jejiz velikost jest dle (g)

Ut Ut
~ A ~ o~ N
Ale dle druhé véty impulsové (68 h) jest
U= [a+ b G)= 6= ie" )
takze
M G fh\

Na osu nepdsobil dle dfivéjsich vyvodl Zadny néaraz, jenz by se
snazil ji otoditi v roviné vodorovné, takZze za danych pomérd by
misto ni stagil i pevny bod O. Za to na osu mohla obecné plsobiti
narazova sila G', jez by se snazila ji posunouti ve sméru sily G
nebo opacném. Abychom ji vypoCtli, uZijme jeSté prvé véty impulsové

*) Y obrazci, jejz si ¢tendf snadno sdm pofidi, zvolme osu E kolmou na
papir, kladnou jnnérem z papiru ven. Body O* a O’ lezi pod O v roviné papiru,
v niz lezi téz G, sméfujici z leva v pravo.

15*
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ve tvaru (65c). Z niplyne,nazveme-li pocatecni rychlost tézisté v* a
celou hmotu télesa M _
Mv*= G + &, @
kde patrné =
Jezto a i ba G stoji navzdjem kolmo, mGZeme ze skalarnich

rovnic, v néz prejdou (J) a (/), totiz
Mcoa= G-|-Gr a (a-j-BCr= co AN

o cotKt
dovoditi Gr= Aftuta ------- -, (m)
S a-j-6 v
Jest patrno, Ze naraz na osu v O se rovna nule, je-li
. KK_KY +
at+ b=Ma= — & ’ (n)

kdez jsme pouzili véty Steinerovy. To vSak pravi dle (980", Ze
bod (/, v némz plsobi narazova sila, musi byti stFedem kyvu
télesa zavéSeného v bodé O. Proto se nazyva stfed kyvu také stFfedem
narazovym (centrum percussionis). Tento nazev mu udélil Des-
cartes, jenz znal jeho theorii a vypocetl nékteré priklady. Kladivo
ma vzhledem k své tézké hlavici lehké a pFimérené dlouhé drzadlo,
aby je kovaF mohl drzeti poblize bodu O, sdruzeného s (f v*hlavici,
v némZz se dé&je naraz. Podobné musi srdce zvonu nardzeti na zvon
ve svém stfedu narazovém, aby narazy v ose, kolem niZ se srdce otaci,
nevzbuzovaly nepFijemné svistivé zvuky. A podobnych uzZiti naseho
poznatku v technické praxi je mnoho.

Z nejstarsich je balistické kyvadlo Robinsonovo (1742),
jehoz se uzivalo k urcovani rychlosti projektild. Narazi-li na né pro-
jektil hmoty 7i a rychlosti y, tedy impulsu G=mn, v hloubce a-\-b
pod zavésem, obdrzi Ghlovou rychlost, danou vzorcem (&). Jezto vSak
projektil zlistane v ném tréeti, jest moment setrvacnosti K£ kolem osy (>
zvétsiti o moment setrvacnosti projektilu kolem oné osy, t. j. o veli-
ginu 7n(a-\-by. Jezto vSak projektil podrzi ¢ast své pdvodni rychlosti,
vychyluje se soucasné s kyvadlem, bylo by v druhém pfiblizeni psati
za G=77i(y — (a-j-i)Wi). Ze vzorce (£) urcime pak v, stanovice po-
¢atecni rychlost thlovou (Gt pomoci nejvétsSiho (prvého) vykyvu kyvadla.

NaSe vyvody jsou zvlaStnim pFipadem vzniku otaceni kolem pevné
osy nérazem. Z obecného Fedeni plyne, Ze popsané podminky jsou jeding,
za nichZ nevznikne naraz na osu.

103. Poinsotlv popis pohybu obecného bezsilového
setrvacniku.

Smluvme se predevS§im o nasledujici terminologii (dle Kleina
a Sommerfelda): Libovolné téleso, které se mUZe otaleti kolem
pevného bodu, nazyvame ,,0becny setrvacnik“. Je-li hmota télesa roz-
loZzena symetricky kolem néjaké osy, zvané kratce ,,0sou télesa“ nebo
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,,080U geometrickouw a otaci-li se téleso kolem nékterého z bodl této
osy, mluvime o ,setrvacniku symetrickémTakovymito jsou pFistroje
k fysikalnim demonstracim uZivané a pregnantné setrvacniky nazy-
vané. Nepusobi li na setrvacnik vnéjsi sily, Gili je-li hmotny setrvagnik
niku bezsilovému, proti némuz stoji ,setrvacnik tézky*.

Predstavme si roztofené téleso, na néz nahle prestanou vsechny
vnéjsi sily plsobiti. Jeden jeho bod O bud pevny, ale oviem tak, Zze
se téleso mize otadeti kolem libovolné osy bodem tim prochazejici.
Od tFeni v tom bodé abstrahujeme. Jednim slovem, jednejZ se ,,0 obecny
bezsilovy setrvaénik® Nase Gvahy nerusi vnéjsi sila, pdsobi-li v bodé O;
pak nekona prace jezto jeji plsobisté je v Klidu, takze kineticka energie
T télesa zUstava stala, na pr. rovna TQ Vezraeme-li pevny bod O za
bod vztazny, jest také staticky moment té vnéjsi sily neustdle roven
nule, jeZzto rameno sily je trvale nulové. JeZto jinych sil neni, z(stava
také impulsmoment & stalym co do sméru i velikosti, na pF. roven U$.

NaSe FeSeni bude tedy platné pro libovolné téleso, rotujici kolem

mélo-li jednou rychlost ¥O* = 0, zlstane i nadale v klidu a tedy za-
stupuje bod pevny. Takovymto télesem byla by na pF. naSe zemékoule,
kdybychom si odmyslili plsobeni slunce, mésice a obéZnic.

Mame-li popsati pohyb télesa, jedna se ndm o okamzitou osu,
kolem niz se otafi a o rychlost tohoto otaceni, slovem o vektor o).
Zatim vime, Zelrvale T  TOa (J= UO. Nahradme téleso jeho T-elipsoidem
pro vztazny bod Oa T = TO0 kteryzto elipsoid se oviem otaci spolu s té-
lesem. Zakresleme do jeho pocatecni polohy jeho pocatecni rotacni rych-
lost 6)0. Znamou konstrukci 8§ 100 obr. 95 nalezneme pak pfFislusny
impulsmoment UOQ, o némZ vime, Ze musi co do sméru i velikosti z0-
stati nadale nezménén. To vSak pravi, Ze te€na rovina T, poloZena
k elipsoidu v konetném bodé ¢&)0, musi zlstati trvale na svém mistg,
je rovinou neproménnou, nebof jak jeji po-
loha, tak jeji vzdalenost JOC|= 2TO0:CD
od pevného bodu O nesmi se zméniti. .

~elipsoid miOze se tedy otoiti :
kolem o)u jen tim zplsobem, Ze pramét A
kterékoli pozd&jsi otadeci rychlosti a) na é70 U=_"
z0Gstava neustale tyZz. Bude tedy prlbéh \ 0\
pohybu takovy, Ze néasledkem otoceni \ | )
kolem < prejde elipsoid za nesmirné maly . ( 7
okamzik do nové polohy, ve které se viak
zase koncem nového vektoru a dotykéa
neproménné roviny a podobné i déle. Sled Obr. 98
koncovych bodl vektorl wo, @u w2, ...
vytvari na elipsoidu kFivku, ktera je dana tou vlastnosti, Zze teCné roviny
k elipsoidu vedené v jednotlivych jejich bodech maji od stfedu
elipsoidu stale touz vzdalenost US. Podél této krivky dotykd se
elipsoid postupné neproménné roviny a to tak, Ze kazdy bod kFivky
je vidy po jisty nekonecné maly okamzik dotyku bodem osy otaceci.
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Jest to tak, jako kdyZz se obru¢ vali po né&jaké ploSe bez smykani,
nebot i zde je bod dotykovy vidy bodem otaceci osy. Smykani
miZe nastati pouze tehdy, je-li osa otafeci mimo bod dotykovy, jak
nas o tom maly obrazec, jejZz si sami mizeme zhotoviti, okamzité pouci.
Vysledkem nasi jednoduché UGvahy jest tedy véta: T-elipsoid se
otaci kolem pevného bodu O tak, Ze se vali po nepro-
ménné roviné.

KFivku koncovych bodl 6) na elipsoidu nazval Poinsot, od
néhoz pochézi tento jednoduchy popis zjevu, polhodif, kdezto sled
dotykovych bod( na roving z;, tedy kfivku i za otaceni pevnou v pro-
storu, herp olhodii (srov. 8 84). Jest zfejmo, Ze si stejné opravnéné
mdlzZeme mysliti viechny body polhodie i herpolhodie spojeny p¥imkami
s pevnym bodem O, ¢imz se vytvofi dva kuzele, z nichz herpolhodiovy
je v prostoru pevny, kdezto polhodiovy se po ném beze smyku vali
(srov. § 85). Neproménny smér opisuje v rotujicim setrvacniku
kuzel, ktery bychom nalezli z analytického vyjadreni konstrukce obr. 98
aneb jeSté jednoduSeji, kdybychom zkonstruovali pro dany setrvacnik
{/-elipsoid. Stopa kuZele na jeho povrchu spojuje body, které maji
touz vzdalenost od stiedu elipsoidu, Gili je dana pridsekem jeho s kouli
o poloméru UO.

Polhodie i herpolhodie nabyvaji zvlasté jednoduchého tvaru, jedna-li
se 0 bezsilovy setrvaénik symetricky, jehoz T-elipsoid je
elipsoid rotacni. Tecné roviny stélé vzdalenosti od jeho stfedu dotykaji

ol G|
7 N\
\ G 3 y
x ¥ I~/ \v
/7 © = R\
Y A 1 S
/ - i —
[ <
Obr. Y9 }

se ho v kruhu P (obr. 99 a 0 kde 001 je rotatni osou elipsoidu),
polhodiovy kuZel jest kruhovy, rotacéni rychlost méa stéle touz velikost o).
Jezto také projekce na stalou rovinu t (v obr. kruh  na ¢/0) ma mit
stalou velikost, je patrno, Ze také herpolhodie je kruh, herpolhodiovy,
v prostoru pevny kuzel K je kruhovy. U rotatniho 7-elipsoidu pro-
dlouzeného (obr. 99 a) lezi vné u T-elipsoidu zplostélého (obr. 99 b)
pak uvnitF kuZele polhodiového. JeZto je oo stalé, vali se kuZel polhodiovy
po herpolhodiovém se stalou rychlosti. Z toho v3ak nésleduje, Ze také
rotacni osa T-elipsoidu UOQOi, kterd u homogenniho rotacniho
télesa spada v jedno s jeho osou geometrickou, t.j. osou
(vSestranné) symetrie, opisuje v pevném prostoru kruhovy kuzel, jejz
obfhd se stalou rychlosti. Ale to neni nez Cisty pohyb precesni
(8 85), kteryje nejobecnéjsim pohybem symetrického bez-
silového setrvacé¢niku.
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104. O stabilité rotace.

VySetfme tvar polhodii, kteréZ jsou dle svého vzniku KFivky
uzaviené, v blizkosti hlavnich os setrvacnosti. Rovnice jedni¢kového
-elipsoidu setrvacnosti kolem O jakoZzto stfedu bud obecné

Ax* -f“By* -f“Cz2— 1. (a)
Rovina te¢na v libovolném bodé xly yu zt na elipsoidu méa rovnici
Axx+=f-Byyi+ Czzi= ~ (b)
pri ¢emz ovSem musi xiyyiyzt vyhovovati rovnici (a) cili
AN+ ByS+ C z"I. (c)
Vzdalenost te¢né roviny () od stfedu O (0, 0. 0) jest co do velikosti
1

+ (ByiY + (Gzi)J
takze, ma-li byti konstantni pro vSechny body jedné polhodie, musi
A?$i3 -f- B~y" -j- — H = stalé. (d)
Rovnice (c¢) a (r/) davaji polhodii jakoZzto kFivku ctvrtého Fadu,

prisek to obou elipsoidd (c) a (d). Nasobime-li (0) tim 11 a odeCteme
od (d), obdrzime

{A*- 11A)v*+ (£2- 1IB)y,2+ (C*- HU)z?= 0,

ecoz jest rovnice polhodiového kuzele, jenZz je obecné elipticky.

Z (c) a (d) plyne eliminaci z{

C— 11=a*1(AC— A*)+ yf (BC—B3), (e)

kterouZto rovnici budeme diskutovati :

1. Bud A B<C(C t. j. osa Z osou nejvéts§iho momentu se-
trvacnosti, nejkrat$i osou elipsoidu.

Je-li C=Hymusi v (e) byti x1= 0y y{-=0, prdmét polhodie na
rovinu XY je bod.

Je-li (7> Hytedy C—//> 0, jezto AC—AJ>0 aBC—B*>0y
dava (e) jakozto primét polhodie v okoli konce
osy maximalni setrvacnosti na rovinu XY elipsu. Co

Je-li C<"H jsou xj a yl imaginarni. £ A\

2. Je-li A> B > Cy tedy Z osou nejmensiho { R /_,//"!
momentu setrvacnosti, nejdelSi osou elipsoidu, do- | ,/' a
jdeme k obdobnym vysledk@im; p¥i C=H je pra- N\  / /’
mét polhodie bod, pfi C< Il elipsa, pfi C>// " { |
imaginarni. N AN N

3. Je-liA>C>B (resp. A< C< B), tedy \\ ~ ,‘
osa Z osou stfedniho momentu setrvacnosti, dava (<) NS ) \‘—;‘
pro C (resp. //> 6 za prdmét na X Y hyper- N>/
bolu, ktera v pfipadé 11= C v limité prejde ve dvé et
protinajici se pfimky. Celkem je pribéh polhodif Obr. 100,

na elipsoidu setrvacnosti znazornén obr. 100.
To ma znacny dosah. RoztoCené téleso, pfenechané beze sil samo
«0bg&, nebude se otadeti kolem své plvodni osy, nybrz osa méni svou
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jesté kuzele herpolhodiového. Jen v tom pfFipadé, Ze se téleso ndhodné
otaelo kolem jedné ze svych hlavnich os setrvacnosti, zachovava osa
otaceci touz polohu jak v télese, tak v prostoru. Je to tedy osa
volna (§ 101).

Ale i tu daji se rozeznati dva hlavni pFipady. Nastane-li mala
porucha bud vlivem kratkotrvajici vnéjsi (slabé) dvojice, nebo tim, ze
se nam nepovedlo roztoCiti téleso pravé presné kolem hlavni osy se-
trvacnosti, prejde osa rotacni na sousedni polhodiovy kuzel. Bylo-li té-
leso roztoceno kolem nejvétsi nebo nejmensi hlavni osy setrvacnosti,
jest ten kuZel velmi malého otvoru a okamzitd osa otaceci, a se ne-
ustale pongkud meéni, prece z{stava stale poblize osy hlavni. Dalo-li
se vdak otaceni kolem stfedni z hlavnich os, vzdali se otageci osa pri-
béhem €asu do kone¢né vzdalenosti od ni. Proto nazyvadme rotaci kolem
nejvétsi nebo nejmensi z hlavnich os Cili kratce osy extrémni, sta-
bilni, kdezto rotaci kolem stfedni hlavni osy labilni.

Obdoba, oviem pouze formalni, s obéma druhy statické rovno-
vahy (8 53) lezi nasnadé.

V jednom jediném prFipadé jest rotace kolem kazdé osy stabilni,
totiz v pripadé ,,setrvacéniku kulového**. Nazev tento nesmi nas
uvésti v omyl; pridavné jméno nema vyznaciti geometricky vnéjsi tvar se-
trvacniku, nybrz tvar elipsoidu setrvacnosti, ktery stejnosti hlavnich
0s A ~B = C degeneruje v kouli. Pak oviem ma impulsmoment U
vzdy tyz smér jako vektor rotacni rychlosti a), polhodie se vzdy redu-
kuje na bod.

Setrvacnik nepodléhajici vlivu vnéjsich sil a prudce roztoceny kolem
extrémni osy setrvacnosti, kterd budiz soucasné jeho osou symetrie, ma
impulsmoment If0 rovngz sméru oné osy symetrie. 1f0 zachovava svdj.
smér v absolutnim prostoru. KdyZz tedy se nachazi takovyto setrvacnik
na zemékouli, méni se smér UO a tedy také osy setrvatniku vzhledem
k povrchu zemskému s ¢asem, nebot' stale musi smérovati k téze stalici.
Timto zplsobem dokazal Foucault rotaci zemskou, uZiv symetric-
kého setrvacniku*) v Cardanové zavésu, kde prlseky os zavésu i setr-
pasobeni tize i jinych vnéjsich sil (vyjma nepatrnd tfeni v osach) a
podrzel moznost libovolné orientace v prostoru **). Téhoz principu uZzil

*) L. Foucault nazval gyroskopy aparaty, které prozrazuji, ze a ve
kterém smyslu se otaCi téleso, na némZ jsou pfipevnény. Je tedy v pravu
P. Stackel (v Encyklopedii matem, véd) Zzada-li aby se nezaménovaly, jak
se Casto dalo, ndzvy ,symetricky setrvaénik** a ,gyroskop**, z nichz prvy kryje
pojem Sirsi.

**) PFednaSkovy pokus, kterym se stalost osy rotacni v prostoru da
pékné ukazati konéva se s pfistrojem Bohnenbergerovym, jehoZ popis i vy-
obrazeni se najde ve Strouhal-Kucerové Mechanice (2. vyd., 19i0, str. 408).
V textu, jednajicim o setrvatnicich zpracovaném Strouhalem, jsou nékteré
omyly prejaté z vydani prvého, z nichz sem spad4d poznadmka o stabilité volné
osy (str. 393 1 c.). Pfesnéji a kvantitativné opakoval Fcucaultiv pokus A Foppl
(viz na pf. Foppl: Techn. Mechanik, YI. sv., 1950, str. 276 n&sl.).
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Obry pfi Whiteheadové torpédu, které, vychylilo-li se ze své p¥Fimé
drahy, uvede se v ni zpét setrvanikem, jenZ, jsa v torpédu skryt, za
zmény své relativni polohy vzhledem k nému uvadi v ¢innost kormidelni
zaFizeni. Setrvacnik se rozta€i pfi vystfelu a udrzuje i nadale na 18000
otockach za minutu vzduchem stlatenym na 150 atmosfér.

105. Vliv vnéjSich dvojic na setrvacnik bezsilovy.

Rotuje-li symetricky setrvacnik velmi rychle kolem geometrické
osy — v praxi zpravidla osy maximalni setrva¢nosti — ma velmi
veliky impulsmoment U— Ati). Pusobi-li potom na ngj po velmi kratky
Cas narazova dvojice if, zméni se U o velmi napatrny obnos
v U -j-AU, kde dle druhé véty impulsové (Lr=M) je

firx

[J~-AU=jMdt.

Ovsem, Ze se také zméni kineticka energie T = \L T) o obnos rovny
praci dvojice, t. j. dle (07a) o
t-ft +T
AT=j Bojdt= (9)]
t t
jez vSak je proti T velice malé.

V3e, co se stalo, mdzeme si zndzorniti obr. 101 a; b. PGvodni U a ti)
leZi v rotaCni ose 7Lelipsoidu. Narazovou dvojici zménil se U v U-f- Aif7
7-elipsoid v (T-f- A 7)-elipsoid. Zrnény jsou na obrazci ovsem Kresleny
velice prehnané. Ye skuteCnosti ma byt U mnohokrate vétsi nez Alf..
Pak bude nova poloha rotacni osy ti)-\~Ati) v télese lezeti velice blizko,
staré ti), tedy velice blizko osy symetrie
setrvaéniku. Je pravda, Ze pQvodni Cista O
rotace setrvaéniku se zméni nyni v po- |
hyb precesni, Ze bude ,o0sa setrvac-
niku®, t. j. jeho osa symetrie OOx, opi-

sovati precesni kuZzel kolem v prostoru ,-"y I'Oﬁlu
pevného nového sméru Lf-\-ALJ (srov. “H NN Ul SIAD
obr. 99). Ale tento kuzel bude miti [/ e 1 & L
otvor tak maly, Ze miZeme v prvém fo Z AT
pFibliZzeni zaménovati smér impuls- h’\i hk"-l‘_
momentu U -j- ALF s novym stFednim O U'AU
smérem osy setrvacniku, ktery pFi pro- 4 b

vadéni skutecného pokusu jediny pFimo Obr. 101,

vidime. Podobng zaménujeme z téhoz dd-

vodu i smér impu smomentu U-\-Ail a osy otaceci 0-J- zf1», jejiZ jest
impulsmoment rovnéz pouze stfedni polohou, kolem niz opisuje velmi
malo otevieny kuZel. V jediném pFipadé setrvac¢niku kulového ma
ti) -f- Ati) pFesné smér iJ-j- AU a zlistdvd nepohnuté v prostoru, nebof
pak se herpolhodie i polhodie redukuji na bod, herpolhodiovy i polhodiovy
kuzel na pFimku.
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Z naSi avahy vysvitd novad vlastnost stability rotace kolem ex-
trémni osy setrvacnosti, kteraz mohla by se zvati stabilitou pFi
narazu.

Plisobi-li na setrvacnik, prudce roztogeny kolem extrémni hlavni
osy setrvacnosti, jez budiz také jeho osou symetrie, trvala dvojice
momentu M stalého sméru v prostoru, nastava v kazdém okamziku dt
zména impulsmomentu d(J=Mdt. JeZto pak vSechny pfFirtstky dU maji
tyz smér, méni se U tak, Ze se jakoZto vektor blizi sméru M (srov.
obr. 101). Neni-li moment M pfili§ veliky proti £r, 1ze povaZovati pohyb
setrvaéniku alespori na kratky cas jeSté za bezsilovy a stejné jako
v predchazejicim zaméniti polohu impulsmomentu, kterou ovSem nevidime,
se stfedni polohou osy setrvainiku, resp. osy rotacni*). Mluvime pak
s Foucaultem otendenci k paralelismu (homolognimu, v témz
smyslu), o snaze po stejnosmérné rovnobéznosti, kterou jevi
osa setrvaéniku vzhledem k ose plsobici dvojice. Tato tendence presné
plati pro impulsmoment. UZiva-li se tohoto Foueaultova pravidla pro

Obr. 102.

‘osu symetrie setrvacniku, vede sice u mnohych zjevd k spravnému
kvalitativnimu popsiu, ale nikterak se mu nesmi pficitati vaha a vyznam
fysikéalniho axiomu.

Nyni mdzeme pfFistoupiti k vysvétleni nékterych na prvy pohled
velmi prekvapujicich pokust, které nejlépe lIze provésti se setrvatnikem

*) V literatufe ucebnicové natropilo jiz mnoho zla, Ze se pfesné ne-
rozeznavaji osa setrvacniku 00, (kterou zveme také osou symetrie), osa
otdteci & resp. «-f-&m> a osa impulsmomentu U resp. U & U, nybrz
7e se ve slovnich dikazech'nazvem ,o0sau mini jednou ta, jindy ona. Tato qua-
ternio terminorum vede pak k falesnym, a¢ zdanlivé spravnym dlikaz(im fale$ng,
t. j. bud pouze v prvém pfiblizeni nebo jen pro kulovy setrvatnik spravné po-
pisovanych zjevll jak pékné analysovali Klein a Sommerfeld ~Theorie des
Kreisels V, § 3, str. 307—316: Populédre Kreiselliteratur). Ostatné se této chybé
nedovedli Uplné vyhnouti ani Airy Foucault a Helmholtz. PFesnym a
nazornym voditkem zdstavd nam vzdy véta o zméné impulsmomentu.
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Maxwell ovym, schematicky v prafezu znazornénym obr. 102 h.

vxo

blizné do bodu O, kolem néhoz se setrvaénik otaci, byy roztofen Sndrou
navinutou kolem osy symetrie OOx U tvaru, jejz popisuje Webster,
nese plochy horizontalni kraj M, jenZ zastupuje masivni prstenec NN
obrazce, v symetrickém rozlozeni tF¥i vertikalni a tfi horizontalni Srouby
nebo snizovati, jednak oddalenim hlavic horizontalnich od osy symetrie
i zvétSovati moment setrvacnosti, aniz se symetrie usporadani hmot
porusi. Hofeni konec Ox osy symetrie nazyvejme vrchol setrvaéniku.

RoztoCme setrvacnik ve sméru Sipky (proti rucickdm hodinovym
pfi pohledu shora) a snazme se mirnym tahem niti vpravo vychyliti
vrchol v tuto stranu. Setrvacénik odpovi tim, Ze se vychyli dozadu.
Mgl totiz pavodni impulsmoment setrvacniku smér osy symetrie
(a tedy téZz osy ot&feci) OOx. Tahem na niti pFistupuje k UO zména
rovnd momentu sily vzhledem k bodu O, ktery ma& smér za papir.
Vysledny impulsmoment U jist tedy sklonén dozadu a tamze se vy-
chyli vrchol, jezto v prvém pfiblizeni ztotozfujeme stfedni jeho polohu
s polohou impulsmomentu. Touz zku3enost mlzeme udiniti s ruénim
setrvatnikem (obr. 102 a), ktery mé& osu uloZenou v lozZiskach a je tim
vlivu tize zbaven. Drzime-li jej v ruce a chceme vychyliti vpravo, odpovida
momentem, ktery klopi jeho vrchol dozadu, zcela jinak, nez by tomu bylo,
kdyby setrvacnik nebyl roztoen. Vrchol pohyboval by se vpravo,
kdybychom sklanéli osu setrvacniku vpred. Sklanime-li ji vzad, pohybuje
se vrchol vlevo. Setrvacnik runi byva €asto uzavien v kouli, abychom
nevidéli smér jeho osy. Pak je jeho chovani vici vngjsim dvojicim zvlast
prekvapujici. (Skryté pohyby cyklické).

Maxwell opatFil vrchol svého setrvaéniku kruhovou destickou
na hmotné ose kolmou, rozdélenou ve Ctyfi kvadranty: cerveny, Zluty,
zeleny a modry. Rotuje-li setrvacnik kolem jiné osy nez své osy symetrie,
na pr kolem osy prochazejici nékterym bodem v Cerveném kvadrantu,
vidime na deStiCce konec osy jakoZzto cervenou skvrnu, kdezto v jinych
mistech barvy splyvaji v neurcitou Sed. Jest patrno, ze timto zplsobem
mUzZeme sledovati Casovy postup jednotlivych poloh okamzité osy rotacni
v setrvaéniku. 0 jinych pokusech s obecnym bezsilovym setrvacnikem
viz Websterovu knihu o dynamice.

106. Vynuceny pohyb setrvaéniku. Kineticka reakce.

Pokusné zkusenosti, vylitené v poslednim paragrafu, mizeme
shrnouti ve vétu: ,Kinetickd reakce roztoceného symetrického setrvac-
niku neni sméru opacného nez silou zamysSleny pohyb vrcholu, ny >Z ma
smér na ném kolmy, a to takovy, Ze pUsobi-li v ném sila, vngjsi ma
za nasledek pravé opacny pohyb vrcholu, nez byl pdvodni silou zamyslen'*).*

*) JeSté obecngji lze fici (@ Ebertem): ,Indukujeme-li jakymkoli vnéjsim
vlivem na setrvaénik (,gyrostaticky systém*) néjaky jeho pohyb ma takovy

pribéh, Ze pdsobé zpét se snazi pdvodni vliv kompensovati, pfi¢inu unulovati.u
1Setrvaénik se tedy vzpira kazdému zasaZeni ve svij stav, ato tak Ze k zméné
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Jednoduchy vztdh mezi sméry Kkinetické reakce, osy otaceci (pres-
néji osy impulsmomentu) a sily lze vytknouti takto:

Rozto&ime-li setrvaénik pravoto&ivé kolem osy X a pUsobi-li na
jeho vrchol sila sméru Y, reaguje setrvacnik tak, Ze jeho vrchol se
pohybuje smérem osy Z. Soustava XY Z jest pfi tom pravotoCivé. Osu X
mUzeme nahraditi palcem, Y ukazovatkem a Z tfetim prstem pravé
ruky priblizné navzajem kolmo natazenymi a tak dostavame kdysi ve-
liké oblibé se tésivsi ,pravidlo pravé rukyu.

Ale nebude od mista, vdimneme-li si blize zjev(, jeZ nastavaji
pfi vynuceném pohybu setrvaé¢niku bezsilového.

Vzpomefime nejprve na

_ vynuceny pohyb hmotného,

e Ty A Ua, ¥ . tizi nepodléhajiciho bodu m

: podél kFivky K absolutné

: hladké (obr. 103a). Ma-li

p . se v misté radia kFivosti R
[ : pohybovati se zrychlenim
y ‘ v = §f¢ili jinak FeCeno, ma-li
[/ / se jeho impuls 7 = nu zrngé-
I 2 niti na / -\-dT— m(v -f-dv")
: £ v CGase dt, musi nafi pUso-
K 2 biti sila F ~ 7, jejiZ slozka
; Fi v teCné (t. j, ve sméru 7°)
Obr. 103, mé velikost Ft|= 1= mv

a slozka F$ ve sméru vnitFni

normaly (t. j. kolma na 7°) ma velikost mv2:R. MizZeme Fici: Prva slozka
F 1 pfemah4, t. j. vyvazuje ,kinetickou reakcizvanou ,sila od setrvac-
nosti*, velikosti 1 = mv a sméru opacného — F jO, druha sloZzka jP3 vy-
vazuje kinetickou reakci, kterou nazyvame ,sila centrifugalni“. Slozka
prva existuje jen tehdy, méni-li se velikost rychlosti, druh& jen tehdy,
méni-li se jAji smér u°. Tato druha slozka nekona préace pri skuteCném
pohybu, stojic na jeho sméru neustdle kolmo; kineticka reakce proje-
vuje se napétim niti pfi pohybu kruhovém, tlakem, je-li kfivka K na
pr. Casti plochy, po jejiz konkavni strané se hmotny bod pohybuje.

Zcela podobng mizeme myslenkové zpracovati také problém vy-
nuceného pohybu setrvacniku. Ma-li se impulsmoment U setrvaéniku
(obr. 103 0) zméniti v Case dt o dU, musi na setrvaénik plsobiti dvo-
jice, jejiz jedna komponenta ma moment velikosti U a téhoZ sméru
jako U a druhd smér na U kolmy a velikost i(bf, zveme-li clj Uhlovou
rychlost, se kterou se impulsmoment Lr ot&¢i. Kinetickou reakci se-
trvacniku proti prvé komponenté momentu nazyvaji Klein aSommer-
feld ,odporem proti zrychleni“ nebo ,akceleranimu. Projevuje se

tohoto stavu jest potfebi prace, aby prekonala odpor, jenz pravé vznikl reaktivnim
pohybem setrvaéniku Jest zfejma obdoba se zdkonem Lenzovym v elektro-
dynamice, odkudZz vznika moznost vykladati zjevy elektromagnetické indukce
»skrylymi cyklickymi pohybyjak to u€inili Maxwell, Hel mholtz. Hertz’
Boltzmann.
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vzdy, kdykoli se méni rotacni rychlost setrvacniku, byt i smér rotaéni
osy zlstaval tyz. Jest téhoz sméru jako moment od tfeni v loziskach
setrvacniku, ktery rozta¢ime kolem volné osy. Reakci proti druhé slozce
nazyvaji tiz autofi ,,odporem proti deviaci ‘ nebo ,,odporem deviaCnim*.
Nevalné vhodny nazev ,,odpor* nesmi nas svésti k omylu, Ze se snad
jednd o silu; oba odpory jsou momenty dvojic ). Pfesné obdobné po-
méry jako u hmotného bodu nastavaji, jak uvidime, pouze u setrvac-
niku kulového, u néhoZ jest osa rotatni vzdy totozna s osou impuls-
momentu. K premahani odporu deviatniho neni vSak nikdy potFebi

prace. Nazveme-li jej D, je prace prFi rotaci 0) v Case dt dle (97 b)
rovna L&It, a 2), které je kolmé na 7/, je také kolmé na a), jez, jak bylo
feCeno, u kulového setrvacniku je vzdy téhoz sméru jako U. Pak ovsem

skalarni soucin J)c6— 0. V dalSim pak uvidime, ze 1) je i u obecného
bezsilového symetrického setrvaéniku kolmé na 6).

Odvodime tedy vyraz pro devia¢ni odpor hned pro tento obecny
pfipad. K tomu nam poslouzi nésledujici poznatek: NejobecnéjSim po-
hybem obecného (nesymetrického) setrvatniku jest rotace kolem oka-
mzité osy (8 85), kterd svdj smér i velikost okamzik od okamziku
méni. Ve druhém pfibliZzeni, t. j. pro dva sousedni okamziky, mlZeme
kazdy takovy pohyb povazovati za rovnomérné zrychleny pohyb pre-
cesni. Lze totiz obecné kuzele polhodiovy a herpolhodiovy (§ 85) na-
kraditi kuzely kruhovymi, oskulujicimi podél okamzité rotacni osy;
zrychlenim pak charakterisujerne souc¢asnou zménu rotacni rychlosti co
do jeji velikosti.

Dejme tomu, Ze bychom né&jakym zplsobem donutili impulsmoment
rotujiciho télesa, aby provadél kolem jisté okamzité, v prostoru pevné
osy (na pr. vertikalni), nebo, cozZ jest totéz,
kolem jistého (okamZzitého a kruhového) N
kuzele herpolhodiového takovyto obecny -2
zrychleny pohyb precesni. Docilili bychom Uy N
toho treba tak, ze bychom se celym télem dr N =
zrychlené otaceli kolem vertikdlni osy, Fra/l. K
drZice pfi tom v natazené riice ruéni setrvac- ¢ : )
nik (obr. 102 a) s osou k vertikale skloné- | A e
nou**), Setrvaénik budiZ symetricky s ex- Wy
trémnim hlavnim momentem setrvacnosti (7, U, N A;,"v- Ua
obéma druhymi velikosti A, a otacejz se | WP
rychlosti JI kolem osy symetrie (CUi na /M3
obr. 78 a). Vedle toho v3ak ma okamzZitou ;
rotacni rychlost V kolem osy CO02 vnuce- Obr. 104
ného kuzele herpolhodiového. Okamzita
osa vysledné rotace bude tedy 6'0a rotacni rychlosti# = JI -j- v. Této rotaci
odpovida impulsmoment il, ktery bude miti obecné smér ponékud rizny
od 6) a bude lezeti v rovind 0200i kdesi mezi C02 a 6), jak ve zvo-

*) Ve Ctvrtém seSito své ,Theorie dés Kreiselsw nahrazuji Klein a
Sommerfeld nazev ,odpor* slovem ,Kreiselwirkung*, u¢inek setrvaéniku,
ostatné také nevalné vhodnym.

**) NejpohodInéji provadime tento pokus sedice na otacivé stolicce.
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leném pFipadé nds o tom poucuje jediny pohled na obr. 99 a. Svirejz
s osou symetrie setrvatniku COi Uhel @ (obr. 78 a obr. 104). Abychom
nasli slozky impulsmomentu vzhledem k hlavnim osam setrvacniku,
rozlozme vyslednou rychlost of na slozky ocos@ v ose symetrie se-
trvatniku a ojsin(3 na ni kolmou, kterd spadd do sméru hlavni osy A.
Témto rychlostem odpovidaji dle (100 o) slozky impulsmomentu
Uo=—=Ucos = Ccocos (3 a Ua=—=Usin p— Aoosin (3. (a)
Ma-li osa setrvacniku a tedy téz impulsmoment obihati kuzel kolem

osy C02dhlovou rychlosti v, musi opsat kone¢ny bod impulsmomentu U
v jednotce Casové obloucek

vUsin ("o — p) = vUcos cpsin -~ — vUsin gocos (&)
jenz jako vektor znaci co do sméru i velikosti onen moment, ktery pre-
maha deviacni odpor D. Ma tedy vektor D= — U smér kolmy z pa-

piru ven. Dosadime-li z (a), plyne
D — voj (Ccos (3sin #(, — A sin (3cos ¢F0).
Uhlu ji se zbavime pomoci vztahl (87 /), z nichZ plyne, coz
ostatné lze pfimo z obr. 104 odecisti,

ojsin (3= vsin#0, 0jcos/?= fi+ vcos#0, (c)
takZe celkem je velikost devia¢niho odporu
D ~ v sin 0q{Cpi -f- {C— A) vcos”"q). (n

Jeho smér kolmy z papiru ven potvrzuje také srovnani obr. 78 a
a 102 b, kdez si musime predstaviti, Zze tAhneme niti vrchol setrvacniku
dozadu za papir. Mizeme tedy Fici: Deviaéni odpor nebo lépe de-
viacni kineticka reakce se vzdy snazi pFitisknouti ku-
zel polhodiovy na vnuceny kuZel herpolhodiovy. Toto
velmi uZite€né pravidlo pro vynuceny pohyb setrvacniku prvi vyslovné
vyrkli Klein a Sominerfeld.

Deviacni odpor jest tedy dan dvojici, jejiz moment velikosti D
ma smér primky kolmé na roviné OjCOg. Myslime-li si tuto pFimku
vedenou bodem C (obr. 104), Fikdme ji pFimka uzlovéa, nebot v ni
by se protinaly dvé roviny prolozené kolmo k osdam 6'Oj_a C02bodem C.

U setrvatniku kulového, kde A= C a U spadd v jedno
s g Cili CO, mohli bychom (d) psati ve tvaru vektorovém

3=c[m -=[nAv). (o>

Klein a Sommerfeld nazyvaji veli€Cinu Cli= N ,vlastnim“
impulsmomentem (Eigenimpuls) setrvaéniku. Jest to impulsmoment,.
ktery se setrvacéniku udéli pFi jeho rozehnani, na p¥. odvinutim 3ndry.
Zbyvajici €ast deviatniho odporu u obecného symetrického setrvacniku,
totiz (C—A) v2sin# 0cos nazyvaji tiZz autofi jeho Casti elipso-
idickou. Jezto zpravidla ji byva velmi veliké proti v, lze ji i v obec-
néjSim pripadé vedeného symetrického setrvaéniku v prvém pfiblizeni
zanedbati. Vzorec (d) resp. (f/) nazyvaji pak nejdClezitéjsim
vzorcem theorie setrvacniku.

K obecné zméné pohybového stavu setrvainiku patfi jesté zména
rotacni rychlosti o0 S za jednicku Casovou. Obstara ji dvojice veli-
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kosti Kmcoa sméru 6°, kde Kw je moment setrvacnosti, pfislusny k oka-
mzitému sméru &o° rotaéni osy. Stejné veliky, ale opa¢ného sméru je
,odpor akceleratni4 Jeho velikost mohli bychom snadno explicite
rozepsati v fi, v, ~,0 ft, v, le¢ nema valné ddleZitosti.

Poznamka: NaSe vyvody daly se vésti také poctem vektorovym. Vzta-
hujice se na obr. 104 mame u setrvaéniku kulového:
U==Cm= c I+ v).
u= (7(F+ v)= C(pjio+ w? + K+ wWo).
Odporem deviacnim jsme zvali zdpornou zménu impulsmomentu za stalé veli-
kosti fi a va stalého sméru v°, kdyz tedy ji= v= v—0. Ze zavorky zbude
jen prvy ¢len. Zména jednickového vektoru ji0 v jednotce Casové je, jak patrno
zobrazce, oblougek velikosti vsin dy, sméfujici kolmo za papir, takze mizeme psati
jlo= v[vill = [vid, ()
coz'ostatné plati pfi rotaci v pro kazdy vektor, a neni nez dle novych pismen
pfepsany vzorec (876) resp. (16¢€).
Dosazenim plyne tedy okamzité vzorec (d).
D= —C"[vyl= (7pv].
Odpor akceleraéni jest pak
- <TI@ijle + we), (/;
nebot v druhém pfibliZeni, jak bylo jiz feCeno, pfedpokladame/ze se sice rych-
lost precesni méni co do své velikosti (rovnomérné zrychlena precese, v= const),
ale oskula€ni kuzel herpolhodiovy zachovéava tutéz osu, v = 0. Z (e) je patrno,
Ze moment kinetické reakce akceleracni lezi v rovingé OiCOr Rovnice (d) a (/)
dosvéd€uji uplnou obdobu vynuceného pohybu setrvacniku kulového a vynuce-
ného pohybl hmotného bodu podél kfivky.
Pro obecny symetricky setrvacénik polozme do sméru jiO osu
do sméru na ném kolmého osu ,/. Z vykresu 104 odeCteme
U— UG - UAj = (/(p -f vcos Q)i + Avsin Og/. {g>
Kdybychom rozloZili dle os ji0 a v, coz nékdy mizZe byti pohodInéjsf,
obdrzeli bychom stejné z vykresu

il = {C (*t-f- vcos dy,) —Av &os do) ji0+ Avv{. (h
D je zapornd zména U v jedni¢ce Casové za stalého ji, v, dy, tedy
D= —(<7(p+ vcosi\) t -f A; cos dy,/).

Ale t=jx°, které je dano dle (e), dle vykresu pak, je-li k tfeti kolma osa pfi-
fadéna t, J, tedy z papiru ven vystupujici,;
XV’ = sin dyk, j = v[vJ] = vcosdOt
Dosazenim obdrzime
D = (C\ivsin 0g+ (C— A) v2sin d0cos dy) k

jako dFive.

JeSté kratCeji plyne D z tvaru (6). nebot tam jest diferencovati pouze
ji0 a v a dle predpokladu v = 0.

Dosazenim za ji0 dle (e) pak

T= (t+ B,
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kde zvlasté nazorné se projevuje rozdil od setrvatniku kulového. Provedenim
ostatnich diferenciaci v {h) obdrzeli bychom za odpor akceleraéni

—{(Cad+ (C—A)vaA@xs —(0O—A)vsin P 4- + -i-v0}. ()
V druhém pfiblizeni (V= 0) lezi v roviné OCO.A U kulového setrvacniku
pfejde v (/), jak je nutno.

V obr. 104 jest tedy deviaéni kinetickd reakce znazornéna vekto-

rem D, miFicim kolmo z papiru ven. Pokud se nezménilo v, #0,
pokud se tedy jedna o cistou regularni precesi, zlstava velikost D stala e
vektor ten stalé délky se ovSsem otaci Uhlovou rychlosti v kolem osy C02,
jsa neustadle kolmy na roviné 0x00%.

Ptejme se, co nastane, je-li neustdle 7) 0, Cili

gi= {A —c)v cos&O0. (J)

Tu patrné symetricky setrvacnik nebude regularni precesi klasti
Zzadny odpor, regularni precese bude bez jakéhokoli vlivu
vnéjsich sil jeho pFirozenym pohybovym stavem. Rovnice (Y)
vybira tedy ze viech moznych- pohyb( precesnich zcela uréitou tfidu
jakozto regularni precesi setrvacniku bezsilového.

Ale nejen to. Rovnice (d) ukazuje, Zze mlzeme dociliti regularni
precese i usetrvacniku téZzkého, to jest podepfeného v bodé C osy
symetrie, ktery lezi mimo tézist¢ O*, v némz pUsobi sila tize My. Je-li
CO*= r*, je .moment sily Mgr*sin&Q a plsobi pravé opaénym smérem
nez deviatni odpor D, v obr. 104 kolmo za papir. Je-li tudiz

Mgr* = Cfiv -)- (C— A) vIcos xi0, (&)
provadi tézky symetricky setrvacénik pohyb regularné
precesni. OvSem uvidime, Ze neni to jeho pohyb obecny, ktery

jest mnohem slozitéjSi, nybrz jen pohyb mozny, za kterého praveé
konstanty setrvaéniku (J/, r*, C, A) a pohybu (ji, v, # 0) musi splfiovati
vztah (&). Proto jsou vsechny polopopularni dikazy, z nichz plyne
regularni precese jakozto nutny obecny tvar pohybu tézkého setr-
vaéniku, vesmés nespravné; zpravidla spocivd chyba v zaméné rdz-
nych ,,osw jak jsme se o tom jiz zminili.

*107. Pohyb setrvatniku jakoZzto pohyb relativni.

i ) Nuceny pohyb setrvaéniku mulzeme
1 jinak zpracovati s hlediska relativniho
, pohybu. Vyjdéme od okamZité polohy zné-
A : zornéné obr. 105. X, Y, Z budtez osy
' v setrvaéniku, z nich? Z spada v jedno
/"' s hlavni osou setrvacnosti momentu 6'
Rotace rychlosti Ji déje se kolem této
o -l osy, osy X, Y se vSak se setrvacnikem
A {/ neotaCeji! Za to rotuje soustava X,Y,Z
kolem osy- Z r pevné v prostoru rychlosti F.

Libovolny bod 1Jhmoty m kdekoli v setrvac-

: niku mé vzhledem k osdm X, Y, Z relativni

Obr. 105. rychlost vr=[fip]. (a)
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Jezto tyto osy samy rotuji, ma vedle toho jistou rychlost vv a
zrychleni &v z vedeni, a zrychleni Coriolis#vo ac, takZe jeho zrychleni
absolutni aa bude dle (39//)

aa= ar-\-nv-\-nc. )
Plsobi-li na hmotny bod vnéjsi sila F~m<xa, plyne jako v (06 //)
mar— F — nilv— mégy (<)

a nasobime-li vektoridlné polohovym vektorem ¥, obdrZime momenty
.vzhledem k bodu O

T= R — m freiv— mjFac. )
Oba vztahy mdzeme pak slovné vyjadriti takto:

Zjevy, které pfi rotujicim setrvagéniku nastavaji, mdzeme pppiso-
vativzhledem k osam A’ I Z jakoZzto pevnym, pfFipojime-li kdanym
vnéjsim silam a momentdm sily z vedeni a Coriplisovu resp. jejich
momenty.

Dle (399 a /) jest

a.=S$ + [fp]+ i> [pig],
a,= 2 M, (e)

kde U jest zrychleni za¢atku souradnicové soustavy A’ Y\ Z vzhledem
k soustavé A* YF,Z', tedy zde rovné nule; precesi chceme povazovat!

silou zemskda tize, prejdou (c) a (d) ve tvar
mCr= mg— m [p [PF]] — 2m [P [/¥F] |
= mg— m(P¥) P -f- mv2F — 2m (P¥) ji -j- 2m (Pp) T, )
m[for|= m[Nj — m(PY) [fp 1— 2m (P¥) [F/ij. (@)

V (/) vynechali jsme jiz dva C¢leny, v nichz se vyskytl soucin
[rFf] — 0 jakoZto faktor. Dle obrazce i vyznamu skalarniho sou€inu jest

Al IN
(vi} = vvcosvr— vz, (pv)= fivcosjiv= jir cosiF. n

Dosadime-li do (/) a seCteme pres vSechny hmotné body setrvac-
niku, vznikne
Srnéir- --gHNi — VpUnu-j- VASM¥ — 2{ivJ2iuzi-\- 2 UPcos OZImr. (i)
Je-li bod O téziStém setrvaCniku, jsou dle (63d)
2niz = Q, 2m¥ = 0,

a vypadnou viechny €leny pravé strany (/)', vyjma prvy. Vysledna sila

Abychom obdrzeli vhodny vyraz pro vysledny moment, dosadme
do Jg) vyrazy, odettené z obrazce
F= in-YJg+ kg,
ji= i, V= —JVsin &— kvcosif. )
Z (j) vznikne dle zndmych pravidel o semikartézském tvaru

sou€inu skalarniho i vektorového
Kucera, Zéaklady mechaniky. 13
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7
>[r<?r]= m\r<j] — mV(mos & — ysin X ;
0 — vsind vcCos&
i i Ic 1
-p 2mv (j cosd — ysin\f) x  z
o o0

Tento tvar nebudeme ani rozepiSovati, nybrz hned u€inime néa-
sledujici krok. Budiz setrvaénik na§ symetricky s extrémni osou Z.
Pak osy X a Y budou i za rotace setrvacniku stale hlavnimi osami
0 témZ momentu setrvacnosti A = B, takZe

(/" + o) — 2rn(.v2-t-s3) = 2
2Jmxy= X/nyz= Xmz.v= 0.
Z rozepsaného determinantového tvaru (Z), kdyz hned provedeme
sumaci pfes vSechny hmotné elementy setrvaéniku a vzpomeneme relaci (/),
nam pak vznikne

Xtli[zvir] = 2m [/*/]] -p 7(v*sin & cosd'Xm (y2— z2)-j- (IVsin$ .2Z my2), (m)
Ale z (/) plyne pfimo
Jm(ya— z22)= C— A, 22Jmy2= C,
takze pridavny €len k momentu od zemské tize zni
1(C(i+ (6'— A)vcos)vsin )

Tento zplsob odvozeni neskyta tedy zasadné nic nového, le¢ po-
znatek, Ze prvy, hlavni €len v (?i) jest momentem sil Corioliso-
vych, kdezto €len druhy pochazi od posledniho ¢lenu ve vyraze (e)
pro zrychleni z vedeni o némz z dfivéjSka jiz vime, Ze jest totozny
s t. zv. silou centrifugalni. ,,Elipsoidickyu ¢len deviaéniho odporu vznika
tedy jakozto moment sil centrifugalnich; u kulového setrvac-
niku je ovSem nulou. Poimu sil Coriolisovych a jejich momentu lze
Casto pouziti s prospéchem k elementarnimu vykladu zjevd u setrvag-
nik( vedenych.

Obecny tvar (&), zde po prvé odvozeny, ma tu vyhodu, Ze z ného
Ize snadno prejiti k setrvaéniku obecnéjSimu, nesymetrickému, jak jsem
ukéazal v pojednéni, které vySlo v Rozpravach Il tF. Ces. Akad. (1920).

108. Neékteré pokusy se setrvacéniky.

Na zakladé poznatk( o kinetické reakci setrvaéniku mizeme nyni
vysvétliti nékteré pokusy, které se v experimentalnich pfednaskach
sice ¢asto ukazuji, k nimz vSak zfidka byvd podavéan dostate¢ny vyklad.

1. Perimetricky setrvaénik*) (G. Sire, 1861) neni nez
setrvaénik Maxwelllv (obr. 102 ci), k jehoZ vrcholu lze pfiloZziti rlizné hori-

*) Popis a vyobrazeni jest v Strouhal-Kucerové Mechanice (2. vyd.r
str. 407). Nazyva se tam Zengerovym nuto”kopem. Dratény obrazec jest
tam na obrazku odklopen vzhru.
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zontalni obrazce, zhotovené nejCastéji z dratu. Jakmile se roztoceny setr-
vatnik dotkne hornim koncem hmotné osy (ty€inky nahoFe mirné zahro-
cené) dratu, neopusti jej nadale, nybrZz sleduje jej,

jako by osa se po ném valila a to tim rychleji, ¢im je U W),
kFivost v okamzitém bodé dotyku vétSi. Jezto se tak /r
déje ziejmé proti tendenci centrifugalni sily, pUsobi /EL/
zjev zvlasté u prudkych zahyb( dojmem velmi pre- _‘"l.',/t,.‘ >

kvapujicim. Vysvétleni lezi vSak zcela nasnadé:

Jakmile se hmotnd osa dotkne dratu, na pr.

v bodé P (obr. 106), vznik& sila od tfeni, ktera mé
smér te€né Ply. Jeji moment pricita se k okamzitému
impulsmomentu U, a m& smér kolmy na drat a dovnitF l/
dratu smérujici. Osa symetrie setrvaéniku 6'Qy se pFi-
tla¢i k dratu tak, Ze CP se nésledkem treni stava Obr. 106.
okamzitou osou rotacni, t. j. Ze se jak osa setrvac-

niku tak impulsmoment U nuti k precesnim( pohybu, jehoZ lierpolhodiovy
kuzel jest urcen vrcholem C a styénymi body P na dratu. Kineticka
reakce setrvacniku neu%atale tlaci hmotnou jeho osu na dratény obrazec,

at' jiz se déje pohybvné, jak je kresleno, nebo uvnitf, na druhé strané
dratu, jak by nas otom okamzité poucil pFislusny obrazec, nebo jak
nam pravi Klein-Sommerfeldova véta o sméru deviacniho odporu.
Jest patrno, Ze dostatecné tfeni jest nezbytnou podminkou vzniku zjevu.

2. PFistroj Fesse 10v *) dovoluje provésti celou Fadu velmi
pouénych pokus(. Neni to vlastng nez setrvacénik sdvéma stupni
volnosti, jak jej pFi pohledu shora zcela schematicky znazorfiuje
obr. 107 a, ktery se mdZe otadeti kolem osy RRr a spolu s kruhem /
kolem osy jejiz loziska jsou vkruhu il. Tezisté setrvatniku ma
byti presné vprlseku obou os. Ke kruhu if je pFipojena ty¢, otaciva
kolem bodu O v roviné horizontalni i vertikalni. Posuvnym zavazim P

Obr. 107

na jejim konci d& se pristroj vyvaziti vzhledem k bodu O. Rozto¢me
setrvacnik ve sméru Sipky 1, takze pfi pohledu z O se otaci smérem

*) Jeho vyobrazeni a popis najde Ctendf v Strouhal-Kucerové Me-
chanice (str. 401 a nasl.). Mechanik Fessel v Koliné n. Ryn. jej sestrojil dle
Gdajd J. PlGckerovych (pfed 1853).

16*



rucicek hodinovych. Pokud nebude jinak Feceno, myslime oba kruhy, |
i I, ity¢, lezici v roviné vodorovné, souhlasné s rovinou papiru.

a) Uchopme ty€ rukou a ot&fejme ji kolem O v roviné papiru ve
sméru Sipky 2: Kruh | se oto&i kolem osy SSr tak, Ze konec osy R
se zvedne nad papir, konec Rr se skloni pod ngj. PF¥i trvalém (pomalém)
otaceni tyCe dle Sipky 2 neustane tento pohyb kruhu / dF¥ive, nez az
osa R1\ se postavi kolmo na papir, koncem R ven, takze otaceni 2
vynucené (kolem O) a oté&Ceni setrvaéniku 1 se déje kolem rovnobéZznych
a stejnosmérnych os. TyZ zjev by nastal, kdyby v plvodni poloze byla
osa RIt libovolné k papiru sklonéna. Vysvétleni snadno 3$e najde
v kinetické reakci setrvac¢niku vedeného po herpolhodiovém kuZeli. Pokus
popsany v § 106 jest s timto UpIné totozny.

Kdybychom ty¢ otaceli dle Sipky 3, klonilo by se R pod papir.
It by se vynoFilo nad néj.

Kdyby se zménil smér 1 otdCeni setrvacéniku v opacny, musili
bychom k docileni tychz uG¢inkl zaméniti otaceni 2 za 3 a naopak.

Snaha po stejnosmérné rovnobéznosti osy RIt s osou
vynucené rotace, prochézejici O a na papir kojjné, se projevuje velmi
nazorne.

/) Dle téhoZz principu bylo by lIze v libovolném misté zemského
povrchu urciti smér osy zemské (tedy i zemépisnou Sifku) pomoci
setrvaéniku o dvou stupnich volnosti, jehoZ osa tSSF by méla presné
smér zemépisné rovnobézky.

c) Ménime-li impulsy sméru 2 a 3 ve vhodném tempu, docilime
toho, Ze se setrvacnik s kruhem / otaci kolem osy SSr neustale dokola
kolem. Smysl otaceni lze obratiti dle toho, zafneme-li impulsem ve
sméru 2 Ci 3. Pokps tento popsal po prvé F. Heinen roku 1857.

d) Méjme vyvazeny pristroj v normalni poloze, oba kruhy Ia Il
v roviné vodorovné. Dvojici plsobici na rameni RR' se snazme vychyliti R
nahoru (z papiru ven), It dold (pod papir). Této dvojice docilime tlakem
prstll, nebo Iépe tahem na nitkdch v R a It upevnénych. PFi tomto
pokuse se doporu€uje zameziti volnost otafeni tyCe kolem O v roviné
vertikalni, dovoluje-li tomu konstrukce pfFistroje. Na snahu zminéné
dvojice odpovi pFistroj oto¢enim kolem osy O ve sméru Sipky 3. Pro¢,
zjistime na pf. dle véty Klein-Sommerfeldovy. PFi zminéném
vynucovaném otaceni setrvacniku kolem osy FSr ma herpolhodiovy kuZzel
tvar roviny (t190==90°) vertikalni, rovnobézné s RIt a lezici na strang
bodu § y obr. 106 a. Kineticka reakce tlaci setrvacnik na tuto myslenou
rovinu, Cili projevuje se momentem kolem osy O, ktery zplsobuje
otoceni pristroje ve sméru Sipky 3.

Srovnejme vysledek pokusu s pokusem prvym v odst. 2a. Otaceli-li
jsme ty¢ smérem Sipky 2, vystupovalo R z roviny papiru; tdhnem-li R
z roviny papiru ven, vznika otaceni dle Sipky 3, tedy opacné, nez indu-
kovalo ten pohyb osy R It kolem SSr. Pokus tedy velmi pékné dotvrzuje
vétu uvedenou na zacatku (nebo pod carou) § 106.

Podobné mdlzeme ,obratiti" veskeré pokusy odst. 2a).

e) Setrvacniky, zvlasté pak setrvacniky s dvéma stupni volnosti,
nabyvaji pro technickou praxi ¢im dale tim vétsi ddleZitosti. Nebude tedy
snad od mista, vlozZiiue-li i sem nékolik k tomu se vztahujicich poznamek.
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Pokus 2a provadi se ve velkém méFitku, kdykoli probihd rychle
jedouci vlak néjakou kFivku. Pary kol, na spodku vozu spolu masivni
osou spojenych, jsou takové setrvacniky, které, je-li rychlost vlaku v
a polomér kol r, se otaceji uhlovou rychlosti fl = v/r. Kdyby vilak jel
po papiru nahoru a uhybal se vpravo, mame zcela tytéZ poméry, jako
znézornuje obr. 107 a pfi vnuceném pohybu tyCe smérem Sipky 3. Jest
patrno, Ze kinetickou reakci* rotujicich kol vznika dvojice, ktera se
snazi vlz prevrhnouti na stranu vnéjsi koleje. Obracenim rotace 1
a zaménou Sipky 2 za 3 je patrno, Ze totéZz plati i pro uhybani se viaku
nalevo. Také velikost dvojice snadno zjistime: Je-li R polomér kF¥ivosti
kolejnic, je uhlova rychlost v pohybu vnuceného (po herpolhodiovém
kuzeli) rovna v= hjR. Jezto pak é0=90°, jest dle (106 <) deviacni
moment

kde </je moment setrvacnosti paru kol kolem jejich osy. Deviacni moment
roste Se Ctvercem rychlosti vlaku a se zakFivenim trati, zcela podobné
jako moment od ,,sily centrifugalni*, s nimz ma také tyz smér. Z obou
téchto dlvod( klade se v zahybech vnéj$i kolej ponékud vyse, aby
zvySeny moment tize vozu vzhledem k vnéjsi kolejnici vyvazil pro jistou
stfedni rychlost tyto momenty pFi pohybu vozu vznikajici.
PFedstavme si, Ze setrvacnik o dvou stupnich volnosti s kruhem 11
ve vertikalni, osou SSrv horizontalni roviné, tak, jak naznacuje obr. 107 c,
ve velmi velikém a mohutném provedeni jest postaven napfic lodi, jejiz
schematicky prdiez jest na obrazci naznaten te¢kovanou ¢&arou. Kruh TI
jest s lodi pevné spojen. To je schéma Schlickova lodniho setr-
vacniku. Kdyz se lod' s boku na bok kymaci, to jest kona kyvy kolem
své podélné osy, kyve setrvacnik s kruhem / dle pokusu 2a vpred a
vzad kolem osy SSf. Plvodni vertikalni poloha osy RRr jest pojisténa

Postarame-li se o to, aby kyvy setrvaéniku relativné k lodi byly velmi
silné tlumeny — ac ne zamezeny! — pasovou brzdou a hydraulickymi
brzdicimi véalci, méni se v tomto tlumicim zaFizeni valnd C&st energie
kyméaceni lodi v teplo, a kyvy lodi se jednak velmi znatné seslabuji
(pFi Schlickovych pokusech z 15° ba 25° na 1° az 2°), jednak
velmi rychle tlumi. Jak je to ddlezité, na pf. pro stfelbu s namornich
lodi, netfeba snad pFipominati. Spouta-li se pevné kruh | s IlI, nema
setrvacnik vlivu. To bylo pFi¢inou nezdaru prvych pokusli znamého
anglického inZzenyra Bessemera v letech 70. minulého stoleti. Jeho
setrvacniku chybél jeden stuperi volnosti, oviem nutné velmi silné tlu-
meny, ktery mu pridal o 30 let pozdéji hambursky inZzenyr Otto Schlick.
V malém lze napodobiti tyto pokusy, zavésime-li dle obr. 107c ty¢ Fesselova
aparétu tak, aby mohl kyvati kolem osy na papir kolmé. Tlumeni ob-
staraji pruzné gumové pasky, kterymi spojime kruhy i a Il poblize
mist R a 1T, po pFipadé jiné zaFizeni, které Ize snadno improvisovati.

Postavme setrvacnik vyjmuty z Fesselova pFistroje Sikmo na vodo-
rovny stolek centrifugalniho stroje, s jehoz vertikalni osou 0% necht
svird ty¢ ahel (f. Tim je schematicky dan setrvacnikovy kompas,
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postaveny na zemékouli (v obr. 107 b te¢kované naznacenou) v misté
zemgpisné §ifky (f. Osa setrvatniku RIR takového kompasu mdZze po-
moci oto€eni kolem vertikalni osy SSf zaujmouti libovolnou polohu
v roviné horizontalni. Nasledkem otaceni zemékoule stavi se vzdy do
sméru severojizniho. Pokusem snadno se potvrdi, Ze, otafime-li desku
centrifugalniho stroje, mi¥i RRr vidy k bodu O jeho osy. Divod lezi
UpIné nasnadé. Znazornime-li rotaci centfifugalniho stroje vektorem v,
rotacni rychlost setrvacniku vektorem JlI, je deviacni Kineticka reakce
setrvacniku déana dle (106 d') vektorem D = C\JiV]. Pokud tento otacivy
moment ma néjakou sloZzku spadajici do sméru osy SSF resp. &LiS/|[

potud se ot&cli setrvainik kolem této osy. Jenom tehdy neni této slozky,
je-li [P J_Si$i, Cili protind-li RR' ve svém prodlouzeni osu OfO.

Dale se technickym uzitim setrvagniku*) zabyvati nem(Zeme.
Vrele vSak budiz doporucen k jeho studiu IV. seSit Klein-Sommer>*
feldovy: Theorie des Kreisels (Lipsko 1910, str. 761—966 celého
dila), ktery zpracoval F. Noether. Védomosti, kterych Ctenaf dosud
nabyl, zvlasté obsah § 106 dokonale staci, aby mohl bez jakéhokoli
studia prvych tFi sesitd bezprostfedné vsem jeho vyvoddm porozuméti.

f) Plsobila-li na setrvaénik na pf. Maxwelldv nebo v pfistroji
Bohnenbergerové &i Fesselové ngjaka dvojice, reagoval urcitym zpuUso-
bem, Casto prekvapujicim, le¢ nevréatil se do své plvodni polohy, tak
jak to ucini vychylené kyvadlo.

Ucifme nasledujici pokus: Cely pFistroj Fessellv i s podstavcem
postavme na horizontalni stll centrifugalniho stroje, jehoZ vertikalni
osa proehdzejz bodem O. Pohyblivost tyée Fesselova stroje v bodé O
zruSme vhodnymi svorkami. Oba stroje dohromady representuji setrvac-
nik se tfemi stupni volnosti — pohyblivy kolem tFi os, dvou RR' a
RST horizontalnich, treti — ose stroje centrifugalniho — vertikalni.
Otacime-li nyni stoleCkem Ghlovou rychlosti v, postavi se osa RR' roz-
toceného setrvacniku vertikalné, rovnobézné s osou vnuceného kuzele
herpolhodivého, ktery oviem se zvrhl ve vertikaIni valec. Kdybychom
pak za nepfetrzitého otaceni setrvaéniku i stolku vnéjsSim néjakym
vlivem (dvojici) vychylili osu RR' z polohy vertikalni, vrati se do ni
zpét po nékolika kmitech kolem ni. Neni nesnadno udati zakon téchto
oscilaci, je-li plvodni vychylka od vertikdly & mala. Uhel & zmen3uje
se deviadni Kkinetickou reakci (106 d), kterouZto dvojici mlzZeme za
malych ¢&F, dosadivie cos&= 1, sin&= & psati

(Cjivr-iC— A)vd).~.

Je-li moment setrvacnosti | kruhu spolu se setrvatnikem kolem
osy SSr roven K, dava obecny zdkon pro otaceni kolem pevné osy
(97 <), zanedbame-li veSkeré treni.

fpsy
K— (CW+ (C- A)C) >

*) Sem spadaji vedle matematickych podrobnosti o setrvacniku lodnim
a SetrvaCnikovém kompasu studium stability bicyklu (kola), os u Lavalovy tur-
biny, theorie jednokolejovych drah a dale uziti nauticka a balisticka.
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To je rovnice ,kyvadlova} ktera dava pro dobu kyvu pFi malych
isochronnich vykyvech

Osa setrvatniku tedy ma snahu vratiti se do rovnovazné polohy
(vertikalni), kolem niz kmita jako kyvadlo; Fikame, Ze je stabili-
sovana, jevic, jak se vyjadfuji Klein a Sommerfeld, jakysi druh
absolutni orientace v prostoru. Stabilisace jsme zde dosahli za tFi
stupid volnosti (volnost otageni kolem vlastni osy v né Citajice).
Setrvaénik o jediném stupni volnosti jest ovSem naprosto stabilni,
nemoha se vlbec vychyliti. Lord Kelvin ukézal, Ze vlbec lze do-
ciliti stabilisace pouze pfFi lichém poétu stupfid vol-
nosti*). Zde jsme uvedli pouze jediny, snad vibec nejjednodussi, pFiklad
takovéto stabilisace; jinym je zminény jiz setrvacnikovy kompas a
Schlickdv lodni setrvaénik. Neznalost Kelvinovy véty uvedla jiz velmi
mnohé technické vynalezce (tak jiz zminéného Bessemera) zvlasté
pri dllezitém problému stabilisace aeroplanl Uplné na zcesti**").

g) Spoutame-li vhodnou svorkou kruhy / a Il u pFistroje Fesselova.
tfeba v téZe roving, zbyvad nam na konci tyCe setrvacnik s jedi-
nym stupném volnosti. Druhé (lva stupné se mu pridavaji po-
hyblivou osou O. Impuls ve sméru Sipky 2 vede pak k tomu, Ze se
zvedne celd leva strana tyCe O, snizi strana prava atd. Tyto pokusy
nejsou nez obménou pokusl 2a. Peékné se viak ukazuje precese.
Docilime-li na strané pravé (posunutim z&vazi P nebo zvlaStnim pfi-
vazkern) trvalé prevahy, nestoupa leva strana do vySe, nybrZ nésled-
kem kinetické reakce zacne precesni pohyb setrvatniku ve sméru Si6'
Mat' na obr. 104 a vektor Ji smér zprava vlevo, vektor V smér zdola
nahoru, tedy dle (106¢/*) kinetickd reakce smér za papir. Obmény tohoto
pokusu lezi nasnadeg.

Fesselovym pfFistrojem se v ciziné téméF vyhradné rozumi takovyto
pfistroj na precesi se setrvacnikem o jediném stupni volnosti. Jest
vsak vidéti z popsanych pokusl, z nichZz e a / jsou nami popsany
vlbec poprvé, Ze ze setrvatniku s dvéma stupni volnosti se da ma-
lymi p¥idatnymi pomlckami uginiti téméf universalni strojek na
pokusy se setrvatnikem vedenym. A iest je$té celd fada dalSich obmén
pokusnych. Pfipevnime-li horni konec tyce (obr. 106 5 do zavésu
(Jardanova, nebo jej prosté zavésime na pevny provazec (strunu), spou-
tavSe navzajem kruhy / a//, méame t. zv. gyroskopické kyvadlo.

*) Mluvi ovéem o sudém poCtu téchto stupfili, nepoCitaje otaceni kolem
vlastni osy setrvacniku za stupefi volnosti.

**) Velmi ostfe, ale spravedlivé, se v té pficiné vyslovuje Bouasse
{Cours de mécanique): ,,Clovék by nevéfil, jaké absurdnosti se udavaji za bernou
minci na Gcet setrvaCniku. Pocet systému navrZzenych k pojisténi stability po-
moci jedinych G€inku setrvacnikovych bez jakéhokoli jiného systému
kompen sujiciho dokazuje, Ze vétdina vynalezcl nikdy nevidéla fungovati
setrvaénik a nema ponéti o jeho theorii. Domnivaji se, Ze setrvatnik je nadan
tajemnou moci aby do nekonecna zachovaval svou otaeci osu pevnou (v pro-
storu), pres véechny dvojice, jeZz na ngj plsobi.u
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109. Rovnice Eulerovy.

Z Poinsotova popisu otageni setrvacéniku nemiZeme vystihnouti
jeho stav za ur€itého okamziku. Pro dokonalej$i popis Casového prd-
béhu déje musime jej sledovati analyticky. /

A tu bud mdzeme sledovati zménu vektoru (0 v prostoru, v némz,
jak vime, probiha herpolhodiovy kuZel, nebo mdZzeme sledovati Casovy
pribéh zmén toho vektoru v rotujicim télese, kde probihad kuZel pol-
hodiovy. Na prvou otazku odpovida druha véta impulsova U=M, kde
vée jest vztazeno k osam pevnym v prostoru. Pro odpovéd na druhou
otdzku musimeo) a oviem i U vztahovati k soustavé souradnic pevné
spojené srotujicimtélesem, které se tedy spolu s nim otaceji. Pak
obdrzime Eulerovy rovnice pro pohyb tuhého télesa kolem pevného
bodu, nebo ovsem volného télesa kolem jeho tézisté. Tento druhy

postup je ddlezity na priklad pro sledovani
rotace zemékoule, kterou sledujeme vzhledem
k ni samé.
s 3 Predstavme si vektor U vedeny z bodu,
ndd | ) kolem kterého se otafi tuhé téleso a tedy
S~ . i soustava soufadnicova s nim spojend i pozo-
~ rovatel sam. Rotaéni rychlost bud o) (obr. 108).
Kdyby vektor Lr byl rovnéz s télesem spojen,
vykonal by jeho konec v Case dt dréhu Ply —
= \wU\dt v absolutnim prostoru. Pozorovatel
by oviem nepozoroval' na vektoru U zmény
Z4dné. Kdyby v3ak il bylv prostoru pevny,
byla by jeho zdanlivd zména P'P = — [v)U\dt.
Obr. 108 Kdyz tedy vektor U v absolutnim prostoru se
zméni o PPX= dIf, jest jelio zména zdanliv4,
kterou pozorovatel mlze stanoviti, dana vektorem P'Px= dU, kde
zvlastni tvar pismeny d nam vyznacuje, Ze se jedna o zménu vzhledem
k rotujici soustavé souFadnic. Dle obrazce jest

PrPi= P'Pjr ¥I\ g&ili dU-= — {wU\dt-f dU,

nebo délime-li dt a pFemistime a uZijeme pak druhé véty impulsové,
dUu nu

dt ?)

To jsme ostatné mohli napsati hned, kdybychom byli uZili obecného
vztahu (39c) z Gvah o pohybu relativnim. Tim jest na$ ukol FeSen.
U, M a U musime oviem vztahovati k osdm pevnym v absolutnim
prostoru. Muzeme vsak také mysliti si na zatatku daného okamziku
zachycenu polohu néjakych os s télesem pevné spojenych (na prF. tFi
hlavnich os setrvacnosti) a fixovanu v pevném prostoru, a vztahovati
tyto veli¢iny k ni. Jest to tak, jako bychom na zacatku daného okamziku
si myslili soustavu soufadnicovou dvojnasobnou, ale spolu splyvajici,
z nichz jedna pak nadale zQstane nepohnuta, kdezto druha se da do

rotace kolem pFimky
G>=W»£-j-J ® +1(02.(/>)
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Tento zplsob je velmi vyhodny, nebof. pak vztahujeme veskeré
veli€iny v druhém a tfetim ¢lenu vztahu (a) k téZe soustavé, za kterou
budeme uZivati soustavu hlavnich os setrvacnosti.

Jezto potom dle (100 0) je

Y. 7a dc£4-mdsdg”f\’—‘i' 62V, .
tdt 1 dt dt
nJ  k
a ' LY Wy of  o)f (4
j Bco.r Coj>

v
obdrzime rozepsanim rovnice Eulerovy

+ O C-'— = -4'
(vi— a) = Mijj, 0)
t—"-fwj (5 -4 -.y.

Ani na pravé strané rovnice (d), ani pak v rovnicich (e) nepiSeme
zvlastni znameni d pro diferenciaci, jezto z obecného vztahu (39 c) plyne
do) do)
dt ~ dt *

Nase odvozeni Eulerovych rovnic jest nejjednodus$i a nejnazor-
néjsi ze vSech moznych*) a jasné ukazuje, Ze nejsou ni€im jinym nez
druhou vétou impulsovou, ovSem vztazenou na pohyblivé osy. Nemuseji
jimi byti ani hlavni osy setrvainosti, nybrz mdZeme je zcela snadno
pfepsati na libovolné osy s télesem se otacejici. Jsou-li to osy t,j', /r\
v nichz pak

rL—

U-fL +FN, .
M—i4-fM -f- RV,
oi— fp + fq-KCV,
obdrzime dosazenim do (a) ihned
§ + ,n-,;,= a
~4
dN

coz jest obecny tvar rovnic Eulerovych.

*) Pochézi (viz P. Stackel, Encyklopéadie) v podstaté od Saint-
Guilhelma (1851), a¢ Klein a Sommerfeldje mylné pficitaji H. B. Ilay-
wardovi, jenZ je tak odvodil pozdéji (1856). Pfeslo, a¢ ne ve tvaru vektorovém,
ktery je tak prlzraény,*do vétSiny ucebnic francouzskych (Delaunay, Des-
peyrous, Appell).
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NaSeho odvozeni lze dokonce velmi snadno uZziti, vztahuje-li se v3e
k soustavé soufadnic, jez neni pevna ani v prostoru, ani v télese, kdyz se dle
¢lankl o relativnim pohybu zndzorni rychlost koneéného bodu impulsmomentu
jakoZto vektorovy soucet rychlosti relativni a rychlosti z vedeni soustavy.
Obdrzime pak diferencialni rovnice pro slozky p\g_\r’ rotacni rychlosti, jichz
se uziva pfi studiu precese a nutace a valeni tézkych rotacnich téles po roviné.

Integraci Eulerovych rovnic oviem neni je$té nad$ ukol Uplné FeSen.
Obdrzime z nich rotacni rychlosti 0)g cor, oj* jakoZzto funkce Casu,
urcuji tedy okamzity pohybovy stav télesa, ale neurcuji jeho skuteCnou

~polohu, ktera jest dana tfemi parametry, za néZz nejlépe jest voliti tFi
Ghly Eulerovy cp”ty,”. Definovali jsme- je jiz v 8 5, kde jsme také
uvedli vzorce (5 «), dle nichz se vypocte poloha pohyblivych os vzhledem
k osdm pevnym. Zbyva tedy vyjadriti cot, coo)y témi uhly cp, ty, &
a ovdem i jejich derivacemi dle ¢asu cp,ty, CL Rovnice ty, zvané rovnice
kinematické, integrujeme za znamych z rovnic Eulerovych aJj, oo”, oj®

a obdrzime cp ty, $ jakozto funkce Casu, ¢imz jje teprve problém Uplné
feSen. Jednd se tedy nyni o odvozeni rovnic kinematickych. Nemusime
sahati az ke vztahlm (5a), nybrz snadno nalezneme je pFimo.

Drive vSak budiz poznamenano toto: Z obr. v § 5 vidime, Ze
¢asova zména Uhlu @ odpovida Cisté rotaci; proto nazyvame o Ghlem
rotace. Meéni-li se dhel ty (azimut uzlové pFimky ON,) rovnomérné
s Casem, provadi pohybliva soustava souradnicova rovnomérnou (regu-
larni) precesi kolem osy OZ; odtud proty nazev Uhel precesni. Kdyz
kone¢né za precesniho pohybu periodicky kolisa Ghel ¢F, vznika zjev,
ktery jsme v § 85 nazvali nutaci; proto zveme ¢F Ghel nutacni.

A nyni ke kinematickym rovnicim. Libovolnou rotaci o mdzeme
mysliti rozloZenu dle os §, r\, £ na sloZzky cof, cor* cov, takze jakozZto vektor
je psana tvarem (a). Mlzeme vSak také za slozky vektoru toho voliti

o, ty, & tfeba by nebyly vesmés na sobé kolmé, nebot patrné jim od-
povidaji osy Of, OZ a ONL

Ovsem musi pres to obf soustavy sloZzek vyhovovati zakladnimu
pravidlu o préimétech, Ze soudet orthogonalnich primétd sloZzek co”cl”ojy
na libovolnou pFimku musi se rovnati souétu orthogonalnich primétd
slozek () na tutéz prFimku, nebof oba souéty jsou primétem jednoho
a téhoz vektoru 6o. Za onu prFimku volme postupné ON,, ON2a Of.
Obdrzime schéma:

Primét na ON, on2 0?
, co2 OJye
9 0 0 9
ty 0 ty sin ¢ ty aBd-
& & 6} 0 «
QQ cos o ot sin (f 0
— 0)* sin @ corcosqgp H 0

(oy 0 0 0Jy
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Dle hofeni vety pak
& —iot cos (f —0)/ sincp,
ip sin & —&Fsin & -|- Qr cos (f, ®)
P-j- ¥cos & — QI
Z nichz vypottem*)
QF = &cos (p-j-Xp sin (p sin
ar ~ sfn (p-\~>Xp cos gpsin &, Q)
o)~ (p-l-yj cos

To jsou hledané kinematické rovnice. MdZemek nim pfipojiti
zcela podobné vznikajici vztahy prorozklad dle pevnych os

QK ==& cos Xp -j- gpsin Xpsin

QY ,= é' sin Xp —(p cos Xpsin (k)
oiz— xp -L gcos -»
a konecné z obrazce nebo schématu (A) evidentni vztahy pro rozklad
dle os ONt a ONZ2, opét orthogonalnich,
Q= o4- xpcos af— 0j2— Xpsin d', 0

jez vynikaji zvlastni jednoduchosti.

Jeden dlsledek z nich ihned uvedeme: Okamzitd otaceci rychlost télesa
nedd sevyjadriti jakozto diferencidlni pomér y (chapany jakozto vektor, viz
str. 195) néjakého Ghlu, na pf. y dle ¢asu. Muselot by byti

dyY dyr. dly.

F+ *c03»= —3F+jf *+ gy™*
. dly d/y dly
z Celioz ;p"— 1, -Ji'= a&xa it = Q
d% d%
a d:Ue 37M8. =~ sin* »Mi= 0 atd"'

cozZ jest navzajem neslucitelno.

Proto nazyvdme a jeho slozky dle orthogonalnich os neholonomni para-
metry rychlosti, kdezto q 4, d*jakozto skutec¢né diferencidlni kvocienty sou-
fadnic jsou holonomni parametry rychlosti. (Srov. § 55 pod ¢arou.)

Vidime nyni zfejmé: Nejsou-li na pravé strané Eulerovych rovnic(e)
momenty .Vi, MV vyjadfeny jakoZzto explicitni funkce koordinat (p, xp, &
a rychlosti cp, xp, obdrzime z nich oqjg, jakoZto funkce casu.
které musime dosaditi do kinematickych rovnic (/), z nichZ teprve novou
integraci lze ziskati <p xp, * jakoZto funkce Casu, jimiZ je problém feSen.

Jinak musime povaZovati rovnice (@€ a (j) za simultanni' systém
diferencialnich rovnic.

*) Tyto vztahy obdrzeli bychom pfimo, kdybychom s rovnici (a) a rov-
nici tu= fci -f kil + i,9, kterd vyjadfuje druhy rozklad vektoru té (i, j&jednic-
kovy vektor ve sméru ONt), nakladali zcela podobné jako v &5, t.j. nejdfive
obé znasobili i a potom interpretovali vzniklé sou€iny (ik), () atd.
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110. Setrvacnik symetricky beze sil.

.Obecné feSeni Eulerovych rovnic za libovolnych vnéjSich sil neni
mozné. Probereme dva nejjednodussi pfipady, z nichz prvy je syme-
tricky setrvaénik s extrémnim momentem setrvaénosti C a druhymi
dvéma stejnymi B — A, na néjZz neplsobi zadné vngjsi sily.

Budiz f osa tvarové symetrie setrvacniku, k niz patfi moment
setrvacnosti C~ Setrvagnik byl plvodné zcela libovolné roztoGen. Rov-
nice (107 e) pfejdou na

4 dt -fl- (oTcoy(C— A)~0,

Ao :(A—C O,

dcor
a —<e+=0.
dt
Z treti plyne bezprostfedné
. :stalé, (£)
a fmlzeme vhodnouvolbou kladného sméru osy J docilititoho, aby
stale to*> 0,otacenikolem osy £ se dalo smérem kladnym.PoloZzme

O0O— A
O stale = U :. L
( A &

Rovnice (a) se pak pFepisi na

ws + N v e’ ®y) — (r)
Derivujme prvou dle ¢asu, dosadme za to" z druhé,a matne
= 0)
jejimz integralem je
W; acosilljt— ifj), ()

kde a a (pYjsou integracni konstanty, dané pocatecnimi podminkami.
Dosadime-li do druhé (cl), dava integrace

(oy— a sin (LI,t— <>)e

Dalsi integracni konstantu jiZz nepfipojujeme, jsoufaa (pi obé.
odpovidajici prvym dvéma rovnicim (a).
z (9> ()> (?) plvne
© + (Uy~ — |; (" -j—€0?" stéle, (hy
jIWi2 -(- cor*- a— stalé, (i)
takZze jakvelikost rotaéni rychlosti, tak jeji prdmét narovinu i?; jsou
stalé (obr.109).

Smér primétu jest dan dahjein cp, ktery dle obrazce a (/) je
dan vztahem

cosqg-5 :a cos (i, t— (fj, ). 0)
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Primét konecného bodu vektoru Q obiha tedy v télese setrvaéniku stejno-
mérné dokola kolem osy Of a dle (j) jest jeho
rychlost obézna ul a doba jednoho obéhu

A
(*)
Jezto sklon ft vektoru w k ose Of, '2_7/
ktery spliuje vztah )
1; S, S
(0 %
je staly, opisuje rotaéni osa co v setrvaéni = Obr. 109
samém kruhovy kuzel, kuZel polhodiovy.
U zemékoule kde rotaéni rychlost Tiolem zemské osy jest = 2k :den,

je pomér A :(G—A) dle zplosténi roven asi ¢islu 300, tedy doba obéhu sku-
te€né osy otdceci kolem geometrické osy zemské by méla byti asi 300 dni. Tato
perioda Eulerova nebyla nalezena, ale zato se podafilo Chandlerovi
(v letech 1801—1902) nalézti z periodickych zmén zemépisné S§ifky periodu
pro kolisani polit asi 427 dni. Kolisani toto neni valné pravidelné. Stfedni
vzdalenost okamzitého pélu od geometrického ¢&ini asi 4 metry. Pocetné se
ukazalo, ze Chandlerova perioda neni nez Eulerovou periodou, pozménénou
nasledkempruznostizemékoule. K vysvétleni rozdilu obousta¢i pfedpokladati.

Ze zemékoule jeméné elasticky podajna (ze mé vétSimodul  pruznosti) nez
ocel. Ale rozuméjme dobfe: To jest precesni pohyb volny, jehoZ pFic¢inou
nejsou zadné sily (vlastné jejich momenty vzhledem k stfedu zemskému) vnéjsi,
tedy zcela odlisny od precese zemské, o. niZz se stala zminka v 885.

Jediny pohled na obr.-6 v § 5 nas poucuje, Ze Kulérovymi Ghly
jest dana regularni precese kolem osy v prostoru pevné, je-li
P i, w=V, &=0,
Cili (f= flt-\~(pOxpvt + tyw & =& 0,
kde ovSem konstanty (p0a ipO lze uciniti rovné nule vhodnou volbou po-
¢atku pocitani ¢asového. Pak ovsem musi dle kinematickych rovnic (109/)
cot Vsin (/Lit -f- cf0) sin # 0,
0)T— Vcos (jut — (f{) sin# 0, Gh
Vv €0s &Q -j- fi.
Zkusme, zdali témto rovnicim vyhovuji naSe integraly Eulerovych
rovnic (/), (g) a (b), tedy, lze-li splniti vztahy

a cos (iu{t — (p™ = yj sin Qlit-f- (f0) sin # 0,
a sin — fp{) =i[J cos -j- (p0) sin # 0,
I = (p-J- Ji) cos é.

Prvym dvéma vyhovime, polozime-Ji

&0, L r~yf- 2
Sm&Q oY Gnsor
7t
ut o —juii-fyi, tj. tI==—pio Po— <A . ©
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Z "posledni pak plyne pon\oci (c)
«>-)-//,="ipcos xf0 a cotg 190,

a ™
tH 0 ='a-* 0 (?)

Integraly Eulerovych rovnic tedy hovi podminkam regularni
precese, kterdaz tudiz jest obecnym pohybem symetric-
kého bezsilového setrvac¢niku, jak jiz vime 2z Poinsotova
popisu. Pro Eulerovy lihly plynou vzorce

) 7t
ff — — (>t+ IPo= — «11+ <A+ -o0-,

Xp —gT 1+ are tg co9 (a)

kde fx{ je dano dle (V), (pO, t//0, a, Qr jsou integrac¢ni konstanty.

Jest patrno, Ze je thel mezi pevnou osou Oz v prostoru, t.j.
mezi osou stadlého impulsmo-
A mentu a osou symetrie Of setr-
vacniku. Uhel mezi osou Of a
R TR B G | okamzitou osou otaceci & je /2,
x G A ~+ dany vztahem (/); jest to oviem
\ .~ “ poloviéni thel polhodiového ku-
pLYA 7ele. Také poloviéni dhel a
; kuzele herpolhodiového mizeme
é'j‘,- — snadno vyjadfiti danymi veli€i-
nami na pf. pomoci vztahl (87 i)
Obr. 110. nebo pfimo z ndzoru na elipsoid
setrvacnosti (obr. 110) takto:

1. Bud C> A, tedy » > 0, elipsoid setrvacnosti zplostély.

tgP — tgd-p - 20l oO— A

a= P— $0 . .
14 ~tg CcugZAI Aar
2. Je-li C'< A, <0, elipsoid setrvacnosti protahly, je podobné
a= &0— p, A-C
1Ccof -)- A a*' N
Jest patrno: Bylo-li jednou a— 0 ¢ili 0)— (Ur, t.j. dalo-li se
otd€eni kolem osy symetrie, bude tomu tak stale. Jezto pak
a— 0, zcvrkne se kuZel polhodiovy i herpolhodiovy na pfimku.

Tento zvlastni pfipad u symetrického setrvaéniku bezsilového jest
obecnym pfipadem u setrvaéniku kulového, kde néasledkem A B—C
z Eulerovych rovnic («) zhyva

ae= 0, w-q=0, 0]
a tedy oj*= stalé, — stalé, to*= stalé.

Z Poinsotovapopisu, kde o) neustdle spadd v jedno s U, v pro-
storu pevnym, jest to vidéti bezprostfedné.
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Pomoci vztahQl (0), (c) a (> snadno lze stvrditi, Ze u obecného
symetrického setrvacniku plati relace
Cfi —+C— A)vcos — O (s)
ktera vybira z co*kinematicky moznych reguldrnich precesi co™ pohybd,
které bychom se Stackelem mohli oznait jakozto bezsilové pre-
cese. Nazorny vyznam yztahu (s), Ze totiz deviacni odpor pFi vedeni
setrvacniku podél precesniho kuzele mizi, byl vylicen v § 106.

111. Obecny setrvacnik bezsilovy.

Také u obecného bezsilového setrvacniku lze nalézti obecné FeSeni.
Nasobme Eulerovy rovnice (110 a) po radé faktory «£, <a , oj* a seCtéme.

Rovnice, jez vznikla, totiz
A0 djj -j- Boj* of*  Ccj* (0*= 0,
dava integral
AQE2-1- Bojn2—|— Cojg2- stalé — h. (a)

Také rovnici

AXX cht - B 20T oj-f- C200r VW=0,

kterd vznikla nasobenim (110a) postupné Ao)*, Bcor, Cog a souctem,
mlzZeme integrovati tvarem
A*Qii2-f B2Qr2-f C20)2= stalé= I?. *)
Vyznam integracnich konstant ihned vynikne, srovname-li (a)
s (98J) a (I»yse (100;?); h neni nez kinetickd energie setrvacniku a
k2 kvadrat impulsmomentu. Pravé z predpokladu stalosti obou, nutného
dle véty o Kinetické energii a druhé véty impulsové, vysli jsme pfi
Poinsotové popisu. PFidame-li k (a) a (& evidentni

Ws= «Ea+ Wy9+ W;s, (c)
mdlZeme 0jg- ojt* a oj? vvjadFiti pomoci oj, h, k2, A, B, C, naceZ jest
integrovati kinematické rovnice (109;). Pocet vede k eliptickym in-
tegraldm a proto se jim zde zabyvati ne-
méZeme, odkazujice bud na obsirné dilo ST
lilein-Sommer feldovo, nebo francouz- // TN
skou mechaniku Appellovu, & anglickou  /[/ AN
Routhovu. Elementarnimi funkcemi da "
se FeSeni provésti pouze v pripadé setrvac- \ \‘
niku kulového nebo i obecného symetrického \\_
¢i kone¢né, je-li k rovno jedné z hodnot N
AoJt, Boj.y Cojz, jinymi slovy: deje-li se
rotace kolem nékteré z hlavnich os setrvac- Obr. 111.
nosti. Prvé dvé integrace jsme provedli uping,

0 tfetim prFipadé jsme se alesponn zminili v 8§ 104. Vede k vysledku,
Ze hrani¢ni polhodie, prochdzejici konci osy stfedniho momentu setrvac-
nosti (viz obr. 100), jsou elipsy.

—
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Jen jednu pozndmku zde je$té u€inime. Tvar polhodii u obecného setrvac-
niku lze pomérné jednoduSe vyaetfiti, jak ukdzano v § 104. Tvar herpolhodii
vySetfuje se daleko obtiznéji. Jsou to kfivky, ovSem rovinné, a ve zvlastnich
pfipadech uzaviené, které neustdle se stfidavé dotykaji dvou koncentrickych
kruhl, nemajice nikde bodu obratu (srv. obr. 111). Jak vime, mohou degenero-
vati v bod pFi otaCeni kolem extrémni hlavni osy, nebo jak jiz Poinsot
ukézal, ve spiralu (Poinsotovu) pfi rotaci kolem osy, prochéazejici nékterym
bodem hrani¢ni polhodie. Pak se vnitfni kruh <obr. 111) smrsti na bod.
k némuz se herpolhodie asymptoticky blizi.

112. VSeobecné Uvahy o setrvacniku tézkém.

Eulerovy rovnice (109c) nedaji se obecné integrovati pro libo-
volné plsobici momenty. Nejstar$i feSeny pfipad, totiz Eulerdv, setrvac-
niku symetrického beze sil jsme ob$irné uvedli a alespoii jsme se zmi-
nili o FeSeni obecného bezsilového setrvaéniku. Y dalSim vylicime
alespoil nékteré poznatky o setrvaéniku, na ktery plsobi jakoZto jedina
vnéjsi sila zemska tize, a ktery ovSem neni podepfen v tézisti. Na-
zyvame jej zkratka setrvaénikem tézkym. Jediné zde FeCené pfi-
pady jsou dva: Prvy jest Lagrangelv setrvaéniku symetrického
(A— B\ u néhoz osa symetrie tvarové jest zaroven osou symetrie
kolem kterého se setrvaénik ota¢i (setrvaénik podepfeny), nebo pod
nim (setrvatnik zavéSeny). Druhy jest pfipad Soné Kowalewské.
kde A B ~2C a tézisté lezi v roviné hlavnich os A a B, nikoli
véak v priseku s osou C, ktery jest bodem, kolem kterého se déje
otaCeni. A bylo dokazdno matematicky, Ze jmenované tfi pfipady jsou
jediné, které vlbec pFipoustéji jednoznacné analytické feseni.

Méjme tedy setrvaénik symetricky (™4  7i), ktery obdrzel velmi
rychlou rotaci kolem osy, kterd se mnoho nelisi
od osy symetrie, jizodpovida moment setrvac-
nosti C. Na setrvaénik ten pdsobi otagivy moment

AN otrie mimo pevny bod otaéeci O (obr. 112).
= \} : ~  2Rozdily proti setrvacniku bezsilovému jsou na prvy
s ( pohled patrny. PFi obecném pohybu tézkého setrvac-
J i niku nezlstava kinetickaenergie stalou.
- o Zrnéni-li se pgloha osy setrvacniku a s ni polohovy
praci P(F*2— F*j) = Mgr™* (cos ét, — c0s3)2
Obr. 112. Je-li moment setrvaénosti C velmi veliky
a otaceni setrvacniku velmi rychlé, lze ovSem vprvém
pfiblizeni zanedbati tuto préaci proti velmi veliké kinetické energii TO,
kterouz lze pak s touZ mirou presnosti povazovati za stalou.
PFi setrvatniku bezsilovém byl vSak také impulsmoment U staly.
Toho zde neni. Je-li moment od tize v obecné poloze [F*7J, je dle
druhé véty impulsové t

u= [T a 4-f [P+ dt.
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Nespada-li 7* a P do téze pfFimky, neni-li tedy osa setrvacniku
vertikalni, nabyva druhy ¢len pravé strany po uplynuti dostatecné
dlouhé doby takové hodnoty, Ze ji nelze zanedbati proti UO. Ovsem
je-li Lf0 velmi veliké, Ize je béhem kratké doby nékolika malo otoCek
povaZovati za stalé, takZze b&hem této doby je setrvaénik jakoby bez-
silovy. Ale tize plsobi vzdy pomalé zmény ,,sekularni*, které se béhem
Casu hromadi tak, Ze pohybovy stav je potom zcela jiny nez ten, ktery
by nastal u setrvacniku bezsilového.

Objasnéme si véc ¢iselnym pfikladem:

Setrvaénik hmoty 1 kg = 1000 gr ma gyrac¢ni radius kolem osy
symetrie 5 em, tedy moment setrvacnosti C— 1000 . 52 gem2= 25 . LO3geml
Otaci se 40krat za vtefinu, takze = 2rc . 40 sec~\ a kinetickd energie
Tq=1 4t:2. 402 .25 . 103 - 800 . 10®erg= 80 Joule. T&Zisté se nachazi 5em nad
bodem 0, takze klesne-li osa z polohy vertikdlni aZz do horizontéalni, vykona
se prace 5.1000 .981 —5 . 10®erg— 0*5 Joule. Impulsmoment U0= u>\C~
2rc . 40 . 25000 gcm/sec=6-25.10° gem'2sec. Otaci-li se setrvacnik ten kolem osy Ol,

odklonéné o 30° od vertikaly, je moment tize \ .5.1000.981 = 2-5.10®gem2sec-
Vektor UO musime nanésti ve sméru O£v vektor [7*P] m& smér kolmo za

1 —
papir. Za { vtefiny je i di = 0*5 . 10« gem2sec, takZe za tuto dobu t.j.

0
po 8 ototkach se vychylil konec vektoru ZMza papir do sklonu, jehoZ trigono-
metrickd tangenta je 0*5/6*25= 0*08, Cili o UGhel asi 4i° za papir.

113. Popis pseudoregularni precese.

Méjme tézky symetricky setrvacnik, ktery se otaci velikou rych-
losti @ kolem osy, kterd se lisi velmi mélo od osy symetrie (obr. 113).
Uvidime ihned, Ze vlivem tize vznikne pohyb, ktery se dle Kleina a
Sommerfelaa velmi vhodné nazyva pseudoregularni precese,
ponévadZ se v hrubych rysech
podoba Cisté precesi regularni, 7 X )

L a \ A
pFi niz se rota¢ni osa setrvac- < F & Pl
niku pohybuje po plasti kuzele X b e
kolem osy v prostoru pevné. S 2
V jistém okamziku, ktery ¢ ;'» (
volime za pocatecni, nachazi I

se osa symetrie Of, impuls-

moment LI i okamzitd osa

rotani @ v téZe vertikalni

roviné AZsoufadnicové sou-

stavy X, Y,Z v prostoru pevné.

V obr. 113 kreslena je vza- | y !

jemna poloha Of, il a @ jakda * ‘

nastava pri setrvacniku, jehoz Obr. 113

maximalni moment setrvac-

nosti C spadd do osy Of, jak jest patrno z obr. 99 A U osy minimalni

setrvanosti lezelo by @ mezi Of a U, coz v3ak na dalSich vyvodech

praniéeho neméni. JeZto, jak vime z predchézejiciho paragrafu, zdstava Cl
Kucera, Zaklady mechaniky. 17




beliem kratké doliv téméf nezménéno, obihaji kolem ného o a O£, opisujice
kruhové kuzely. PFi tom se méni poloha téZisté stfidavé mezi O* a O*',
takze stfedni poloha jeho posiCniho vektoru r* spada v jedno se

smérem C° impulsmomentu. Stfedni moment od tize setrvatniku jest
Mp— [F*P] = r* [U°P]= U )
a za ¢as dt zméni se jim impulsmoment V o
dU = Mpdt= r* [¢/°P] dt.

Jak je z vyrazu (b) patrno, stoji tato zména, kterou miZeme
u€initi libovolné (vhodné) malou, kolmo na U i na 1), tedy kolmo na
roviné XZ, majic smér osy Y. To vSak znamena, Ze se velikost
impulsmomentu znatelné nezménila, ze U9= tf-4-dU = U, nybrz Ze se
zménil jen jeho smér, takZe vektory U a Ur jsou jakoby tvofitelky
kruhového kuzele s vertikalni osou Z. Osa impulsmomentu vykonava
tedy kolem Z pohyb precesni. PF¥i tom vSak obih4d soucasné osa setrvac-
niku Oj neustdle kolem ni, takZe jest patrno, Ze konec této osy (vrchol
setrvaéniku) jest nadan pohybem cykloidickym; jeho draha jest
sféricka cykloida (trochoida) (obr. 113 0), po pfipadé zkracena (obr. 113 h)
nebo prodlouzend (obr. 113c). Tento pohyb, zvany nutace, klade se
pfes pfiblizné regularni precesi impulsmomentu U, proto
pouze pfiblizné regularni, Ze jsme zanedbali malé zmény momentu
od tize pochazejiciho, které vznikaji periodickym klesdnim a zase
stoupanim tézisté. Osa setrvaniku kolisa neustdle mezi dvéma
krajnimi sklony k vertikdle. Takto jsme velmi nazorné zjistili zmény
impulsmomentu v pevném prostoru.

Jaké vSak budou zmény impulsmomentu v télese samém? Kine-
ticka energie TO pfi pseudoregularni precesi zlstava az na malé, rychle
vySi nad horizontalni rovinou X Y, konajic kolem ni pouze malé oscilace.
Pfi stalém TO zkonstruujme tedy v télese elipsoid impulsmomentu,
ktery bude ovSem rotacni kolem osy Of. Jezto pak velikost U impuls-
momentu U méa zdstati stale stejna, lezi na ~-elipsoidu veskerd mozna
U na kruhovém kuZeli o velmi malém vrcholovém Uuhlu kolem jeho
osy, tedy kolem osy symetrie Of.

Zbyvéa vypocisti obéhovou dobu X pseudoregularni precese neboli
Ghlovou rychlost oJz— ip otdCeni kolem vertikdlni osy Z. Z obr. 113
odeCteme vztahy

il

o R Usin a. ()

kde lihel a jest pfiblizné roven sklonu osy symetrie <£ ZQiQ=
jenz jest presné jeho stfedni hodnotou.
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kde Kl je moment setrvacnosti kolem osy otaceci oj. Jezto (J jest
stalo velmi blizko osy symetrie, mlzZeme Casto s dostateGnou pFesnosti
psati dle (1000) U=v)yC, t. j. zaméniti osu otafeci s osou symetrie.

Jinak mohli jsme pséati dle (87/;) a (1.13a)
O = N\~ wzU\n?T°] = r*P [U°P°]

a tedy ar= TP
jako dFive, nebof.
[6iz° U°] =sm (x= [Fo po] ==shl (i 80° — a).

B/oija ob&Zna jes{ T— 2 =2rtOJyC (e)
J

coz r*p-

Ze vzorce (cl) vidime, Ze obézna rychlost pFi pseudoregularni
k bodu podpérnému a ¢im je setrvacnik relativné k momentu setrvac-
nosti leh¢i. Naproti tomu nezavisi na sklonu setrvacnikové osy k vor-
tikale. Podstatny jest rozdil mezi obéznou rychlosti 0)z pFi pseudo-
regularni precesi a jUL pFi precesi reguldrni, nebof tato jest dle (110¢c)
rychlosti o)* pFimo, ona pak nepFimo Umérna.

Pozndmka: NaSe uUvaha o poloze impulsmomentu v télese selZe,
jedné-li se o setrvacnik kulovy, u néhoZz ovsem i 6"-elipsoid je kouli.
Ale ani zde se nevzdali /™as nim v jedno spadajici oj mnoho od osy
symetrie Of£. Nasobime-li (a) skalarné ¥*, plyne

h*(J= 0, jezto MP£¥*.
Ale téz ?*LT -0,

nebof okamzita rychlost ¥* tézisté je kolma na / Proto, shrneme-li, je
(F*U¥0, f*U = — stalé.

r* jest pfesné, P pfiblizné stalé, a tedy byl-li dhel mezi a iinpuls-
momentem maly, zlstane maly.

Vratme se k ozfejméni véci zase k ¢.iselnému p¥ikladu z § 112.
Impulsmoment U se otaci kolem vertikaly rychlosti ojz dle (d), kdez za U
mizeme bez veliké chyby vziti jeho hlavni hodnotu Uq-6*25 . 10"gcm2sec,
takze o*= 0*8l/sec. Vypodobnéme si vSe, co se bude diti na konci osy otaceci
Of, za jejiz délku vezméme 1= 10em, kters' ovsem neustale zlstava na kouli
téhoz poloméru. Postupnd rychlost bodu N, ve kterém U protind tu kouli,
bude v= ozlsin&(, je-li stfedni sklon osy k vertikale; bud zase &= 30°.
Pak v— 4cm/sec. Touto rychlosti postupuje bod N po horizontadlnim kruhu
na kouli z leva v pravo. Kolem ného se otdci 03a OC setrvacniku Uhlovou
rychlosti o™ ="5Ix . 40 ‘/sec = 250'/sec; jeji vrchol se nachazi z pocatku nad

bodem A7 Bude se tedy pohybovati tak jakoby byl pevné spojen s kruhem
17*
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polomeni p. ktery se vali po horizontalnim kruhu vedeném kouli ve vzdale-
nosti o nad bodem JV, jehoZz draha je drahou stfedu toho valiciho se kruhu.
OvSem musi drdha toho kruhu za vtefinu byti v= t» p, z €ehoz plyne pro
jeho polomér p= 0*016 em. Vrchol opisuje sférickou cykloidu obycejnou, zkra-
cenou Ci prodlouzenou, dle toho, je-li jeho vzdalenost od N rovna, mensi i
vetS§i nez p. Kazda klicka opiSe se pfi jedné Uplné otocce setrvacniku, tedy
za V4 vtefiny a bude tedy jeji délka /w «4= 01 em. Vyska klicky v prak-
tickych pripadech je téhoz fadu jako p.

Vidime todv, Ze draha vrcholu jen jaksi mikroskopicky se liS§i od hlad-
kého horizontalniho kruhu, ale zato smér pohybu, t. j. tecné k draze méni se
velmi rychle v kone¢nych mezich. Ponévadz pak ty velmi rychlé (u nés 40 za
vtefinu) a velmi malé (vyska klicek v malych zlomcich milimetru) nutace unikaji
pozorovateli, vypada pohyb jako Cisté precesni. Nutace jsou tim rychlejsi a drob-
i vySka na¢tvrtinu. Ale ovSem nesmime Fici: draha vrcholu jest sféricka cykloida,
nybrz pouze, tim méné se lisi od cykloidy, ¢im vétsi je pocatecni impulsmoment
a ¢im presnéji spada v jedno se smérem osy symetrie setrvaénikd.

Velmi casty v experimentalni praxi je néasledujici pfipad: Roztocime
(na pf. 3hilirou) symetricky tézky setrvacnik kolem osy symetrie a postavime
jej Sikmo do pevného bodu, aniz bychom mu udélili postranni impuls, t. j. tedy
tak, Ze pocate¢ni ~0= W= 0. Zatne vlivem tize opisovati pohyb zdanlivé
regularng precesni. Ze to vskutku je pouze zdanliva regularni precese, plyne
riz ze zakona o zachovani energie. Nebot jak by mohla tize zpusobiti pohyb,
za néhoz se body osy pohybuji v horizontalnich kruzich, tedy kolmo na smér tize,
kterd by takto nemohla konati praci? (Setrvanikové paradoxon.) Vysvétleni
lezi pravé v pseudoreguléarni precesi, kde vskutku v prvém okamziku setrvaénik
»padau, jak ukazuje jediny pohled na kfivky a, 6, c, obr. 113. Proto také jsou
veSkera vysvétleni, kterd zaasté v knihach nalezdme (na pf. v prvnim vydani
Novakovy Fysiky), faleSna, vedou-li pro tento pfipad k regularni precesi.
Ovsem vidéli jsme, Ze regularni precese je moznym pohybem téZzkého setrvac-
niku, ale nem(Ze nastati za W= 0, jak se v knihdch predpoklada a jak se
k tomu jesté vratime. Na véci nic neméni, Ze vlivem tfeni a pod. nutace Casto
dosti brzo .vymizi a pohyb se na Cisté preceshi samocinné upravi.

Samozfejmé jsou rovnéz vSechna vysvétleni faleSna, vedou-li za vlastni
precese tézkého setrvacniku k tomu, ze se samocinné vztyCuje. (Strouhalo va
Mechanika.) Na$e vyvody o ném nic nepravi, protoZe jest zplsobeno tfenim
na .podkladu. Ov3em népo jiného jest vztyCovani setrvaCniku vedeného
(Strouhal: Mechanika, str. 400). kde vznikd deviacni kineticka reakce, o niz
jsme obsirné pojednali.

114. Regularni precese u tézkého setrvacniku.

Obecnym pohybem tézkého symetrického setrvaéniku v pfipadé
Lagrangeové je precese pseudoregularni. Zbyva ndm ptati se — a tak
se prvy vyslovné ptal Poinsot — zdali jest také precese regularni
moznou. My jsme ovSem jiz usoudili z vyrazu pro deviatni odpor, Ze
odpovéd zni kladné. Zde ukdzeme to vSak pfimo. Otéazka naSe pre-
lozend do mluvy analytickych symboll zni: Lze vyhovéti rovnici W=M P
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podminkami (p= [i—stale, Jp= v= stalé, # Qt j. 3 = 30= stalée?
Casova zména impulsmomentu v napsané rovnici se ovsem vztahuje k sou-
Fadnicim v prostoru pevnym.
Volme za osy setrvacniku

osu symetrie Of, pFimku uzlovou [P\
OAii a kolmici na obou ONZ2 AN Ut
s jednickovymi vektory £, 74 J2 AD A N
a prislusnymi momenty setrvac- AU f
nosti O, -4, A Bud z obr. 114 AR e WY VA
pfimo nebo z kinematickych AT~
rovnic (109/) jest patrno, Ze za - S 7
regularni precese BT :
o’ Y-} o3 y— AP B :
Wi= 0, (@ X==
0j2=yjsin30= Vsin30,

takze okamzita rychlost Ghlova je

Obr. 114,

B = k(pL-\-vcos30) -f-j2vsin30 *
a prislusny impulsmoment
U= KC(ji -j- vcos3q)-\-J2Avsin 3 0. (©)

Lezi tedy vektor U v roviné O~N2 Cili OfZ. Ma-li pohyb byti
regulérni precesi, musi se osa symetrie Of i vektor U otaceti kolem
osy Z, v prostoru pevné, jakozto celek, se stdlou rychlosti Uhlovou

oiz= Jp v, neboli de= kvcos304-J2sin30. (cl)
Délka vektoru U se nesmi méniti, jezto za stalého v a 3( by
se musela méniti rotacni rychlost setrvacniku, coz je dle predpokladu

nepripustno. Jest tudiZz jedinou absolutni Casovou zménou vektoru U
jeho rotace kolem OZ rychlosti coz, takZze musi

du -

Moment od tize je v uvazovaném okamziku
MP= [?*P]= r*psin 3Q.h = MFh- [

RozepiSeme-li [ojzU | dle (cl) a «© v semikartézsky tvar determinan-
tovy, obdrzime, kladouce faktory u sobé rovné (nasobice obé strany
skalarné vektorem Ti)

@QLL-p (C— A)vcos30vsin30= Mp= r*Psin30, (9)

To jest tedy podminka, totoznd se (106 cl a J), kterd musi byti
splnéna, ma-li tézky symetricky setrvacnik provadéti pohyb regularné
precesni. Za danych A, C, P, r* zavisi jeho obecny pohyb od 6 libo-
volnych parametrd. JeZto ma tfi stupné volnosti, mdzeme u tfi para-
metrl cp, ip, 3 libovolné pfedepsati jejich zadate¢ni hodnoty ¢, Jp0, 30
a zatate¢ni rychlosti (p0= u, ip0= v, 30. Dali prib&h jest dan Eulero-
vymi a kinematickymi rovnicemi. Existuje tedy co6 moznych pfiroze-
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nych jeho pohybl. Y nasem pfipade zbyvaji z libovolnych parametrd
pouze (PO, WO, 7f0, (i, v, jeZto %)~ 0, a ty musi spliovati relaci (g).
Vyjima tedy z cc6 moznych pohybl reguldrni precese ccd takze je
zvl&Stnim pfipadem, partikularnim* feSenim diferencialnich rovnic téz-
kého symetrického setrvacniku.

Z rovnice (g) plyne, Ze pro (lané hodnoty sklonu 00 a otaceci rychlosti
setrvacéniku p patfi bud dvé (ve zvlastnim pfipadé splyvajici) nebo zadna pre-
cesni rychlost v; jest totiz

gix th~0'V2—d (A — C) r*P cos tt0 nn
2« 2(A-C) cos * W

Aby byla regularni precese vlbec mozna, musi
A4 (A-C) r*PcosV 0

Pfi dostatecné velikém ji jsou obé hodnoty realné, a to pro veliké O>
pfiblizné rovny

VlJL (A —gf( cos 0’ V2 Gp’ B
jak zjistime délenim Op. v Citateli i jmenovateli a rozvojem dle binomické
poucky. Pro kazdé it0<900 pripousti tedy setrvacnik dvé reguldrni precese,
jednu v, rychlou, druhou V2 pomalou. P¥i rychlé precesi je vtéhoz velikost-
niho fadu jako p a jak je patrno z vyrazu (b) pro uws odchyluje se okamZita
osa rotacni znacné od osy symetrie setrvaniku O£. Za pomalé precese je na-
opak v proti j. malé, osa Gi a 0" spadaji téméf v jedno. Pomala precese je

vzdy s precesi pseudoregularni, ale malé nutace se brzo utlumi a vznikd —
nehledime-li k pomalym ,sekularnim¥% zménam zplsobenym tfenim — regu-
larni precese. Proto ie duleZit pfiblizny souhlas vzorcd (113d) a druhého ().

*115. Eulerovy rovnice pro tézky setrvacnik.

Analytické vztahy pro tézky setrvacnik obdrzime, kdyZz dosadime
na pravych stranach rovnic Eulerovych (109e) slozky momentu po-
chézejiciho od tize. Tento moment (obr. 114) mé& smér uzlové primky ONL
a jest, rozloZime-li jej dle osa a 77,

sin$ = IlxLsin &= IL sin &cos (p— JL sin &sin (p.
Dosazenim zni pak rovnice (109c) pro obecnysetrvacnik

A = (B— O)o cof-f-L sin$ coscp,
Bil.r= (C — A) cl™o)t — Lsin # sin < (a)
Coy ~ (A — B) O)E(r.

Snadno nalezneme dva integraly téchto rovnic. Nasobme je po-
stupné Qify coy o’f a sedtéme:

AQE0N 4" - 7 ? -j-Ccl(6)*= Lsin &(0j*cos (p— 0jAsincp)= L sin (1>)

nebot' uzdvorkovany vyraz pravé strany je dle (109 i) roven ér.
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Integraci pak
A " B(Or*-(- CcoA= 2(A— N 79, (c)
kde A je integracni konstanta. To je integral kinetické energie, nebot
rovnice (b) nepravi nic jiného, neZ Ze zména kinetické energie v jednicce
€asové se rovnd préci v téZe dobé vykonané momentem jediné vnéjsi sily.
Také druhy obecny integral snadno napiSeme. Moment od tize
nemé vertikalni slozky, (v ose OZ) ; musi tedy vertikaIni sloZka impuls-
momentu zUOstati nezménéna. Promitneme-li tedy impulsmoment

U— 7Ack-j-jBco.N + kCcly
na vertikalni osu OZ, t.j. nasobime-li jej jednickovym vektorem V
tohoto sméru, musi
Uz= Irf/= Ao)tsin (fsind' -f- B(0-r cos (psin & -j- 0(0" cosd' = stalé, (cl)

Za souciny iF, jF, dosadili jsme hodnoty dle (5a). N&$§ vy-
sledek neni nez ,vétou o plochach* pro horizontalni rovinu.

Nyni specialisujme rovnice (a) na setrvacnik symetricky,
piSice M— B. Pak zbyva ze tFeti rovnice

cayr 0, il = = stalé. (c)
Jest tedy také slozka impulsmomentu Ur ve sméru osy symetrie
setrvacniku stala, a ovSem i rotacni rychlost kolem této osy. Zin-

tegralu kinetické energie pak vznikne
-j-cor= — (2/ — Co)A — 2L cos d') EEEa — acos )

oznacime-li kratce konstanty
2A  UA 2L 2\iqr*

kde 3/ je hmota setrvatniku.
Z vyrazu (d) substituci A = B vznikne

sin & (cot sin ¢p-p cotcoscp) - (Uz— cos ¢>) ==; /? — bcos (9)

kde jsme zase psali

0N

Z kinematickych rovnic (109/) pomoci (/') a (g) plyne
iI"l-p Ip~sin2vi oc— acos
Xpsin3& —(3— bcos (b)
Xpcos & -j-y = U».
Eliminujeme-li z prvé a druhé rovnice xp a dosadime za cos &
jedinou pismenu, takZze — sind',d'= ¢, mame

(1) =cl- i2>(«-«>- v - co
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. dip (3— bz
z druhé gt — 1 — 7% V)

z treti * o :
. 1

Dle své definice jest z primét konce jednickového vektoru k (ve
sméru osy OQ na osu vertikdIni OZ; nazyvé se apex setrvacéniku.
Jeho pohyb po ose Z udava v redukovaném méfitku pohyb vrcholu osy
symetrie setrvaéniku v roviné vertikalni.

Ze vzorce (?), kde / (z) je tfetiho stupné, vychézi, ze Cas je dén
eliptickym integralem

/

J)

tedy, Ze jest z = cos& eliptickou funkci €asu. Z (j) a (k) mohli bychom
podobné vyjadFiti ip a cp. Tyto vzorce znal uz Lagrange Zde se
véak jimi zabyvati nem(Zeme, jeZto daleko pfesahuji obor knize vy-
méfeny. Musime v té prFiiné odkazati na spisy obSirnéjsi; zvlasté
poukazujeme na dynamiku Websterovu, kde na zakladé vzorce (*)
jsou nékteré zvlastni pfipady elementarné diskutovany. Sami provedeme
podobnou, prGhledné&jsi diskusi na zakladé jiném v pfistim paragrafu
dle vzoru knihy Loneyovy, spokojujice se zde touto poznamkou:

f(z) nabyva pro z= — cc hodnoty — oo,proz= — liproz= -\-1
hodnoty zaporné, pro *= -|- co hodnoty oo. Z toho vyplyva, Ze z kofenl
rovnice f(z)= 0 lezi dva realné zxa z2 mezi — 1 a -j- 1, jeden pak

mezi -)- 1 a -)- oo. Tento tfeti nemé& pro nas vyznamu, jezto neodpovida
realnému Ghlu, jehoZ cosinus nemlze byt vétsi nez 1.

Fysikalni vyznam toho jest, ZzZe Zz— 0 pro sklony setrvaénikové
osy a odpovidajici kofendm z1— cosd'™ z2 cos$2 Vskutku lezi
pak veSkerd readlna # mezi témito krajnimi Uhly, to jest vrchol osy
setrvaénikové pohybuje se na kouli mezi dvéma horizontalnimi kruhy,
v €emZ pravé spoliva nutace, jak jsme ji v § 113 popsali.

*116. UZitf Lagrangeovych rovnic na setrvacnik.

Rovnice pro setrvaénik mUlzeme odvoditi velmi snadno metodou
Lagrangeovou. Jest totiz dle (79/)

d (91 orT
dt ( 4, ’ 3¢ i («)
kde @K jest obecna soufadnice, a Q\ obecna slozka nsily“ k ni pfislusna,

T kinetickd energie. Za obecné soufadnice, které Uplné definuji tfi
stupné volnosti setrvaéniku s pevnym bodem, muizZeme voliti tfi Ghly
Eulerovy cp, ip, Obecnymi slozkami sil jsou potom mo-
menty, které se snazi tyto Uhly zvétSiti. Vzorec pro kinetickou energii
setrvacniku dava dle (109/) ihned

2T = A (oiji2 -J- 0j22) -j- cojr2= A (#3-j- Ip2sin2#) -j- C(<p-j-tycos$)2. (é)
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Méme tedy:

dtKd&J dt
07
5(?: Alp2sin & cos & — C((p -j- Ip cos#) ip sin #.

Q$ = M$ jest moment dvojice, kterd zvétSuje #.

Patrné jest = Mgr*sin# = L sin#.

Shrneme-li v8e, obdrzime prvou rovnici setrvaéniku

A# — Alp2sin # cos# -|- C(<f-f- Ipcos#) Ipsin# = L sin#. (c)
Rocd ¢ (U)=1 o= 0 (d)

Jest totiz ~~ = 0, jezto se soufadnice c¢p nevyskytuje explicitné

ve vyraze pro T. Takové soufadnice nazyvaji se dle Helmholtze
soufadnice cyklické. Moment 3/~= 0, nebot moment od tize

ma smér ON1 (obr. 114) a nemUZe tedy raéniti cp, nemaje slozky v ose Of.
Konecné stejné

Tit (17) = Tt yAV AN~ + 6(F + o > ()

nebot Ip je také soufadnice cyklickh a moment od tize nenia slozky
v ose OZ.

Z rovnice (d) nasleduje
y -|-lpcos# = of*— stalé —:n )
a ovSem téz Cco® — = stalé, jako jsme naSli dfive.
Z (e) vznikne integraci a dosazenim (/)
Alp sin2# -j- Cncos# = stalé — Cncos# Q (9)

byly-li pocatec¢ni podminky takové, Ze jsme setrvacnik
rozto¢eny rychlosti co®= n kolem osy symetrie postavili

do sklonu kvertikadle, neudélivie mu Zzadného po-
stranniho impulsu, takZe v case nulovém
t- 0, ip= ip0= 0, #= #0 0, # —70.
Potencidlni energie setrvaéniku v obecné poloze # jest
V— — Mgr*cos#=— Lcos# (h)
a dle (&) ve spojeni s (/) plyne z principu o zachovani energie (71c)
A (#2-j- Ip2sin2#) -f- Cn2— 2L cos# = Cn2— 2L cos# 0. 0]

Eliminujeme-li Ip z (g) a (i), je
A24# 2sin*# = 2AL sin2# (cos# 0— cos#) — C2n2(cos# 0— cos#)2.
1 CCn2

PoloZzme C2n2= AALI, Cili A— £7\1 z
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A nemé& rozméru, jest prosté Cislo, dané tvarem setrvaéniku a
pocateéni rotadni rychlosti. Posledni rovnici mizeme psati

A-9*sin*9 — 2L (cos9 0— cos &) {sin2# — 2 A(cos9 0— cos *)} co

= 2ij(cos9 — cos90) ((cos9 — A)2— (A2— 2 Acos9 0-f- 1)}

= 2L (cos9 — c0s9 0) (cos 9 — A-f- ijli) (cos9 — A— ]/iz), *)
kdez jsme pro kratkost psali

i?7=:A2— 2hc0s9Q-"-I. (0
Vidime, Ze rychlost® — 0, je-li 9 — 90, 9==9h 9- 92

kde cos9 x= | — yA2— 2Acos’90-j- 1, (?n)
a cos9 2— A-+HAa— 2Acos <H0-j- 1

Jest vSak zfejmé cos92 1?7 takze #2 je imaginarni a neméa pro
feSeni vyznamu.
Uhel 9 X> ~ o, jezto snadno nahlédneme, Ze cos9 | <Ccos9 0, nebof

A—cos < yA2— 2Acos#o + |,

le¢ by ~0= 0, kde potom by také 9X=0.

Z (i) vidime, Ze by 9 2 bylo negativni, kdyby 9 <790’ stejné by

tomu bylo, kdyby # > # 1, to jest
cos® < a— y¥*,
jak ukazuje rovnice (k). Obé tedy nedava reélniho FeSeni.

To v8e znamena: Sklon osy setrvaéniku k vertikdle muze leZeti
pouze mezi obéma krajnimi hodnotami 90a 9 X Osa kolisd tedy mezi
témito sklony a v tom spocivaji nutace. Nutaci neni, byla-li osa
z pocatku postavena do polohy pFesné svislé, pfi 90~ 0 je také 9t=0.
V této poloze chova se setrvacnik jako bezsilovy, nebof moment od
tize vymizel.

Dle (g) je vSak trvale

xiipsin29  Cn(cos90— cos9) > 0.

To znamenda, Ze pokud je tézisté nad bodem, kolem kterého se
setrvacnik otdci (tak jsme my predpokladali, piSice moment od tize,
ktery zvétSuje 9 se znamenim kladnym), jest ip stale kladné, osa
obihd stadle v kladném sméru kolem vertikdly OZ. To je precese
a sice postupna, progresivni.

Kdyby moment od tize plsobil v tom smyslu, Ze se snazi lihel 9
zmenSiti, vznikla by precese retrogradni, zpétna. Tak tomu jest u
kyvadla zavé$eného v bodé prodlouzené osy nad tézistém, cCili t. zv.
gyroskopického kyvadla, ajak se jeSté zminime, také u zemékoule.

Z rovnic (g) a (k) je patrno, zZe # — 0 i xp= 0, je-li 9~90.
VytvoFime-li j (g)

di A A d i cos90— cos9\ | — 2cos9 cos9 0-\- cos2
d9 J do sin29 ) siii89
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vidime, Ze prava strana je vidy positivni, pokud $ > O0. Roste tedy
precesni rychlost ih se vzrlstajicim sklonem & pro jeho hodnoty mezi
&()a du a ma nejvétsi hodnotu rovnou 2L :Cn, kdyz —

Své poznatky o prGbéhu pohybl setrvaéniku mlzeme shrnouti
takto: Jeho rychlost otaceci kolem osy symetrie je stale tdz a rovna
pocéate€ni hodnoté n. Jeho osa se vzdaluje od vertikdly az do polohy
d,= &I a soucasné se otaci kolem ni proménlivou Ghlovou rychlosti 7J7
ktera byla rovna nule pfi #0 a je nejveétSi, kdyz 9'= &i.

Je-li, jak tomu obycejné byva, otdceci rychlost n kolem
osy symetrie setrvaéniku velmi velika, je také Aveliké a dle (m)

cos =/,11—"™ — j-cosxiO-(- -pj 2 ==cos 0 — ~ sh &i,

rozvineme-li dle binomické véty a zanedbame-li ¢leny poc¢inaje A-3. Pak
jest sklon osy k vertikadle omezen krajnimi Ghly

#= a Ct* étt sin &0,

to j'est*) ' ’%O a ,@0_|-___2__A_'_\f'__g__r_fsm#o, (n)

V nasem Ciselném prikladé o setrvaéniku z § 112 a 113, predpokladame-li
pfiblizné A = C, plyne dosazenim do (n), Ze Uhly a  jsou 30° a 30° 11,
odpovidajice obloukiim jednitkového kruhu 0*5236 a 0*5268**). Vyska klicky
sférické cykloidy, kterou opisuje konec osy 10 em dlouhé, je 0*032 em, rovna
20 prikladu § 113, coZ souhlasi GpIné se zaCateCnimi podminkami d*= 0 a '1=0.

OvSem zase i zde jest patrno, Ze je-li i90= 0, je téz S'I=~07
nebylo-li pogateéniho impulsu ve sméru X Vertikalni setrvaénik ne-
kona precese ani nutace, osa jeho z(stava vertikalni. Tento pfipad
nazyvd se Casto ,spicim setrvaénikem® (sleeping top, la toupie dor-
mante, der schlafende Kreisel). Vychyli-li se vSak osa ponékud z verti-
kalni polohy, nemusi nastavajici pohyb byti nutné stabilni.

Podminky regularni precese setrvaéniku jsou:

= &= 0, IF= 0, (P [i~ stalé, = "= stalé.
Vidime ihned, Ze se jimi vyhovi naSim rovnicim, je-li dle (c)
{c\u -j- (C— A) veos i90}vsin &= Lsin . (0)

Jest to tedy téz podminka, ku které jsme doSli ve (106 /c) i

(U4qg).
Jakd jest perioda nutaéniho pohybu, byl-li rozto¢eny
setrvaénik bez postranniho impulsu postaven do sklonu Na tuto

*) Mizeme se snadno numericky piesvédéiti pomoci Valouchovych
Tabulek (3. vyd., tab.1V), ze

cos sin Jrl, sin sin 0N -"-sin ftQ

s chybou i za X= 5 mens$i nez I°/0*
**) Viz Valouchovy Tabulky (3. vyd.), str. 86.
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otazku odpovi rovnice (j). Je-li n a tedy X veliké, nemize vyraz
v druhych (kroucenych) zavorkdch na pravé strané byti kladny, le¢
je-li cos —cos& velmi malé, tedy, je-li & neustale blizce rovno #0.
Pak vSak musi dle (g) byti i \fk skoro stadlé a pseudoregularni precese
byti velmi blizce podobna precesi regularni.
PoloZzme &= -{-s, kde £ jest velmi malé, takZze v prvém pfi-
blizeni
cos — cosd' , N

- - N
Rovnice (j) pfejde ve tvar
Aé2= 2Le (sin&— 2le) =
= 2Ls X}o — (2 — cos-d'0) ¢} = 2Ls (sin -"0—

je-li 21tak veliké, abychom proti nému mohli zanedbati cos Po-
sledni vztah lze pfepsati na

0 4LIfE 0, Ccxn2, |
f= — 12;sm 0— £sji=-p-(2xi— 8 p ?
kdez bylo pséno
sin AL sin\}0
u -~ cv 0)
Odmocnime a integrujeme (q) ;
Cnt r As X -
-arecos -
A y2x£ — £*
. Cnt\
>= AQ-j-£==20_ x| 1—
. 2jtA
Z toho perioda nutace = It * (s)
Cn
Dle rovnice (g) a (p) v prvém pfiblizeni
Cn £ Cn £ Cnx C!L ,Cnth ; Cnt
Tor. . . . Ay - AT - T
A sin& A sin\fo  Asin\ Cn\ A
takZze po integraci
. Mgv* AMgr* Cnt ,

Prvy ¢len vzrlstd Gmérné s cCasem, €len druhy je periodicky,
téze periody jako nutace a o malé amplitudé, téhoz fadu jako je ampli-
tuda ve sméru ~ (srov. (r) a (ji).

Kdyz tedy rozto¢ime setrvatnik velmi prudce kolem osy symetrie
a postavime jej do sklonu "o, tu po€ne osa vykonavati malé nutace
periody 2tCAICjx a zaroven precesni pohyb se stfedni Uhlovou rychlosti
Mgr*/Cn. Periodické oscilace jsou zpocatku malé, sotva znatelné.
Kdyz vSak vlivem tfeni klesne rota€ni rychlost n setrva€niku, stavaji®
se nutace zfetelnéjSimi a na konec nastane pohyb kolisani mezi sklony

a jak byl popsdn na zacatku tohoto paragrafu.
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*117. O stabilité pohybového stavu setrvacniku.
PfedloZzme si otazku, zdali regularni precese je stabilnim po-
hybovym stavem setrvaéniku. Zavedme podobné jako u (116 0) # = #0,
#=0,#= 0, ip= v —stalé a dle (1 16/) (p-f- Ip cos # n= stalé,
z néhoz ovSem nasleduje pp= fi= stalé. Z rovnice (116 c) pak plyne
podminka regularni precese
Av2cos#0— Cnv-j-L = 0. (a)

Jest to ovSem tdz podminka jako (1160), v niZ jest zavedena
pocate€ni rotacni rychlost n, kterou jsme setrvacniku udélili kolem jeho
osy symetrie. Tato rovnice jest splnéna pro dvé mozné hodnoty pre-
cesni rychlosti V (viz § 114). Aby byly reélné, musi

C2»2p>4:LAcos#0. (b)
Ukazeme, Ze v obou pfFipadech jest pohybovy stav stabilni, to

znamena, Ze pfi malé poruSe vykonavaji se kolem regularni precese
malé ,kmity“, kterymi se typ pohybu nezméni. Udé&Ime setrvacniku

malou rychlost #, neménice Ip. Z rovnic (116c, d, e) pak dostdvame:
A# — Alp2siji 3'cos# -f- Cnipsin# — L sin #,
Alp s.in2# -f- Cn cos # stalé = Avsin2#0-j- Cncos# Q

Eliminaci Ip plyne

A2t — C (Av sin2# 04- Cncos# 0— Cncos#)2
sin0#

C . .
_1___s_in_n#- (AP sin2# 0-f- Cncos# 0— Cncos#) = AL sin#.

Polozime-li # = #0-f-8, kde 8 jest malé, obdrzime po kratké
redukci za pomoci rovnice (a)

é= — 8. (AV4— 2alp2cos#04-L 2. (c)

Vyraz vzavorce jest Veétsi nez (Av2— Z,)3, tedy kladny, a rov-
nice (c) méaznamytvarrovnice kmitové, davajic pro dobukmitovou
hodnotu

2" a- (i)
— 2ALV*.cos o

Jest tudiz pomald i rychla precese regularni stabilnim pohybovym
stavem tézkého symetrického setrvacniku. Je-li za precese pomalé v
velmi malé, jest doba periody dle (d) pfiblizné

2TtAv 2itA ’ , N
[, o= «T’ é)
nebof z rovnice (a) plyne, Ze za velmi veliké pocate¢ni rychlosti n jest
pfiblizné
Cn i. /. 2AL cos#n
2A cos# {
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Cili precesni rychlost za precese rychlé a pomalé
Cn L .
1oap COS)a—E] _oresp, . **s3 6?,] (O]
Vztahy (/) nejsou neZ jinym tvarem (za ponékud jiného pFiblizeni)
vztahl (114;) a (e) jest souhlasné s periodou nutace (116%).
Je-li osa setrvacéniku plvodné vertikalni, dokazeme

stabilitu pohybu podobnym zplsobem. Potifebujeme znati #, je-li #
velmi malé, byla-li osa malou poruchou z vertikalni polohyvychylena.
Zase ndm odpovidaji rovnice (116ca 9); kde oviem za&Q dosadime
nulu; mame tedy

A& = Ayj2sin &cos — C?ilpsin & -]- L sin #, (9)
A'ipsin2 & = Cn (1 — cos *#). ()]

Jezto pravé # je malé, dava (a), zanedbame-li cleny s &2 .. ..

Cn 1 Cn
r A 1-f- cos# 2A
7 (9) pak
-. CwW CcCvVv . /W
~IA 2 X

Rovnice tato vede ke kmitdm, tedy k stabilnimu pohybu, je-li
faktor u.# zaporny; Cili

« N . . iMal ,
Fx tj- *>y- 0)
a doba nutacni je .

Tak na pr. jedna-li se o homogonni kouli, ktera se otaci kolem svého

r*= a, Mgr*= Mga, A —7sMa® C= 25Ma2
a tedy, ma-li rotace byti stabilni, musi n > \jSbg/a. U koule poloméru 10 em
musi ny b8'GYsec a tedy pocet ototek za vteFinu presahovati w2rc= 93

118. K precesnimu pohybu zemékoule.

Zemékoule jest ohromny setrvacnik, ktery se otaci kolem osy,
bodem. Povazujeme-li zemékouli za rotacni elipsoid, pak jsou momenty
setrvacnosti kolem vdech os leZicich v rovniku A = B, kdeZto moment C
pro zemskou osu jest asi v poméru 305/304 vétSi. PFi precesi zemské
osy (srv. § 85 a 87), ktera jest velmi pomala, obnda3ejic asi 50" za
rok, nemlze se jednati o volnou precesi bezsilového setrvagniku, jak
bylo v § 110 zfejmé ukézéno. Jest tedy precese zemska vynucena
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silami, kterymi plsobi na zemékouli slunce, mésic a oviem v mife
nesmirné nepatrné také ostatni télesa nebeskd. Obrazec 115 (nehledic
k nemoznym pomérdm méFitka) zFejmé ukazuje, jak vlivem slunce
a sklonu ekliptiky k rovniku vznikd nestejnou pFitazlivosti blizsich
a vzdalenéjSich Casti rovnikového pasu staticky moment silovy kolem
hmotného stfedu O, ktery se snazi postaviti osu zemskou kolmo
k ekliptice, moment, jenz jakozto vektor lezi v pfFimce uzlové, v niz
se protind rovina ekliptiky a rovnika. Jest ovSem vidéti, Ze tento
moment je maximalni za slunovratu, je-li zemé v pFisluni nebo odsluni,
a Ze mizi za rovnodennosti, kdyZz slunce prochazi rovinou rovnikovou.

Obr. 115.

Podobné, jenZe nasledkem své malé vzdalenosti jesté silngji, plsobi
meésic, jehoZz draha svird s rovinou ekliptiky tGhel / = 5°9'. Nazveme-li
hmoty slunce a mésice ms a a jejich stfedni vzdalenosti od zemé
r8a rm, da se stfedni moment v pFimce uzlové vypocisti jakoZto

Y ~*0 sincos+ 7750— sin“r)}

a dosadime-li tuto hodnotu za Lsin&0 v rovnici (116 0), mdzeme vy-
pocisti v, t. j. precesni rychlost osy zemské, z néhoZz plyne pomala
precese bodl rovnodennosti asi 0 50" za rok. Z toho pfipada asi 16"
na vliv slunce, asi 34" na vliv mésice. Astronomové ostatné povazuji
za neznamou Vv presnéjSich rovnicich (viz na pf. Tisserand, Mécanique
céleste, 2. sv.) nikoli r, které je dano pozorovanim, nybrz podil (C—A)/C.

O pfi€iné vynucenych nutaci osy zemské v obéhu uzlové
pfimky mésicni drahy stala se zminka jiz v § 85.

119. O setrvacniku na roviné.

Setrvacnik, ktery se neotad¢i kolem pevného bodu, nybrz kolem
bodu, jenz mudZe se libovolné posouvati po roving, jednim slovem ,vik"
nebo ,vICek"*), ma pét stupil volnosti. K dFivéjsim Eulerovym
anldm (f, ip, # pribudou dvé nové obecné koordinaty, nejlépe pravo-

rovinu. Treti koordinata tézisté je z— r~cos#. Je-li rovina, po niz se
vlk pohybuje, absolutné hladkéa, pfibude k vnéjSim silam reakce
roviny, kterdz jest na ni kolma, tedy vertikalni. Proto neplsobi na

v horizontadlnim sméru pouze rovnomérné a pfrimocarfe. Abstrahujice

*) Néazev zcela vhodny dle détské hracky, jez se trivialné nazyva ,.kaca™.
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od tohoto pohybu, mlzeme zkoumati pouze pohyb tézisté ve sméru
vertikalnim. Vychodi$térn pro Lagrangeovy rovnice bude pak vyraz pro
kinetickou energii vlka stejny jako byl napsan v (116/>), kde vSak nyni
pro pohyb kolem tézisté A a C jsou momenty setrvacnosti pro osy pro-

energie vlka pro rychlost tézisté ve sméru vertikdlnim. Dal$i rozbor
ukazuje, Ze cos& je hyperelipticka funkce c¢asu. Ale lze dokéazati, ze
osa zase kolisd mezi dvéma sklony a provadi pohyb podobny pseudo-
regularni precesi. Dradha hrotu, na némz setrvaénik spociva, ma klicky,
$pitky nebo inflexe, rlizné dle pocateénich podminek.

Ale nejjednodussi pokus s détskym vlkem nam ukazuje, Ze za
dostateéné rotacni rychlosti se osa vlka vzty€uje, ba stane se vertikalni
a vlk ,usne". o tomto vzty€ovani dosud nebylo nikde v naSich vyvodech
nieho. NemUzZe tudiZ pochazeli od niteho jiného neZz od tfeni hrotu
vickova na podkladu, je-li tedy tento podklad drsny. Velmi snadno to
nahlédneme z obr. 116, ktery znazorfiuje kulovity ,hrot" vlka. Dotyka
se “nedokonale drsného" podkladu v bodé R. To znamend, Zze

se nestane R okamZi-
tym stfedem, kolem
X m

N néhoz se hrot otaci,

. Zze se tedy nevali
oy A% | /~ “\ po podkladu, nybrz

s, Y v bodé tomto nastava
Sl | | smykavy pohyb
| o ' : / hrotu ve sméru za-
[ 44 ‘, Na ~ |- porné osy A" Timto

/ L ' pohybem vzChdi se
sila F od tfeni vlec-
ného (tfeni ve smyku),
kterd ma smér opacny,

Obr. 116. tedy kladné osy A"
Tato sila ma vzhle-

X

dem k t&zisti setrvaéniku moment Mf, ktery se skladd s impuls-

Byla-li plGvodni rotaéni rychlost dostate¢né velika, ,usne" vlk, to jest
jeho osa postavi se do polohy vertikalni. OvSem nepominulo nyni tfeni,
ale zménilo sv0j charakter; Klein a Sommerfeld je nazyvaji
,bohrende Reibung"”, Anglicané ,pivoting", Franzouzi ,frottement de
pivotement". Chci je — nevéda nic lepSiho — jmenovati ,pivotovani".
ZnaCi-li postranni obrdzek u 116 pohled shora na kruhovou lisec,
ve které se ,hrot" spiciho vlka podkladu dotyka, takZe osa jde kolmo
z papiru ven, nastava tfeni ve smyku po celém obvodu kruht, ve kterych
dotek se déje. Spojime-li toto tfeni vzdy ve dvou protilehlych bodech
téhoz kruhu ve dvojici, vidime, Ze vSechny vysledné dvojice maji
momenty kolmo za papir jdouci, tedy protismérné impulsmomentu C.
Pivotovani tedy pouze zvoliuje rotacni pohyb.

U osy mirné sklonéné nastava soucasné tfeni ve smyku i pivotovani.
Prvé vztyCuje osu, druhé, zmenSujic rotacni rychlost, zvétSuje nutacni
kolisani (116 li) a zvétSuje sklon k vertikdle ¢fo pfi reguldrni precesi
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(vzorce (114 O nebo (117 &j). Proto, nerotoval-li vlk dostatecné rychle,
zaCne se sice na drsném podkladé vztyCovati, ale nedospéje az k poloze
svislé, nybrz  zase sklonuosy pFibyva, opisuji sejakési precesni kuzele,
¢im dale tim oteviengjsi a tim rychleji, azse dotkne svym okrajem
desky, na niz tancil, a svali se.

Vztyéovani se vlka uzil francouzsky admiral Fleuriais ke
konstrukci ,,horizontalniho gyroskopuw ktery dovoluje presné
urciti rovinu horizontalni, takze lze na mofi konati méreni sextantova,
i je-li obzor mraky nebomlhou zastFen.

Z naseho vyligeni je patrno, ze kazdy vyklad, ktery vede k vy-
svétleni, pro¢ se osa vlka vztyCuje, aniz pFi tom za pFic¢inu uvadi
tfeni, je nutné nespravny, v principu pochybeny*).

*) Tato pozndmka tykd se také Strouhalo vy modifikace Poggen-
1dorffova vykladu v Strouhal-Kucerové Mechanice (2. vyd., str. 397 a nésl.).

Kucera. Zjikla*I\ mechaniky. 18



Vili. Dodatky.

*120. O malych kmitech soustav.

Méjme néjakou (skleronomni) soustavu o nstupnich volnosti, uréenou
vSeobecnymi, nasobé navzajem nezavislymi soufadnicemi qu <a, ... ,qn.
Dejme tomu, Ze zname rovnovaznou polohu soustavy té, a Ze ji odpo-
vidaji urcité hodnoty qi0, g2Qe++++9n0 téch soufadnic. Pak mdzZeme za
nové vseobecné soufadnice soustavy zaveésti

x1— 9 ol r2=:ie2 90 Mn=agn 9o («)

Ta .rj,...,irn maji tu vyhodu, Ze za rovnovazného stavu vesmeés
vymizi.

Je-li potencialni energie soustavy za rovnovazného stavu fr0, bude
za jiného rovna

U= .a/ ‘3/ 'al'
o O Oy 197,
SR e T
PN B R Oni00 1 e DeE e 1 *)

pfedpokladame-li vychylku z rovnovdzného stavu dostate€né malou,
abychom mohli tfeti a vy$8i mocniny téch ,rv zanedbati. Ze (76e) vSak
vime, Ze rovnovdznému stavu odpovida extrémni hodnota potenciéalni

energie, takze

9l al al
R IS . —_— (). 0 )
PR T 37
Nabude tudiz (4) tvaru
U=Uytayry’ 2aygryrg - Agate® = ot u = Gundns (O

au,...a«n jsou konstantni hodnoty, kterych nabyvaji ¢aste¢né derivace
vypsané v (£), dosadime-li do nich dle pFedpisu pro Taylorliv rozvoj
za qv hodnoty qv0. Jezto potencialni energie jest vzdy urCena aZz na
konstantu, mohli bychom v (d) klasti C/O= o, ale neni toho ani potfebi.

Kinetick4 energie jest dle (78/) kvadratickou homogenni funkci
obecnych rychlosti iV

7= -f- 2bi2XvT2-J- 132V y-........... bnnx n , ¥)

kde ovsem fu,. . jsou, pfesné vzato, funkce obecnych soufadnic av.
M0Zeme je v8ak s dostateCnou pfesnosti povaZovati za konstanty,



udélivSe jim hodnoty, které jim pfindlezeji za stavurovnovéazného.
Kinetickaenergie 7 jest ovSem dle povahy véci funkce podstatné kladna.
D& se doké&zati, Ze lze nalézti linedrni substituci

V1= knPi-f- KI2ZP2 + et nPn,

\2— -|- JB2P2 “f" s e e 4- K2nPn, )

takovou, Ze se dvé kvadratické formy sou€asné tak transformuji, Ze se
v nich vyskytuji pouze c&tverce novych proménnych pv.

Didkaz nebudeme zde provadéti. odkazujice 1a pf. na O. Hesse: Vor-
lesungen uber analyt. Geometrie (2. vyd., Lipsko 189b, str. 296 a nasl.), nebo
C. Schafer: Theoretische Physik (l. sv., Lipsko 1914, str. 246 a nasl.) nebo
na ucebnice vysSi algebry. Pouze ozfejmime na$ theorém geometricky, ome-
zujice pocet proménnych na tfi, xyy, .. Dvé kvadratické funkce

I(#,y,2)—1 a F@yz)=1
budou pak rovnice dvou koncentrickych ploch druhého stupné, .lezto jedna
z nich. na pf. F, je podstatné kladna pro vSechny hodnoty x1yf2, znaci elipsoid.
Ale elipsoid a druha plocha druhého stupné maji vzdy jednu trojici navzajem
konjugovanych prdmérd, nebot linearni realnou transformaci mdzeme zméniti
elipsoid na kouli, pfi ¢emZ pfejde druha plocha na jinou realnou plochu druhého
stupné. Jeji hlavni osy jsou pak realné navzajem konjugované prdméry koule
a plochy druhého stupné, a pfi zpateéni transformaci jimi zGstavaji. Je-li vsak
tomu tak, mizeme transformovati obé plochy f a F na tyto prdméry jakoZzto
osy soufadnic, pfi CemZ zlstanou pouze C&tverce téchto novych soufadnic
Ca/ i F nabudou tvaru
=1, + to2+ fcP= 1.

Algebraicky dlikaz véty (/) se oviem neomezuje pouze na tfi proménné.
Je-li tomu tak, pak po dosazeni (/) a
$i= kLiPi-(- &2F2 “}"eeee 4“kinPn
pfejdou vyrazy pro potencialni a kinetickou energii ve tvary
U~ fio+ «iFi2"f"a2\0 "h eeees “h a*P>7 ()
7= pipl2J-P2P22 + ---mmommmee- f ftnPn2- (@)

Konstanty /Jx, ...(3n jsou vesmés kladné.

Soufadnice pv ... .pnsoustavy nazyvaji se hlavni, nebo také
normalni soufadnice soustavy dané.
Lagrangeovy rovnice (79/:) pro tyto soufadnice jsou

"didr\ dr dcr
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Mohou nyni nastati dva pfipady:
I. V8echna av jsou kladna. PoloZime-li ccY(3v= maji veSkeré
rovnice (J) feSeni
= Ay cos (kyt — ), (G

kde Av a qw jsou integracni konstanty.

Pohyb ve veSkerych soufadnicich/>v je jednoduchy, harmonicky*),
cyklické frekvence Av=y « V//?v. Obecnd soufadnice .i\ bude miti tvar
dle (/)

n
«y= COS{Jctt — *Pi) “’} c o s — (p%)~j- .= 22 cos {INt — (O
V=1
kde J5Vjsou nové konstanty.

Potencialni energie, pfisluSna hlavni (normalni) soufadnicijpvjé dle(”)
Oy”y- cos3 (A\g — o),

a podobné kinetickd energie dle (h)
12y"Ny2Ry2sin2 (feye Ny) = «y sinA(kyt-—-"y).

Jezto pak béhem kmitové doby Ty= 2jt:I\, jest stfedni hodnota
t T

~~lcos2(kt— fp) dt— ~jsin* (kt— cp) dt
0 0
jak pfimo jest patrno ze stejnych pribéhd funkci pod integraénim
znamenim, jest vidéti, Ze za kazdé vibrace jest stfedni hodnota

kinetické a potencidlni energie stejnéd a rovna

Il. Kdyby néktery z koeficientd «v byl zdporny, na pf. al< O,
polozili bychom /™ a z (j) by vznikla rovnice

Pi—
jez ma integral
px— A N -f- Bxe

Soufadnice p x rostla by pak s ¢asem do nekonefna a neoscilovala
by kolem hodnoty />1= 0. Pohyb ani rovnovaha by nebyla stabilni.
Podminkou stabilni rovnovahy jest tedy, Ze vSechna av jsou kladna,
coz jest dle srovnani (g) a (£) totozné s podminkou, Ze za stabilni
rovnovahy musi potencidlni energie soustavy byti abso-
lutnim minimem, jak jsme bez ddkazu jiz tvrdili v § 76.

Kmity vynucené. Kmity soustavy, o nichZz dosud bylo jednano,
jsou ovdem typu zvaného kmity volné, coz pravi, ze pdsobici sily
pochazeji pouze a vyhradné od potencialni energie soustavy samé.
Kdyby se k nim pfipojily jesté jiné sily vnéjsi, jichz prace pfi malém

*) Nesmime ov3em klamné si predstavovati, Ze pfi tom jediny stupen
volnosti kmita, ostatni jsou v klidu. Kmit normalni soufadnice ma v zapéti
jisty zplisob kmitani vsech soufadnic obecnych rv, jak hned vysvitd ze
vztahu (V).
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posunuti by dle pfedpokladu, jejz chceme uciniti, byla déana vyrazem

PIfipi + P2%P2 "f* e=e=  PnPn,

znély by Lagrangeovy rovnice

d a/, a7 v o
At \ 9p, ap, op, 2 =
¢ili dle (g) a (A
2NV~ — 2«viv-f- 1. (W)
Dosadime-li zase /v Ayl= av, jest obecnym integralem
t—t
: ] 3
Py = dycos (bt —q@,) - / ) ui — il
GABR v 2y il dated Gl O £ 0)

1\ jsou obecné funkce Casu a f'v jest okamzik, od néhoz pocinaje
pocala sila Pv pUsobiti.
Velmi dilezity pfipad nastava, jsou-li vnéjsi sily periodické, na pf.

Pv-- JBycos (0)" — ?a,).
Integral (o) nabude tvaru

E
py=-Ayeos (bt —q,) e cos (@t — ). (p
2a, ( 1 —l:)'= ,

Obecnéa soufadnice se pak méni harmonicky jednak s periodou
vlastni £v, jednak vynucenou Jsou-li obé& velmi blizce stejné, nabyva
druhy ¢len pravé strany(/?) velmi veliké hodnoty, vynucené kmity
maji velmi velikou amplitudu. To je znamy pfipad reso-
nance vnéjsi sily na jeden z CasteCnych kmitd soustavy. NemlZeme
ovSem fici, Ze v hrani¢nim pfipadé co*= I\ se stanou amplitudy ne-
kone¢nymi, jeZzto v obecném vzorci nezndme zvlastni hodnoty Av a ¥4,
které mohou byti takové, Ze zamezi nekone¢né zvétSeni amplitudy
v druhém C¢lenu. Vedle toho nevzali jsme v pocet sily od tfeni, které
ve skutecnosti vzdy existuji, a méni n samostatnych rovnic (,;) na sou-
stavu n rovnic simultdnnich tvaru

Pv+ hPv+ MPi+ W 2+ - + CynPn o0, (q)

ovéem piedpokladame-li, Ze tfeni jest Gmérno rychlosti zmény obecnych
soufadnic < resp. ~ . Integraci lze provésti, pfedpokladame-li integraly

ve tvaru exponenciel ;?v=-4Vent atd. Do blizSich podrobnosti se vSak
nemlzZeme poustéti.

*121. Soustavy sprazené.

V predchazejicim paragrafu jsme zavedli hlavni (normalni) obecné
soufadnice /> jeZto v nich nabyvaji pohybové rovnice zvIasté jednoduchého
tvaru, nejsouce simultanni. Oasto jest vSak zajimavo, pfimo integrovati
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rovnice pro obecné soufadnice Wi ..... uj, abychom, jak pravi Grans*),
jehoz postupu se v tomto paragrafu téméf slovné pridrzime, hloubégji
vnikli do mechanismu kmitajici soustavy.

Omezime se na velmi jednoduchy pfipad, ktery nachazi pfimou
obdobu v nauce o kmitovych kruzich elektromagnetickych, totiz na
pfipadsoustavy o dvou stupnich volnosti, tedy dvouobecnych sou-
fadnicich, které zde budeme psati qLa gq2. Pfedpokladejme projedno-
duchost, Ze se da vyjadFiti kineticka a potencialni energie tvary

22F Qii+ isl, (a)
2 tr= VI%iji- -\-v22q32-~-2vliqglg3. (i)

Alespofi jeden z obou vyraz( musi totiz obecné obsahovati vedle
¢tvercl také podvojny soudin.
Dle (120 i) znéji pak pohybové rovnice
+ + = 0- («)

Jest patrno, Ze Casova zména soufadnice gL zavisi také od g2 a
naopak; fikdme, Ze oba stupné volnosti, charakterisované soufadnicemi
a js011 spolu navzdjem spfazeny. Vyznam konstant vx a v2 jest
jednoduchy: jsou to patrné dle (c) cyklické frekvence prvého a druhého
stupné volnosti, kdyby nebylo spfazeni (j'12= 0). Zaved3e oznaceni

rli=& Lrl*="& 23i(t/)
mbZeme pfepsati (c) na
Cvio¢\ b o ~ririzQ2 ~ [ (- A I
Dosazenim integralu tvaru

qi= Ciénty < — Ceirt
obdrzime z (e)

Ct(iia— >v) -» w”Ct, (ns— = 0
z CehoZz plyne znéasobenim
(»2— («8— *\V0 = (/\)

a délenim pro Ctverec poméru amplitud vzhledem k (d)

Z rovnice (<) obdrzime pro n2 dvé hodnoty
n2= + i +

i vC+ Vs
(0

*) R. H. Weber a R Gans: Repertorium der Physik (I. sv., Lipsko 1915,
str. 184 a nasl.).
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Jsou tedy integrdly rovnic (c)
gx— Clcos(nt — (p), g2— C2cos (nt — <p), *

kde C\ a (f jsou zcela libovolné, kdeZzto C2 je dano vztahem (h). Ale
rovnéz jsou integraly

gx=1C\ cos(rit— (p", q2— 6"20% — ().

kde c'1? <// jsou libovolné, déno (/i), do néhoZz ovsem zavedeme n za n.
Obecné feSeni jest tudiz

gx= L\cos(nl— y) -j- C*icos(lit — <p\
@@= e2cos(nt— 9?) -f- £'3 cos (rit— (p). )

Kmity kazdého stupné volnosti vznikaji superposici dvou jedno-
duchych kmitd harmonickych o rlznych dobach kmitovych.

Jsou-li vlastni kmity bez spfaZzeni vxa v2 znaéné rGzné, vx> v2
«a Vi—*>2 veliké proti Viv2, a je-li ,koeficient spfazenia

maly, nebo, jak Fikdme, spfazeni volné, obdrzime z (i)

r—p.- -t- - x — - ey - (/
1 VX —vVv2 3 Px—vf
Spfazenim zméni se obé vlastni kmitové doby a sice vétsi se
dale zvétsi, mensi se rovnéz je$té zmensi. Integraly (/) mlzeme pak
interpretovati tak, ze kazdy stupen volnosti provadi své vlastni —
ovSem spfazenim zménéné — kmity, prvy n, druhy n, pfes které se
kladou kmity vynucené, periody pfislusné druhému stupni volnosti. Dle (ti)
je pro kazdy caste€ny kmit amplituda vétsi v té Casti soustavy, pro
kterou se nova kmitovd doba méné rozeSla se starou kmitovou dobou
volnych nespfazenych kmitd.
Byly-li oba stupné volnosti pfed spfazenim v resonanci
(ri= vii— v), tedy dle (i) bude po sprazeni
_ovF@a o J N n2= p*(I — #). (m)

Néasledkem spfazeni vystoupi v soustavé dvé nové kmitové doby,
tim znaéngji se rlznici, ¢im tuzsi (uz3i) je spfazeni. Amplitudy budou dle (A)
téze velikosti, ale srovname-li se vztahem (f) a (w), bude C\= C2— G,
kdezto Ci = — (7/ — Cf, takZe integraly nabudou tvaru
gt — Ccos (t.v]/1 -fe# — cp)-)- Cicos (€.v /I -j- d*— (pr),
g2— Ccos (F. v |/l -j-# — 9)— C"co9(F.vyl -j- & — cp’). (n)

Je-li spfazeni velmi volné, # velmi malé, je
/\(l_/\ N

obé& kmitové doby se liSi velmi maélo, nastavaji ,rdzyw tim pomalejsi,
¢im je sprazeni volngjsi.
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Kdybychom pocate¢ni stav zvolili tak, ze C=Cra mp= (p\ bylo by
t3

: PP Y
gi = 2Ccos-"t.cos(yt— cp), 72= — 2Csin -"-t.sin (yt — cp), (p)

Cili amplituda v jedné ¢asti soustavy by byla maximalni v téZe dobé,
kdy ve druhé je amplituda nula, tedy klid, a naopak. Neustale pfe-
chazi tedy energie z jedné Casti soustavy do druhé a zase zpét.

Z (ii) plyne
i(<7i4-7?a)= - Ocosyi -j- s- -
K?i — 9a)==P» -G'cos{t.v\j\ -j-#— (?)

V naSem pfipadé mohli bychom tedy voliti poloviéni soucet a
poloviéni rozdil obecnych soufadnic za soufadnice norméalni (hlavni).
Ovsem nemaji tak nazorného vyznamu jako < sama, jak z celého po-
stupu a rovnic (q) jest patrno.

Fysikalné velmi jednodude se demonstruji popsané zjevy spfaze-
nymi kyvadly(o berbeckov ymi), na pf. dvéma kyvadly, zavéSenymi
nahorizontalnim  kusu silné kauCukové trubice, kter4 zprostfedkuje
sprazeni.

122. O tFeni mezi télesy tuhymi.

Jiz v 88 59 a 119 dotkli jsme se pojmu tfeni a sil jim vznika-
jicich. Zde chceme o ném pojednati souborné. Relativni pohyb télesa £
vzhledem k télesu S', jehoZ se dotykéa

e S v bodé A (vlastné ovSem nejméné ve

; velmi malé plosce),mlze nejobecnéji se-

stdvati: 1. z pohybu postupného, rych-
losti v podél nékteré tecné k ploSe a
2. z pohybu otacivého kolem osy a)°, bo-
> dem A prochazejici, ale jinak libovolné.
Rotaéni rychlost’ U mGzeme rozloziti a) na
slozku Uz v tecné roviné k ploSe & a

b) na slozku 6)v, v normale |
Obr. 117. mluvime 1. o sm yk ani (klouzani, vla-
¢eni) télesa S po 2.a) ojeho valeni
po d a 2.b)o zavrtavani télesa 8 do které se v fec¢ich romanskych

nazyvd pivotovanim. Nemajice jiného vhodného nazvu pro tento
druh pohybu, pfidrzime se tohoto nazvu ciziho.

Maji-li se tyto pohyby u skuteénych téles udrZovati, vime, Ze
musime vynakladati jisty obnos prace, pfeméhati odpor, ktery se stavi
proti témto pohyblm. Vedkery G¢inek télesa na S sklada se tedy

z nékolika c¢asti, jez jsou:

1. Reakce N proti sile, kterou se S tla¢i na podklad, plsobic
v normale, nazyva se kratce reakce normalni;

2. sila7, ktera brani pohybu postupnému a ma tedy smér opacny
nez rychlost v, nazyva se tfenim vleénym (tfenim ve smyku, ve
vleku, frottement de glissement, sliding friction, Gleitreibung) a jest
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dana velikosti i smérem jakoZzto
T=—Te?
3. dvojice G. kterd plsobi proti pivotovani a kterou chceme na-

zyvati tfeni ve vrtu (fr. de pivotement, pivoting fr., Bohrreibung):
jeji osa lezi v norméle k plose SF a jest tudiz

G = — GwsS; 0)

4. dvojice H, pUsobici proti valeni, tfeni valné*) (fr. de rou-
lement, rolling fr., Rollreibung); jeho osa lezi v tecné roviné a jest tedy

H = — Ho)r°. (c)

Dotykaji-li se ob& télesa &a d v plose kone&nych rozmér(l, jest
nutno uvazovati o kazdém ploSném elementu zvlast. Zakony, jimiz se
tfeni fidi, musi se ziskati pokusné ze zkuSenosti. JeZto pak si vysledky
rlznych badateld zacasté odporuji, a jezto naSe védomosti, zvIasté o
tfeni valném a ve vrtu jsou dosud velmi kusé, FeSivaji se rdzné tlohy
0 pohybu téles v prvém pfiblizeni tak, Ze se tfeni vibec zanedbava,
v druhém pak tak, Ze se zanedbava uginek momentd G a H proti uginku

tfeni vle¢ného T, ZkuSenost ukazuje, Zze ve velmi mnoha pfipadech se
toto druhé pfiblizeni vskutku dostate€né .pfimyka ke skute€nosti.

Ze mechanicka energie t&lesa, které se pohybuje se tfenim, klesa,
bylo ukazéno jiz v § 59.

123. O treni vle€ném.

Jiz nejjednodussi zkusenost nas poucuje o tom, Ze mGze vzniknouti
jakasi sila' od tfeni i tehdy, kdyz téleso S na Sr spoCiva v klidu, kdyz
svibec pohybu neni.

Vyjdéme od velmi jednoduchého pokusu: Téleso hmoty M a véahy
/>~ MT/ nachézejz se na Sikmé roviné, jejiz sklon a lze méniti. Mysleme
tfeba na dfevény hranol, jenz lezi na ohollo-
vaném prkné, které lze otaCeti kolem kloubu -

v 0. Jiz pfi nejmen$im sklonu a vznika
slozka sily P2> iez se snazi téleso pohybo-
vati podél Sikmé roviny. O sloZce Pu t. zv.
normélnim tlaku, kolmé na Sikmé roviné,
fikdame, Ze se ,ruSiwpevnosti roviny, od niz
tedy vznika reakci sila N = — 1\, jez jest
vzhledem k télesu samému rovnéz silou vnéjsi.

Slozku P 3 mdZzeme pak povaZovati také za
vyslednici vnéjsich sil P aNft.j. P3P -f-N.
Touto slozkou musel by vzniknouti zrychleny pohyb podél Sikmé roviny,,
kdyby byla, jak v mnohych Uulohach mechanickych se predpokladéava,
»absolutné hladkd". Ve skute€nosti v3ak, jak z ndzoru vime, nevznikne
pohyb, le¢ kdyz sklon a dostoupi jisté hodnoty <0, nebo vétsi. Uhel (p0

*) Tohoto nazvu uzivd kniha Strouhalova; M. Nova kfika ,valivéu-
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zavisi na materidlu a povrchovém stavu obou ploch, ve kterych se
stykaji $ikma rovina a dané téleso. Ze za a < <o nevznikne pohyb,
nemlzeme vysvétliti jinak, le¢ Ze predpokladame, Ze vedle vngjsich
sil Pa, N plsobi na dané téleso vnéjsi sila T= — P2takzeN T = — P,
a téleso pak ovSem je v klidu. SloZzku T nazyvame tfenim statickym
(frottement de glissement & létat de repos, Haftreibung). Neni hodnoty
urcité. _

Z pokusl vime jen tolik, Ze drzi v rovnovaze slozku jez se
snazi uvésti téleso v pohyb a dale, Ze nem(zZe pfestoupiti velikost

T=N.tgq>0— /iOkdez flO= («)

koeficient tfFeni statického, musi se pro kazdy individualni
par troucich ploch zvlasté urciti. OvSem Zze plati zcela podobné Gvahy
pro téleso, které podléhd vnéjsi sile, jeZz se snazi uvésti je v pohyb
po roviné vodorovné. I tu musimevyhledati normalnislozku vsecli
vnéjSich danych sil, kterouz je dan normalni tlak télesa za podklad a
tedy také — N, normélini reakéni sila od podkladu na téleso a sloZzku
rovnobéznou s rovinou, ktera, nema-li nastafci pohyb, musi byti

1. Pfi feSeni Uloh statickych wvzniknou nam timto zpdsobem
misto rovnic nerovnice. Re3eni grafické vede néas ¢asto rychleji k cili nez
vypocet. Jest totiz patrno z dosavadniho vykladu toto: ,Nakreslime-li
kolem N jakoZto osy, kuzel o poloviénim otvoru cpo — t. zv. kuzel

torny — bude rovnovéha, t. j. nenastane

| pohyb, pada-li vyslednice danych vnéjSich
/4 "sil (k nimz nepocitame silu reakéni od pod-
' kladu) ve svém zpétném prodlouzeni — P°
do tohoto kuZele.“

PFikladem uvedeme tuto dlohu: O ho-
rizontalni pldu a vertikalni zed” opira se
zebFik, stojici v roviné vertikalni a zatizeny
na pf. osobou, po ném stoupajici. Z vahy
ZebFiku a osoby resultujz sila P. Pokud pro-
tind P ve zpétném prodlouzeni prostor spo-
le¢ny ob&ma tornym kuzeldm pro body A a B,
potud zlistane Zebfik vlivem tfeni v rovno-
vaze. Mohu si totiz zvoliti libovolny bod C

Obr. 119. uvnitf  spole€ného prostoru na prodlouzeni

— 10 spojiti jej s A i B, avtéchto smérech

rozloziti silu P. Obé slozky, pfeneseny do A resp. B, nahrazuji silu

danou, Pvdr Pi= Py a obé& v zpétném prodlouzeni lezi v pfisluSnych

tornych kuzelech. Tento vysledek, graficky ziskany, snadno bychom

odéli do analytickychsymboll. Jsou-li, alespofi svym smérem dang,

vnéjsi sily d ve, musi jejich prdsedik byt uvnitf torného kuzele, nebot

jen tehdy mohou spolu se silou od tfeni se protinati v témz bodé a
tedy tvofiti soustavu rovnovaznou.

2. Nastane-ii vlivem vnéjsich sil postupny pohyb télesa N (hmoty M)
podél roviny te¢né k télesu y (obr. 117), vime jiz dle pfedchézejiciho,
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Ze tangencialni slozka F wvnéjSich sil musi miti velikost F*> filN. Ale
ovSem neudéli télesu £ zrychleni, jez bychom vypocetli dle Newtonova
zakona, délice silu AThmotou M, nybrZz zrychleni mensi. Pdsobi totiz
proti sile F vle¢né treni 7, jez, jak vime, ma opacny smér neZ oka-
mzita rychlost v a jest 7F— — Tv°.

Velikost T vleEného tFeni mlZe obecng zaviseti na podstaté
troucich se téles S a i, na jakosti povrchu a velikosti ploch stycnych,
na tlaku normalnim a kone€né na vzajemné rychlosti. Zakony, jimiz
se Fidi, jsou~velmi slozZité a nejsou dodnes presné znamy. Proto se ve
vypoCtech zaCasté stale jeSté uziva zakona, ktery ze svych méreni od-
vodil Coulomb (1781) a potvrdil generdl Morin (1831). Zni:
Velikost 7 vle¢ného treni jest Umérna normalnimu tlaku N a nezavisi
ani na velikosti sty¢né plochy, ani na relativni rychlosti téles as.
Lze tedy psati:

T=pN a T= —[iNvO0. (b)

jhi, koeficient vle€ného treni za pohybu, zavisi ovSem na jakosti sty¢né
plochy a latce téles S a S', ajest obecné o néco mensi nez koeficient
staticky /Mo.

Ovsem zde stale myslime na tfeni ,,suché# kde se mezi troucimi
plochami nenachazi vrstva kapaliny, obecné zvané ,mazadlemat
jest ji voda, olej, petrolej Ci latka hustsi, jako vaselina a pod. V tomto
druhém prFipadé jest totiz vysvétlovati zjev na zdkladé t. zv. vnitfniho
tfeni kapalin, ¢imZ zachazime do zcela jiného oboru fysiky. Mazadlem
se tfenf vle€né velmi znatné sniZi, ale také se zméni zakony, jez o ném
plati. Novéjsi pokusy, konané hlavné v zajmu Zelezni€nich sprav,
ukazaly, ze ani o tfeni suchém neplati Coulombovy zakony, le¢ pro
Gzky obor rychlosti*). Vzrlsta-li rychlost, klesa nékdy (J velmi znagné,
na pf. pro hladkou plochu ocelovou, Sinouci se po hladké plose litinové
s malou rychlosti, z ~ — 0 34 aZ na 0*11, stoupne-li rychlost na 25 mlsec.
Naopak stoupa treni vlené mezi obvodem Zelezného kola a koZenou
Femenici, stoupa-li rychlost vzajemného pohybu. Podobné jest tomu
vzdy, uZzije-li se mazadel.

OzFejmime své vyklady dvéma jednoduchymi, ale typickymi pfFi-
klady o pohybu se tfenim vlecnym.

I. Pohyb na roviné naklonéné.

Ze slovniho prdvodu k obr. 118 vime, Ze pohyb nenastane, pokud
je a<<jp0. Prestoupili sklon a naklonéné roviny hodnotu (p0l pocne
se téleso Sinouti podél pFimky nejvétsino sklonu po roving dold.
Polozme do tohoto sméru osu i, a osu J do normaly k naklonéné
roving, z ni ven sméfujici. Je-li M hmota télesa, jehoZz poloha je
mérfena vektorem § podél osy I, zni pohybova rovnice

Ms=P + N— T, gili Mi%= Prl— PiJ-\-Nj — Ti. (©)

*) Podrobnéjsi ocenéni nékterych novéjsich méfeni najde ¢tenaf v ob-
§irném ¢lanku dra. ing. J. BaSty: ,Odpory vlakové tfenim na podlozces
v |. ro€. Zprav vefejné sluzby technické (Praha 1919). Painlev6 (viz Seznam
literatury; ukézal, Ze Coulombdv zékon vede k logickému sporu, sestuvé-li
pohyb ze sou€asného smyku a valeni.
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Rozpada se (nasobime-li ji jako obvykle skalarné jednou i, po druhé j)
na dvé, v nichz jeSté zavedeme dle Coulombova zakona T =fiN
a, pochazi-li vnéjsi sila od tize, P=Mg, i\ = Pcosa, P%= P sincc.
Pak mame

Mé=: Mgsina — uN a 0 —Mgcosa-J-N. (d)

Z druhé obdrzime pro normalni tlak
N = Mgcosa, a dosazenim s g(sina — (icosa). (e)

Pohyb jest rovnomérné zrychleny, zrychleni vSak tfenim zmen3eno.
Dal3i postup lezi Uplné nasnadé.

Poznamka: Zavedeme-li do (e) vztahem fi= tgd' Ghel torny,
Ize vysledky velmi vtipné geometricky interpretovati, jak je ukézano
v Strouhal-Kucerové Mechanice (Praha 1910, str. 696 a nasl.).
Uvahy ty pochazeji z p&kné knizky (,Der Reibungswinkelu), kterou
vydal r. 1882 k jubileu vircpurské university 6. Herrmann. V ni
je téZ po prvé popsan tento vtipny a pres svou nesmirnou jednoduchost
velmi poucny pokus: PoloZme na nataZzené ukazovaky obou rozprazenych
rukou, které drzime vodorovné a v téze vysi, néjakou hil o hladkém
povrchu. PFiblizujeme-li ob& ruce znenahla k sobg vidime, Ze se hdl
smyka pouze po jediném ukazovaku, sedic na druhém pevné. Prvy je
tlak a tedy i tfeni mendi. Toto smykani hole po ném nepotrva sice
stale, avSak prece déle, nez se normalni tlak vyrovna, nez jsou oba
prsty v téZze vzdalenosti od tézisté hole, jezto tFeni za pohybu je
mensi nez statické (~0> fi). Teprve v jistétm pozdéjsSim okamziku
spoCine hdl na tom prsté, ktery dfive pod ni ujizdél, a nastane
klouzani po prste druhém. Tato hra se opakujenékolikrat,az se oba
prsty Gplné sblizi. HGOl na nich balansuje, jejitézisté zdstava kdesi
mezi body doteku. Oznacime-li si na holi nékolik bodl obratu a téZisté,
mizeme dokonce pfiblizng zjistiti i pomér fi0:fi, jenZ jest pomérem

Il. Kmitani za plsobeni t¥eni vleéného.

3 Pfedstavme si (obr. 120)
y . SISO A 72 téleso hmoty m, které spoCivd na
N vQ.L_LlLU\‘fL} {.;1 Y’L.,, rovinném podkladé a jest spojeno
S - i . s pruznou spirdlou S s pevnou (na
papife kolmou) sténou. Neni-li spi-
réla ani natazena, ani stlacena, jest

-t , - nachazi ve vzdalenosti O O i~fo
R od stény. BudiZ téleso n&jakou
Peicta et € A it ,»vazbou * nebo ,vedenim* nuceno
t \‘\ pohybovati se pouze ve sméru na
4 ""'P“""-”:‘T"]? sténu kolmém, p¥i &emz se smyka
4 : : » P y

P po své rovinné podlozce. Koeficient

Obr. 120 vle¢ného treni za pohybu je fi,
A staticky [lg Vychylime-li télesa
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z rovnovazné polohy Oi do A, dané polohovym vektorem O A=,
plsobi na né sila od pruZnosti, kterou chceme klasti Gmérnou vychylce
a jez sméfuje vzdy do rovnovazné polohy zpét. Jest tedy rovna k (fo—¥),
necht se bod A nachazi v levo i v pravo od Ox. Vlivem této sily mdze
se téleso dostati do pohybu, proti némuZz plsobi sila od tfeni, ktera
jest co do velikosti i sméru déna vyrazem — i déje-li se pohyb
smérem do prava, vyrazem fimgQ, pohybuje-li se téleso v levo; £ jest
jednickovy vektor, sméfujici v préavo.

Zanedbame-li hmotu spirdly, jejiz ¢asti se ovSem pohybuji
s télesem, mlZeme psati pohybovou rovnici

mi= k(Fo— F) + fimgQ*

kdez plati znameni zaporné pro pohyb v pravo, kladné v levo. Na-
sobime-li ji jednickovym vektorem vznikne vztah skalarni

mf = k(ro— r) 4-flmg,
ktery mlzeme prepsati na
m (F—f0) — —*)e— +

vzpomeneme-li, Ze ro jest stala, s casem neproménna délka, takze
trvale ro= O.

A nyni nejprve uvazme, Ze naSe téleso, bylo-li v klidu, mozZe
v ném zdstati trvale i tehdy, je-li sice mimo rovnovaznou polohu o I?
ale neni-li sila od pruznosti spiradly dostateéné velika, aby pfemohla
statické tfeni, t. . je-li

k| r—ro0 | <~flomg, 1 cili | r— > < (g)

Tento pfipad nastava tedy v oboru poloh mezi — wa @ kolem OL

Integraci rovnice (/) provedeme oddélené pro pohyb v pravo
a v levo, pocinajice prvym, pfi némz plati na pravé strané znameni
zaporné. Za (/) lze psati

d2 | k i fimg\
ds
gili — (r— lo-j-10) — 2(— “o~hs0), (h)
*
kdyz piseme ——or, fimg 1l s0= s0,
T kK Mg

a v levo pfipojime sr0, které jest trvale nulou, jezto &0 jest stélé-
Patrné vymezuje / 0 ponékud mensi obor po obou stranach OIf nez €,
nebot fi< fiO.
Z § 26 vime, Ze integralem rovnice (&) jest
r— ?o0-j- s\ = Ocos (cot -j- xf/)j (i)

kde integracéni stalé C a ilJ musime vypocisti z pocate€nich podminek.
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Budtez ty, ze v ¢ase » = 0 se nachazi téleso v klidu v bodé Alr
na levo od rovnovazné polohy a vné oboru 90. Bodu At necht pFislusi
polohovy vektor Fx

Jezto jest téleso v klidu, musi jeho rychlost, kterou obdrzime*
diferencujice (i),

F= — C(osin {cot-j- =0 pro t= o, ¢Cili xfj= o.
Dosazenim
t—o, r=rlf *J= o0 do (i) pak plyne i\ —r0-f-*0= 0O,
takZze pohyb v pravo je dan vzorcem
r—rot+ *0= (A—04"s0) coswt- >

PiSeme-li jeSté za rQ— "~ — s™ coz jest velikost prvé amplitudy, po-
¢itané od Ox v levo, je

r= 10— 0—(1—<JoswL (k)

Jest to tedy harmonicky kmit, ktery se déje kolem bodu r0O—s\r
vzdaleného o /0 na levo od Ox, a to amplitudou — /0. Doba kmitova
jest T= 2rt:co, vykmit v pravo ukonéi se za p0l doby kmitové
v Case t2= 7t:(0, kdy téleso se octne na okamzik v klidu v bodé
r2= r0—/0 si— *o= roH si— 2/0. Je-li pak toto misto na préavo-
od OL vné oboru &, zatne zpétny kmit v levo dany rovnici (/), kde
vSak na pravé strané plati nyni znameni kladné. NasSe Uvahy, jez.
vedly k vzorci (i), zGstavaji platny s jedinou zménou znameni u /0.
Jest tudiz kmit v levo dan vztahem

v—r0—M) - CLcos {(Ot - ifJi). 0]
V Case t t> :-c(; je r r2 r0-j-sx—2/0 arychlost F— CL
Z toho plyne, Ze = 0, —CL st—3/0 a dosazenim do (/)

r—ro-j-/o — (9 — 3,'0) cos (Ot. (m)

Také zpétny kmit je harmonicky s touZz periodou, ale déje se kolem
bodu ro  $o, leZiciho o /0 na prdvo od OI7 a se zmenSenou ampli-

tudou —3/0. V Case ts= 2jt:c0 octne se téleso v bodd r= rs
-~7— {sx— 4 /0), t. j. zase na levé strané, ale o 4/ 0 blize k OI7 nez.
bylo v Case 0. A tak to jde dale. Kmity jsou — pocitame-li jo
mezi body obratu — isochronni, ale amplitud ubyva vzhledem k

fadou aritmetickou, vzdy o 2/0. Konetné vpadne néktery bod obratu
do oblasti $0. Ponévadz na okamzik je téleso v klidu, zdstane v klidu
trvale, 'a¢ se zastavilo jinde nez ve své poloze rovnovéazné. Casové
rozvinuti déje na obr. 120 osvétluje dostateCné vSe, co bylo feceno.

Jest velice poucné, srovnati tento pohyb stlumenym kmitanim §33.
uvédomiti si shody i rozdily obou. Ve fysikalni praxi nastava pfecasto
kmitani za plsobeni tfeni vle¢ného i jeho obdoba za tfeni valného.
Jest dllezito védéti, Ze a pro¢ nemusi vidy souhlasiti pozorovana
rovnovazna poloha kmitajici soustavy s rovnovaznou polohou ideélnf,
jez by se ustavila, kdyby nebylo tfeni.
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124. Valeni téles a treni valné.

Valeni télesa S po podkladé (obr. 117) mdzZe byti bud prosté,
(ncistéu), nebo mlze byt spojeno se souCasnym smykanim. o tom,
ktery pripad pfi skutecném zjevu nastane, rozhoduje koeficient vlec-
ného tfeni, slovem drsnost podkladu,
velikost otdfeci dvojice kolem styéného
bodu téles S a *§, kfivost obou atd. Ne-
budeme se zde zanéaSeti obecnymi Gvahami,
nybrz provedeme s Hamelem obSirnou
diskusi jednoduchého pFipadu, z niz vy-
svitne, jak se v obdobnych pFipadech po-
stupuje. -

JednejZz se o pohyb valce poloméru r Obr jgl.

a hmoty m po Sikmé roviné sklonu a
(obr. 121). Je-li postupna rychlost jeho osy v, a rotacni rychlost kolem
ni O), plati rovnice

mv — mg -j- 2V-|—7* Kd) = ro\ (ii\

N
A

ma
J

kde N jest normalni tlak roviny na valec, T sila od tfeni vle¢ného
a K=mQ- moment setrvacnosti kolem osy ((>= polomér setrvacnosti).
Celkem jsou mozny tfi pfipady.

l. v=rrto. Postupnd rychlost stfedu véalce je rovna obvodové
rychlosti sty€ného bodu, nastdva prosté valeni bez smykani. Proto také
jest zde T statické tfeni vletné a plsobi ve sméru v obrazci zakresle-
ném. RozepiSeme-li prvou rovnici (a) pro osu rovnobéZnou s naklonénou
rovinou a osu na ni kolmou, obdrzime

mv= mré) = mgsina — &\
0 — mgcosac— iV,
Kco ~ = rT. =

Pro nezndmé velic¢iny N9 (b a T plyne tedy

IV ~mgcosa,
. v
(© nsina .—+--5,
Q+
| — masina. —r. c
(*r*+»- (

Z druhého vztahu, nésobime-li jej r, obdrzime linearni zrychleni
n= v=ro> a vidime, Ze jest mensi nez zrychleni gsina, které by mélo
téleso klouzajici po absolutné hladké naklonéné roviné. A€ v naSem
pfipadé tfeni vlecné rovnéz ZzAadné prace nekond, spotfebuje se Cast
plvodni polohové energie na energii kinetickou rotaéniho pohybu valce
kolem osy O. Tato Cast jest tim vétdi, tedy zrychleni tim mensi, €im
je vetsi polomér setrvacnosti. Ze dvou valct (kouli), jednoho plného
na pf. mosazného a pozlaceného, druhého dutého z ryziho zlata, stej-
ného geometrického tvaru a stejné vahy, bude se pohybovati plny
s véts§im zrychlenim.
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Ze vztahu prvého a tfetiho v (c) pak plyne: JeZto statické
tfeni vlecné
024- v2
—k—.
Q

Jenom za téchto sklonl je mozné prosté valeni. Sklon mize
byti tim vé&tsi, Cim je [i vétsi, ¢im je rovina ,drsnéjsiu.

Il. v—rco> 0. Obvodova rychlostje mensi nez postupnd, téleso
se Caste¢né smyka a to doll po naklonéné roviné (pfedstavme si
v limité oj= 0), takZe T sméfuje po Sikmé roviné nahoru, jak je na-
kresleno, a jeho velikost je T~ [iN = [i mgcosa. Rovnice (a) resp. (b)
pfejdou v

TALIN, musi

(ch

mi) — mgsin a — fimg cos a.
Ké) — [Irmgcosa. (c)

Ptejme se, je-li tento pohybovy stav trvaly. Z (e) plyne

4 (v—r0)—r —r0)— gsina— [|gcoso_5..-2f*_rz_

Je-li prava strana kladna, bude stav Il trvaly, jezto v— fO) > 0
stale jeSté se zvétSuje. Musi tedy

0-4-r2
(1)

coz dopliiuje podminku (d). Plati-li v (d) a (/) znameni rovnosti,
jsou trvale mozny oba stavy | i Il, dle toho, jak byly z pocatku vy-
tvofeny. Plati-li vsak v (d) nerovnost, t.j. za pfili§ malych sklon(,
nemlze stav Il byti trvaly, byt i byl uméle z poéatku vytvofen, nebot
v—rco klesd, az se stane trvale rovno nule, az nastane prosté valeni.

Il. v—rco< 0. Otaceni ma predbihati rychlosti postupné, ma
nastati smykani, ale takové (pfedstavme si v limité v~0), Ze tfeni 7’
sméfuje podél naklonéné roviny doll, pravé naopak, neZ jak je kresleno.
Proti pfipadu pfedchozimu se zméni pouze znameni u 7; takze

i)=g sin cc-\- [igcos«, Ko) — [i mgrcosa (i)
a d @ — rcof ~ v— c6 — gsiha -4 [tgcosa .B2* =2,

Vyraz na pravé strané jest podstatné kladny a tedy se (v— rco) ¢asem
zvétSuje a i bylo-li z poCatku pohybu zéaporné, stane se jisté nulou
nebo kladnym, pohyb pfejde dle sklonu roviny bud v typ | nebo II.

V dosavadni (vaze starali jsme se pouze o tfeni vle¢né. Za jeho
plsobeni bylo by na roving horizontalni (a 0) dle (c) 6)-- 0 a tedy
i V~rua) stalé, jinymi slovy, valec nebo obru¢, jednou popohnang,
by se bez ustani valila dale. ZkuSenost nas poucuje, ze tomu tak
neni a Ze ani odpor vzduchu neni dostatecné veliky, aby vysvétlil,
pro¢ se valec (obru€) konecné zastavi. Proto pfedpokladadme, Ze proti
pohybu plsobi silova dvojice, kterou jsme nazvali tfeni valné. Jeji



